MATHEMATIQUES II - ESSEC E 2016

Proposition de corrigé par David Meneu

Lycée Champollion - Grenoble, pour May’o@-ﬁe??w

I Premiére partie

Dans cette premiére partie, on étudie les propriétés asymptotiques d’'une variable aléatoire X définie

sur un espace probabilisé (2, A, P), & valeurs dans N*.

1. a) Pour tout entier j € N*, on a I’égalité d’événements :

(X >j-1]=[X2>j]=[X=j]U[X>]]

puisque X est a valeurs entiéres. LL'union est disjointe, donc :

Vi eN*, P(X >j—1)=P(X = j)+P(X > j) <= Vj € N*,

b) Soit p € N* :

ZjP(X =k) =) j(P(X>j—1)—P(X>j)) daprs a)

=) (i +1)P(X > 1) Z]PX>] [i=j—1]

p—1
=Y P(X>j)+) jP(X>j)- Z]PX>]

J=0 J=0

=2 PX>j) —pP(X >p)

<

2. a) On suppose ici que X admet une espérance E(X) = p.

aprés télescopage

i. Par définition de I'espérance : le fait que X admet une espérance vient de la convergence
absolue de la série de terme général kP(X = k), qui entraine la convergence simple de la

série.
—+oco

ii. Pour tout p € N*, la somme Z kP(X = k) représente le reste d’ordre p de la série : comme

k=p+1

celle-ci converge, on sait que lim E kP(X =0
pﬁ+x> T
k=p

(I suffit, si on veut vraiment tout écrire, de voir que :

k=p+1
somme totale quand p tend vers I'infini.)

+00 +00 p
Z kP(X =k) = Z kP(X =k)— Z kP(X = k), la somme partielle convergeant vers la



iii.

1v.

+oo
Pour tout p e N*:  [X > p| = U [X = k] puisque X est a valeurs dans N.

k=p+1
+o00
L'union est disjointe, donc :  P(X >p) = > P(X =k).
k=p+1

On remarque alors que pour tout p € N*, et tout entier kK > p+ 1 :
0<pP(X=k)<kP(X=k)

Comme les séries de termes généraux kP (X = k) et pP(X = k) sont convergentes, le passage
a la somme dans l'inégalité est possible lorsque k varie de p + 1 a 400, ce qui donne :

—+oco —+o0
< Y pP(X=k)< Y kP(X =k) < 0<pP((X >p) < ZkP
k=p+1 k=p+1 k=p+1

Le résultat de la question précédente, et le théoréme d’encadrement permettent alors de
conclure :

lim pP(X >p) =0

p—-+oo
p—1 D
De 1.b) on déduit :  Vp € N*, Y P(X > j) =Y jP(X =k)+pP(X > p),
j=0 j=1

donc par opérations sur les limites :

lim P(X >j)=FE(X)+0

p——+o00

ce qui prouve bien que la série de terme général P(X > j) converge.

. Le résultat précédent exprime également que la série de terme général P(X > j) a pour

somme totale E(X) = u = ZP(X > 7).

—+00

b) On suppose ici que Z P(X > j) converge.

ii.

iii.

J=0

p
. Pour tout entier p > 1:  vy,43 — v, = ZP(X > j) —ZP(X >j)=PX >p) >0

puisqu’il s’agit d’une probabilité, donc la suite (v,),>1 est croissante.

Toujours d’aprés 1.b) :

p p—1 p—1
VpeEN, Y jP(X =j)=) P(X>j)—pP(X>p) <Y P(X >}j) ZPX>]
j=1 j=0 §=0

puisque pP(X > p) > 0, et puisque la série de terme général positif P(X > j), qui converge,
voit toutes ses somme partielles v, qui forment une suite croissante, majorées par sa somme

totale lim wv,.
p—+00

De tout ce qui précéde, on déduit que les sommes partielles de la séries & termes positifs
“+00

JP(X = j) sont majorées par la constante Z P(X > j) : il s’agit donc d’une série (absolu-
=0
ment) convergente, ce qui signifie donc que X admet une espérance.



c)

On a bien démontré une implication et sa réciproque : X a valeurs dans N admet une espérance
si et seulement si la série de terme général P(X > j). De plus, le cas échéant, on dispose d’une
valeur sommatoire alternative pour I’espérance de X :

400
B(X)= Y P(X > )

3. On suppose dans cette question qu’il existe un réel « strictement positif tel que pour tout entier
jeN:

a)

c)

d)

P(X>j)zm (x)

La relation (x) doit donner, d’aprés la question 1.a) :

B 1

WEN, PX=j)=PX>j-1)-PX>]j) =7 -

On a clairement, pour tout 57 € N*, puisque j+1>jet a > 0:

1 1 1
0K ———<—<1 = VjeN,0<PX=j<«1
g G+ e
et :  Vne N zn:P(X:j):zn:i—;zl—#,donc:
2T Grne T ke

n 1 400
li P(X =4)= 1l 1l———=1= P(X =94
im ; (X =j)= lim T ; (X =)

n—+oo & n—+oo

ce qui achéve de prouver que (%) définit bien une loi de probabilité d’une variable aléatoire a
valeurs dans N*.

D’aprés I'équivalence obtenue en 2.c) : X admet une espérance si et seulement si la série de terme

général P(X > j) = est convergente.

(J+ 1)
Il s’agit, & un décalage d’indice prés, d’une série de Riemann, qui converge si et seulement si
a > 1.

Par équivalence, X admet une espérance si et seulement si a > 1.

Pour tout entier j € N* :

1 1 1 1 1 1
PX=f)= e = <1_4 )
G+ g g e g Lia
(J(1+j)) (1+j)

i. La fonction f: @ +— 1 — (1 +2) % — ax est bien définie et dérivable sur [0, 1], avec :

Vo e [0,1], fl(z)=—(—a)(l+2)*'—a=a. (W - 1)

ou:Vrel0,1], (I1+z)>1donc < 1, et ainsi : Vo € [0,1], f'(z) <0.

(1 + x)aJrl
La fonction f est donc décroissante sur [0, 1], et comme f(0) =1 —1"%—0 = 0, on peut en
déduire :

Ve e [0,1], f(x)<0 <= Vzel0,1], 1—-(1+2)*<ax



ii. L’inégalité précédente permet alors d’écrire, en reprenant le résultat de 3.c) :

1 1 1 1
VieEN, 1-——— <a- < VjeN, P(X:j):fa(l— )g a

(+g)” TR

J

e) Le résultat de c¢) permet aussi d’utiliser le développement limité de (1 + x)~* au voisinage de 0 :
(I1+2)*=1—ax+o(x)

1
Lorsque j tend vers +o00, x = — tend vers 0, donc :

<1+%>_a:1—%+0(%) > 1—(1+l)_a:3+o(1)

et donc :

ce qui revient bien a dire que lim j*M'P(X = j) = a.
Jj—+oo

f) On sait déja que X admet une espérance si et seulement si « > 1; cette variable aléatoire admet
une variance si et seulement si elle admet un moment d’ordre 2, donc si et seulement si la série a
termes positifs Z §2P(X = j) est (absolument) convergente.

Jj=1

Or d’aprés ce qui précéde @ j2P(X = j) ~ Tt d’aprés le théoréme de comparaison des
j——+o0 ]O‘_

séries a termes positifs, la série ZfP(X = j) est de méme nature que la série de Riemann
j=1
1 . . |
Z ——7 qul converge si et seulement sia— 1 >1 <= «a > 2.
j=1
On a bien démontré que X admet une variance si et seulement si a > 2.

Deuxiéme partie : Etude de la probabilité de panne un jour donné

4. a) Le réel uy est la probabilité de I’événement A; : « la composant en place au jour 1 tombe en
panne. » Il s’agit forcément du premier composant, et la probabilité que celui-ci tombe en panne
au jour 1 est bien : P(X; = 1) = p; qui est donc aussi la valeur de u;.

b) i. Il y a deux possibilités pour que le composant en place le jour 2, tombe en panne :

e Soit il s’agit du premier composant, qui a bien fonctionné a I'instant 1 mais est tombé en
panne & 'instant 2 : c’est Pévénement [X; = 2]

e Soit le premier composant est tombé en panne a linstant 1, il a été remplacé par le
deuxiéme composant qui est aussitot tombé en panne a l'instant 2 : c’est I’événement
X7 =1]Nn[X; =1].

Il ne peut pas y avoir eu plus d'un remplacement a I'instant 2, donc :

Ay =[X; =2)U (X1 =1]N[Xs=1])
ii. L’union précédente est disjointe, et puisque X; et X5, sont indépendantes :

uy = P(Ay) = P(X; =2) + P(X; = 1) x P(Xo = 1) = py + (p1)’



¢) Pour tout i € N, on pose X, = X1
a) S’agissant d’un simple décalage d’indice : I'indépendance des variables aléatoires

(X)iens = (Xi)is2 vient de celle des (X;)ien-, et elles sont toutes indépendantes de X, et
suivent la méme loi que X;.

b) Soit k un entier naturel tel que 1 < k < n : ’événement A,,N[X; = k| est réalisé si et seulement
si le premier composant a fonctionné jusqu’a l'instant k& ou il tombe en panne, et aprés un
certain nombre de remplacements, le composant en place a I'instant n tombe en panne.

Il existe donc un certain entier j > 1 tel que la somme des durées de vie des j composants qui
suivent le premier, est exactement égale & n — k, de sorte qu’ajoutée a la durée de vie X; =k
du premier, la somme des durées de vie des j 4+ 1 premiers composants est exactement égale
an, ce qui est la seule facon de réaliser I’événement A,,. Cela s’écrit bien :

j>2 j>1

¢) L’indépendance des variables X; avec X, implique celle des événements [ X7 = k] et
(X1 +Xo+...+ X; =n—k] (daprés le lemme des coalitions notamment) pour tout n € N*
et tout k € [1,n — 1], d’ou :

P(Anﬂ[Xlzk:]):P(Xlzk:)xP(U[X1+X2+...+Xj:n—k])

Jj=1

0r)21+)22+...+)2j suit la méme loi que X; + Xy + ... + X; donc :

P(A.N[X, = k]) = P(X, = k)x P (U[X1 FXo4. 4 X =n— k]) = P(X, = k)xP(A,_y)

j=1
ce qui est bien :

P(A,N[X; =k

vn €N, Wk € [Lin — 1] "B, ) = =5 — 7y

= P(An—k)

d) La probabilité u, = P(A,) s’obtient & partir du résultat précédent, via la formule des probabilités

totales, appliquée avec le systéme complet d’événements ([X1 = k])keN* :

+oo -1
P(A,) =Y P(X1 =k) x Py,—p(A P(X; =k) x P(A,_1) + P(X1 = n) X Px,—n(Ay)
k=1 k=1

3

n—1

= Zpk: X Up -k + Pp X 1= Up—1P1 + - - - + UgPy
k=1

Il est clair en effet que [X; = k] N A,, est un événement impossible dés que k > n, puisqu’alors le
tout premier composant est encore en fonctionnement a I'instant n.
e) En Scilab, soit P = [p1,ps,...,Dpn| le vecteur-ligne tel que P(j) = p; pour j dans [1,n].

La formule précédente permet de calculer de proche en proche les réels u;, jusqu’a wu, ; chaque
u; dépend de tous les précédents selon la formule u; = u;_1p1 + ... + ugp;, valable pour tout
1 € N*; on rajoute chaque nouveau calcul d'un terme de la suite u a la fin d’un tableau, et on fait
attention au décalage d’indice dans les termes du tableau, dit au fait que la suite © commence a
I'indice 0 alors que Scilab ne numérote les éléments des vecteurs qu’a partir de 'indice 1. On
suppose que n et P sont connus.



2 for i = n

3 S =

4 for j=1:1

5 s = s +uli-j+1)*p(j)
6 end

7 u = [u,s]

8 end

9 disp(u(nt+1))

5. Soit A un réel appartenant a |0, 1[. Dans cette question, on suppose que X; suit la loi géométrique
de paramétre \.

a) Pour tout entier k € N* :

P(X;>k)=1-P(X1<k)=1-> P(X = 1>\
_ _ k
_1—)\><11_<(11_);\)> =1-1+(1-N=10=)"

b) Pour tout entier k € N* :

N CP(Xi>kNXa=k+1]) PXi=k+1)  AN1-NF
oMo =k +1)= P(X, > k) L Ry

puisque [X; =k + 1] C [X; > k.
c) Il est intéressant dans le cas d'une loi géométrique, d’utiliser la relation :

Vj =2, pj=A1- X" =(1— \)p,_1 pour voir que, pour tout entier n > 2 :
Up, = Up—1P1 T UpyP2 + ...+ U1Pr—1 + UoPn
= Up1p1+ (1 = A)(Un—zpl + .ot uipp—2 + uopn—1)
=Up 1A+ (L = Ntup_1 =ty
c’est-a-dire que la suite u est stationnaire a partir du rang 1. Comme u; = p; = A, on a bien :
Vn € N*,  u, =P(A,) =

6. On suppose dans cette question que p; vérifie 0 < p; < 1 et que ps = 1 — p;. Pour simplifier, on
posera p =p; = 1 — po.
a) Les hypothéses faites signifient donc que la loi commune des X est :

X;(Q) ={1,2} et P(X;=1)=p P(X;=2)=1-p
Conséquence immeédiate : Vi > 3, p; = 0.

b) Soit la matrice : M = (21? L 6p>
Pour tout entier n > 2, la reprise de la relation de la question 4.d) donne :

Up = Up—1P1 + Up—2P2 +0 = P-Un—1 + (1 - p)-un—Z

puisque les autres termes de la somme sont nuls. De la sorte, pour tout n > 2 :

() = (et = (1 17) (o) = ()



¢) i. On commence la diagonalisation de M par la recherche de ses valeurs propres, les réels \ tels
que M — \.I5 est non-inversible, ce qui est équivalent a :

p—A 1—p
det(M—)\.IQ):O <= det< 1 _)\)

= AMp—-AN)—-(1-p)=0 <= XN-Ap—(1-p) =0

Le discriminant de I'équation est : A = (—p)? —4(—(1—p)) =p*> —4dp+4 = (p —2)% > 0,
la matrice M admet donc les deux valeurs propres :

—(p—2 —2
P=p=2) g =k e=2

2 2

Il suffit alors de trouver un vecteur propre pour chacune des valeurs propres. On voit trés

. ) Iy _ (p+1-p\ [1 1
facilement que : M (1) = ( 140 ) = <1), donc (1) est vecteur propre de M pour

la valeur propre

A=

On cherche ensuite un vecteur propre X = <§) tel que :

MX =(p-1)X <= (M~ (p—1).L)X =0, < G 1:@ @ - (8)

1 ) est un tel vecteur propre.

Il est alors clair que (p

1 1
M, et la formule de changement de base donne :

B 1 (1. p—1 (1 0
M=PDP avec P_(l 1 et D= 0 p—1

La famille < (1) , P 1) ) est alors une base de My ;(R) formée de vecteurs propres pour

ii. La récurrence habituelle donne :  ¥n € N*, M™ = PD"P~! ou D" = <(1) (p—ol)")

puisque D est diagonale.

2 — 1

1 1 -1 1 1
n—1 _ n—-1p=1 _ p
s ar =gt = L (LY (00 Y (119)

Par ailleurs :  det(P)=1—(p—1)=2—p, donc P71 = —— ( L1 —p) et ainsi :

()G ) e ( D ()
2 Bl
vn > 2, Mn_l:Q%pG ﬁ) (1—_1p pII)

d) a) La relation de 6.b) donne aussi : Vn > 2, ( tn ) = M1 (u1> ol (ul) = <p)
Up—1 Uo U 1

En multipliant a droite par cette matrice colonne, la matrice de la question précédente, on
obtient :

u, N\ 1 (1 1=p\[(p), =" (1—p p—1\(p
Vo > 2, (un_l)_Q—p(l 1—p)<1)+ 2—p —1 1 1



Ly =D -t p -
2—p\l 2—p -p+1

1 _ln—l 1 -1 n+1
2—p 2—p 2—p 2—p

Donc :

Vn>2, u,=

b) Puisque 0 <p < 1l,alors0<1—p<let lim (p—1)"" =0, donc :

n—-+4o0o

1
lim u, = ——
n—-+00 2 — p

Troisiéme partie : Etude de la durée de fonctionnement.

7. Les hypothéses faites et la linéarité de ’espérance donnent :

k

E(Ty) =Y E(X;) = kp

8. On suppose, dans cette question, que « est strictement supérieur a 2. X; admet donc une variance

o’

a) L’indépendance mutuelle des variables X;, et le fait qu’elles suivent la méme loi, permettent

d’écrire :
k

V(Ty) =) V(X)) = ko®

b) La variable T}, admet une espérance et une variance, donc on peut lui appliquer I'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev avec le réel ke, qui donne :
V(Ty) ko? o2

G P(|Ty, — kpl| > ke) < Som = P(|Ty, — kp| = ke) < —

¢) L'événement contraire a [|T}, — kp| > ke| est :

[|Tk—ku|<ke} :[—k8<Tk—ku<ke] :[u—s<%<u+5}.

Le résultat précédent se réécrit donc (une probabilité est positive) :

2

Ty
0< 1—P([u—€< — <,u+€D U—
k ke?
o2
Comme lim — = = 0, le théoréme d’encadrement donne alors :
k—+oc0 KE

: Ty B : Ty . _
kngl_P<[”_€<?<M+gD =0 — k1—1>I—PooP<?E}M_€’M+€[) =1

9. On suppose maintenant que « > 1, et donc que X; n’a pas nécessairement de variance.

On fixe un entier naturel m strictement positif. Pour tout entier ¢ € N*, on définit deux variables
aléatoires Yi( et Z ) de la facon suivante :

Y(m):{Xi siXi<m Z(m):{xi si X; >m

0 sinon ! 0 sinon



a) Pour tout w € Q, en distinguant deux cas :
o Si X;(w) < m, alors V"™ (w) + Z"™ (W) = X;(w) + 0 = X;(w).
e Sinon X;(w) > m, et alors V"™ (w) + Z™ (w) = 0+ X;(w) = X;(w).

Ainsi dans tous les cas :  Vw € Q, X;(w) = Yi(m) (w) + ZZ-(m) (w), ce qui signifie bien 'égalité de
variables aléatoires :

b)

ii.

X@' — Y;(m) + Zi(m)

i. La loi de me) est donc donnée par :

P(Z™ =0)=P(X;<m) et Vizm+1, P(Z'™ =i)=P(X; = i)

L’existence de I'espérance de la variable aléatoire me) est donc conditionnée a la convergence
(absolue) de la série Z iP(Z™ =) = Z iP(X; = i), qui est assurée par le fait que

i>m+1 izm+1
X1 admet une espérance.
USRI . . , o
L’inégalité obtenue en 3.d)ii. : Vi € N*, P(Xj =1) < ) donne ici :

. ! (m) . «
Vizm+1, iP(Z —z)gi—a
. . o N
Comme « > 1, la série de terme général — converge, on peut donc passer a la somme dans
i

I’inégalité pour ¢ variant de m 4+ 1 & +00, ce qui donne :

+oo

> Pz =i)=E(Z") < Z =

i=m+1 i= m+1

o
La fonction x — — est, puisque a > 0, strictement décroissante sur 10; +o00[. Ainsi, pour
x

tout entier ¢ > m + 1, et tout réel z € [i —1,14] :

Oz<OA< «
i@ xe (i —1)e

«

La fonction x +— — étant continue sur 10; +00[, I'inégalité de la moyenne donne alors, pour
x

tout e >m+1:

<¢_<i_1>)x3:%<[i L

i1 T

Le passage a la somme dans I'inégalité (on ne se sert que de celle de gauche), pour i variant
de m + 1 a un entier N > m + 1 donne :

A [0 N ‘ « N (6]
VN >m+1, Zi—a<2/ x—adx:/ —da
i=m+1 i=m+1 711 m

D’aprés la relation de Chasles. Puisque la série a gauche, et 'intégrale impropre a droite,
sont convergentes, on peut passer a la limite dans I'inégalité lorsque n tend vers +oo, ce qui

donne :
+o0 400
Z / —da:
= m+1
+00 400
Or: EZ™)< Z Z%, donc:  E(Z™) < / %dx par transitivité de I'inégalité.
i=m+1 m



iii. Pour tout réel A > m :

Aad /A oy — gt A o N a
/m o T m arar= [a'—a—l—l]m_ (= 1)A>"1 (= 1)met

Commea>1:a—1>0etAliTwW—0, donc :
+o00 A
/ gdx = lim gdx - ¢
N A-too [ x® (v — 1)yme—1

(m)

iv. La variable aléatoire Z;"~ étant positive, les résultats précédents donnent :

«

(v — 1)yme—t

vmeN*, 0< EZ™) <

« . .
ou lim ——————— =0, ce qui donne bien par encadrement :
m——+o00 (Oé — 1)m°‘

lim E(Z ):O

m——+oo
v. Légalite: Xy = ZM+Y"™ = v = X, — 2" entraine, par lin¢arité de Uespérance :

EY™)=EX)) = EZ"™)=pu=EZ™) donc lim EY™)=p—-0=p

m—-+00

c) i. Soit w € Q quelconque, on distingue deux cas pour prouver 'inégalité demandée :
e so0it X;(w) < m, et alors (y1<m> (w))* = (Xl(w))Q = X, (w) x X1(w) < m.X;(w).

e soit X (w) > m, et alors ( A )2 < m.Xq(w).

2

On a donc bien :  Vw € Q, (Y, 1( m.X;(w), donc :

(w)) <
(V™) < m.x,

ii. Comme la variable aléatoire Yl(m) est finie (a valeurs dans [0, m]), elle admet bien un moment
d’ordre 2; I'inégalité précédente et la croissance de 1’espérance donnent alors :

E((W™)?) <m.E(X)) = mp
et d’apres la formule de Koenig-Huygens :
V™) = B(G™)) - B < (™)) < mp

d) Soit ¢ un réel strictement positif : comme on a déja eu l'occasion de le voir,

a
li —— — =0= i
m—lg-loo (a — 1)ma 1 m—1>r-I|—100 a—1

il existe bien un entier mg tel que :

.m!~%; par définition de la limite de cette suite positive :

vm 2 mo,

Jusqu’a la fin du probléme, m désignera un entier supérieur ou égal a my.



e) On note, pour tout k € N* :

k k
o =3y e =3 2
=1 =1
Alors bien sir :
k k
T, = Z X; = Z Yz =3y Nz = 4y
=1 =1 =1

(m)

f) i. La linéarité de I'espérance et le fait que chaque v.a.r. Z;"” admet une espérance inférieure ou

égale A (a(i l)ml_o‘ donne :
k k a
BV =3 "EB(Z™) < = BV < k% 1o
( k ) ; p ( k ) (O( . 1>m

ii. L’inégalité de Markov, appliquée a la variable aléatoire Vk(m) avec le réel ke, donne :

E(Vk(m)) a mi~®

P(V™ > ke) < = PV > ke) < K x K

par transitivité de l'inégalité.
g) 1. La relation vérifiée a la question e) donne : E(U,gm)) = B(Ty) — E(Vk(m)),
ou E(Ty) = ku et E(Vk(m)) < kilml_o‘ d’arpés ce qui précéde; par opérations sur les
a —

inégalités, on obtient bien :
e’
EU(m) Zk — -«
U ™) H a_1"

ii. On sait déja que E(U,im)) < E(Ty) = ku, et d’aprés ce qui précéde, vu qu’on a pris m > my

Q -
tel que —1m * e, alors:

kp = B(UM™) >k — ke <= 0> BU™) — kp > —ke = ‘E(U,ﬁm) ~kp| < ke

puisque la fonction valeur absolue est strictement décroissante sur | — oo; 0].

iii. Ecrivons : ‘U,gm) — kp| = \Uém) — B(U™) + BEU™) — 1|, alors Uinégalité triangulaire
donne :

U = k| < U™ = BU™)| + [BO) = n] < U = BU™)| + ke
d’apres la question précédente.
Ainsi ;. si [’U( ™ _ k:,u’ 2]{:5] est réalisé, alors :
2ke < |U™ — BU™)| + ke = ke < |U™ — E(U™)).
Ce rapport d’implication de traduit par I'inclusion d’événements :
‘U(m)—k: ‘ S ok (m) _ (m)
h | = 2ke| C ||U, E(U™)| = ke
et la croissance de la probabilité donne bien :

P(JUS™ — k| > 2ke ) < P(JUF™ = BUI™)| > ke)
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1v.

ii.

iii.

[’indépendance mutuelle des variables (X;);en+ entraine naturellement celle des variables
aléatoires (Yi(m))ieN* ; ainsi :
k
Vo) = vy = kv (™) < kmp

7
=1

)

puisque les Y;(m suivent toutes la loi de Yl(m), et d’aprés I'inégalité obtenue en 9.c)ii.

On peut alors appliquer 1’inégalité de Bienaymé-Tchebychev a la variable U,gm), qui donne :

V(U™

(m) (m)
P(}Uk — BU™)| > ke) <55
Les deux derniéres inégalités qui préceédent donnent donc :

V(U™ kmy
k2e2 T k22

P(JUS™ = ku| = 2k2) < P([US™ = BQUI™)| > ke) <
ce qui implique bien, par transitivité de I'inégalité :

P(|U™ = kul > 2ks) < 75

Une question facile au milieu de toutes ces questions techniques! Pour tout couple d’événe-
ment A et B de la tribu A, d’aprés la formule du crible :

P(AUB)=P(A)+P(B)— P(ANB) <= P(ANnB)=P(A)+ P(B)— P(AUB),
ou P(AU B) < 1 puisque c’est une probabilité. Cela implique bien :

P(ANB) > P(A)+P(B)—-1
Considérons alors les événements :
A= [Vk(m) < k:s} et B= [Uém) € |k(p—2e), k(p+ 25)[]
alors :

<V,fm’ <ks et k(u—2e) < UM < k(u+ 2€)> — k(p—2¢) < U™ + V™ <k + 3¢)
= k(pu—3e) < T} < k(u+ 3¢)

ce qui se traduit par Uinclusion d’événements : AN B C [k(u —3e) <Tp < k(p+ 35)], et
ainsi :

P(Tk € k(p—32), k(u+32) [) > P(ANB) > P(Vk(m) < ke> +P(U,§m> € k(p—2z), k(pu+2) [)—1
d’apreés ce qui précede.

Le résultat de 9.f)ii. donne, en passant a I’événement contraire :

o m

P(V,fm)<kg):1—P(v,j’”>>ke)>1—a_1 -

et de méme, 9.g)v. donne :
m m m
P(U,i Ve ]k(,u—Qe),k(/,hLQ&?)D =1 —P(}U,ﬁ ) k| > 2ke> >1- k:—;;
et ainsi, par sommation membre & membre de ces deux inégalités, et d’aprés le résultat
précédent : on en déduit que pour tout réel € > 0 et tout entier m > my,

a mlfa

P(Tke}k(ﬂ—3e),k(u+3s)[>21— +I—Zl—;;—l

a—1
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1v.

Pour k assez grand, si m; est un entier appartenant a l'intervalle [\/E, 2\/%], alors :

k 2Vk —o —a
_\2;52_721252_ ]\{:/g_gu et k7m0 kT carl—a <0

et la fonction puissance 1 — « est donc décroissante sur |0, +oo[. Cela donne alors :

p Mt 2p la @ i-a o 1-a o 1-a
— = — = — et 274 —— k2 >———— >———k 2
Vke? ke? Vke? (v —1)e (v — 1)5mk (v —1)e
Et on peut donc écrire, pour k assez grand :
21 o 1-a
1>P(Tek — 36, k(p + 3¢ )21— _ =
k } (:u ) (:u ) [ \/E82 (Oz . 1)6
N . 2p . a loa . 1 -«
ou : kEToo @ =0et kglfw mk’ 2 =0 puisque < 0.

Le théoréme d’encadrement permet donc, une derniére fois, de conclure :

lim P(Tk € Jk(u— 35),]{;(/1—1—36)[) =1

k—+o00
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