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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

I Première partie

Dans 
ette première partie, on étudie les propriétés asymptotiques d'une variable aléatoire X dé�nie

sur un espa
e probabilisé (Ω,A, P ), à valeurs dans N
∗
.

1. a) Pour tout entier j ∈ N
∗
, on a l'égalité d'événements :

[X > j − 1] = [X > j] = [X = j] ∪ [X > j]

puisque X est à valeurs entières. L'union est disjointe, don
 :

∀j ∈ N
∗, P (X > j−1) = P (X = j)+P (X > j) ⇐⇒ ∀j ∈ N

∗, P (X = j) = P (X > j−1)−P (X > j)

b) Soit p ∈ N
∗
:

p
∑

j=1

jP (X = k) =

p
∑

j=1

j
(

P (X > j − 1)− P (X > j)
)

d'après a)

=

p−1
∑

i=0

(i+ 1)P (X > i)−
p
∑

j=1

jP (X > j) [i = j − 1]

=

p−1
∑

j=0

P (X > j) +

p−1
∑

j=0

jP (X > j)−
p
∑

j=1

jP (X > j)

=

p−1
∑

j=0

P (X > j)− pP (X > p) après téles
opage

2. a) On suppose i
i que X admet une espéran
e E(X) = µ.

i. Par dé�nition de l'espéran
e : le fait que X admet une espéran
e vient de la 
onvergen
e

absolue de la série de terme général kP (X = k), qui entraîne la 
onvergen
e simple de la

série.

ii. Pour tout p ∈ N
∗
, la somme

+∞
∑

k=p+1

kP (X = k) représente le reste d'ordre p de la série : 
omme


elle-
i 
onverge, on sait que lim
p→+∞

+∞
∑

k=p+1

kP (X = k) = 0

(Il su�t, si on veut vraiment tout é
rire, de voir que :

+∞
∑

k=p+1

kP (X = k) =

+∞
∑

k=1

kP (X = k)−
p
∑

k=1

kP (X = k), la somme partielle 
onvergeant vers la

somme totale quand p tend vers l'in�ni.)

1 ©



iii. Pour tout p ∈ N
∗ : [X > p] =

+∞
⋃

k=p+1

[X = k] puisque X est à valeurs dans N.

L'union est disjointe, don
 : P (X > p) =
+∞
∑

k=p+1

P (X = k).

On remarque alors que pour tout p ∈ N
∗
, et tout entier k > p+ 1 :

0 6 pP (X = k) 6 kP (X = k)

Comme les séries de termes généraux kP (X = k) et pP (X = k) sont 
onvergentes, le passage
à la somme dans l'inégalité est possible lorsque k varie de p+ 1 à +∞, 
e qui donne :

0 6

+∞
∑

k=p+1

pP (X = k) 6
+∞
∑

k=p+1

kP (X = k) ⇐⇒ 0 6 pP ((X > p) 6
+∞
∑

k=p+1

kP (X = k)

Le résultat de la question pré
édente, et le théorème d'en
adrement permettent alors de


on
lure :

lim
p→+∞

pP (X > p) = 0

iv. De 1.b) on déduit : ∀p ∈ N
∗,

p−1
∑

j=0

P (X > j) =

p
∑

j=1

jP (X = k) + pP (X > p),

don
 par opérations sur les limites :

lim
p→+∞

P (X > j) = E(X) + 0


e qui prouve bien que la série de terme général P (X > j) 
onverge.

v. Le résultat pré
édent exprime également que la série de terme général P (X > j) a pour

somme totale E(X) = µ =
+∞
∑

j=0

P (X > j).

b) On suppose i
i que

+∞
∑

j=0

P (X > j) 
onverge.

i. Pour tout entier p > 1 : vp+1 − vp =

p
∑

j=0

P (X > j) −
p−1
∑

j=0

P (X > j) = P (X > p) > 0

puisqu'il s'agit d'une probabilité, don
 la suite (vp)p>1 est 
roissante.

ii. Toujours d'après 1.b) :

∀p ∈ N
∗,

p
∑

j=1

jP (X = j) =

p−1
∑

j=0

P (X > j)− pP (X > p) 6

p−1
∑

j=0

P (X > j) 6

+∞
∑

j=0

P (X > j)

puisque pP (X > p) > 0, et puisque la série de terme général positif P (X > j), qui 
onverge,
voit toutes ses somme partielles vp qui forment une suite 
roissante, majorées par sa somme

totale lim
p→+∞

vp.

iii. De tout 
e qui pré
ède, on déduit que les sommes partielles de la séries à termes positifs

jP (X = j) sont majorées par la 
onstante

+∞
∑

j=0

P (X > j) : il s'agit don
 d'une série (absolu-

ment) 
onvergente, 
e qui signi�e don
 que X admet une espéran
e.
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) On a bien démontré une impli
ation et sa ré
iproque : X à valeurs dans N admet une espéran
e

si et seulement si la série de terme général P (X > j). De plus, le 
as é
héant, on dispose d'une

valeur sommatoire alternative pour l'espéran
e de X :

E(X) =

+∞
∑

j=0

P (X > j)

3. On suppose dans 
ette question qu'il existe un réel α stri
tement positif tel que pour tout entier

j ∈ N :

P (X > j) =
1

(j + 1)α
(⋆)

a) La relation (⋆) doit donner, d'après la question 1.a) :

∀j ∈ N
∗, P (X = j) = P (X > j − 1)− P (X > j) =

1

jα
− 1

(j + 1)α

On a 
lairement, pour tout j ∈ N
∗
, puisque j + 1 > j et α > 0 :

0 6
1

jα
− 1

(j + 1)α
6

1

jα
6 1 =⇒ ∀j ∈ N

∗, 0 6 P (X = j) 6 1

et : ∀n ∈ N
∗,

n
∑

j=1

P (X = j) =
n
∑

j=1

1

jα
− 1

(j + 1)α
= 1− 1

(n+ 1)α
, don
 :

lim
n→+∞

n
∑

j=1

P (X = j) = lim
n→+∞

1− 1

(n+ 1)α
= 1 =

+∞
∑

j=1

P (X = j)


e qui a
hève de prouver que (⋆) dé�nit bien une loi de probabilité d'une variable aléatoire à

valeurs dans N
∗
.

b) D'après l'équivalen
e obtenue en 2.
) : X admet une espéran
e si et seulement si la série de terme

général P (X > j) =
1

(j + 1)α
est 
onvergente.

Il s'agit, à un dé
alage d'indi
e près, d'une série de Riemann, qui 
onverge si et seulement si

α > 1.

Par équivalen
e, X admet une espéran
e si et seulement si α > 1.


) Pour tout entier j ∈ N
∗
:

P (X = j) =
1

jα
− 1

(j + 1)α
=

1

jα
− 1
(

j(1 +
1

j
)
)α

=
1

jα

(

1− 1
(

1 +
1

j

)α

)

d) i. La fon
tion f : x 7→ 1− (1 + x)−α − αx est bien dé�nie et dérivable sur [0, 1], ave
 :

∀x ∈ [0, 1], f ′(x) = −(−α).(1 + x)−α−1 − α = α.

(

1

(1 + x)α+1
− 1

)

où : ∀x ∈ [0, 1], (1 + x) > 1 don


1

(1 + x)α+1
6 1, et ainsi : ∀x ∈ [0, 1], f ′(x) 6 0.

La fon
tion f est don
 dé
roissante sur [0, 1], et 
omme f(0) = 1− 1−α − 0 = 0, on peut en

déduire :

∀x ∈ [0, 1], f(x) 6 0 ⇐⇒ ∀x ∈ [0, 1], 1− (1 + x)−α 6 αx
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ii. L'inégalité pré
édente permet alors d'é
rire, en reprenant le résultat de 3.
) :

∀j ∈ N
∗, 1− 1

(

1 + 1
j

)α 6 α.
1

j
⇐⇒ ∀j ∈ N

∗, P (X = j) =
1

jα

(

1− 1
(

1 +
1

j

)α

)

6
α

jα+1

e) Le résultat de 
) permet aussi d'utiliser le développement limité de (1 + x)−α
au voisinage de 0 :

(1 + x)−α = 1− αx+ o(x)

Lorsque j tend vers +∞, x =
1

j
tend vers 0, don
 :

(

1 +
1

j

)

−α

= 1− α

j
+ o
(1

j

)

⇐⇒ 1−
(

1 +
1

j

)

−α

=
α

j
+ o
(1

j

)

et don
 :

1−
(

1 +
1

j

)

−α

∼
j→+∞

α

j
⇐⇒ P (X = j) =

1

jα

(

1− 1
(

1 +
1

j

)α

)

∼
j→+∞

α

jα+1


e qui revient bien à dire que lim
j→+∞

jα+1P (X = j) = α.

f) On sait déjà que X admet une espéran
e si et seulement si α > 1 ; 
ette variable aléatoire admet

une varian
e si et seulement si elle admet un moment d'ordre 2, don
 si et seulement si la série à

termes positifs

∑

j>1

j2P (X = j) est (absolument) 
onvergente.

Or d'après 
e qui pré
ède : j2P (X = j) ∼
j→+∞

α

jα−1
; d'après le théorème de 
omparaison des

séries à termes positifs, la série

∑

j>1

j2P (X = j) est de même nature que la série de Riemann

∑

j>1

1

jα−1
, qui 
onverge si et seulement si α− 1 > 1 ⇐⇒ α > 2.

On a bien démontré que X admet une varian
e si et seulement si α > 2.

Deuxième partie : Étude de la probabilité de panne un jour donné

4. a) Le réel u1 est la probabilité de l'événement A1 : � la 
omposant en pla
e au jour 1 tombe en

panne. � Il s'agit for
ément du premier 
omposant, et la probabilité que 
elui-
i tombe en panne

au jour 1 est bien : P (X1 = 1) = p1 qui est don
 aussi la valeur de u1.

b) i. Il y a deux possibilités pour que le 
omposant en pla
e le jour 2, tombe en panne :

� Soit il s'agit du premier 
omposant, qui a bien fon
tionné à l'instant 1 mais est tombé en

panne à l'instant 2 : 
'est l'événement [X1 = 2]
� Soit le premier 
omposant est tombé en panne à l'instant 1, il a été rempla
é par le

deuxième 
omposant qui est aussit�t tombé en panne à l'instant 2 : 
'est l'événement

[X1 = 1] ∩ [X2 = 1].
Il ne peut pas y avoir eu plus d'un rempla
ement à l'instant 2, don
 :

A2 = [X1 = 2] ∪
(

[X1 = 1] ∩ [X2 = 1]
)

ii. L'union pré
édente est disjointe, et puisque X1 et X2 sont indépendantes :

u2 = P (A2) = P (X1 = 2) + P (X1 = 1)× P (X2 = 1) = p2 + (p1)
2
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) Pour tout i ∈ N, on pose X̃i = Xi+1.

a) S'agissant d'un simple dé
alage d'indi
e : l'indépendan
e des variables aléatoires

(X̃i)i∈N∗ = (Xi)i>2 vient de 
elle des (Xi)i∈N∗
, et elles sont toutes indépendantes de X1, et

suivent la même loi que X1.

b) Soit k un entier naturel tel que 1 6 k < n : l'événement An∩[X1 = k] est réalisé si et seulement

si le premier 
omposant a fon
tionné jusqu'à l'instant k où il tombe en panne, et après un


ertain nombre de rempla
ements, le 
omposant en pla
e à l'instant n tombe en panne.

Il existe don
 un 
ertain entier j > 1 tel que la somme des durées de vie des j 
omposants qui

suivent le premier, est exa
tement égale à n− k, de sorte qu'ajoutée à la durée de vie X1 = k

du premier, la somme des durées de vie des j + 1 premiers 
omposants est exa
tement égale

à n, 
e qui est la seule façon de réaliser l'événement An. Cela s'é
rit bien :

An∩[X1 = k] = [X1 = k]∩
⋃

j>2

[X2+X3+. . .+Xj+1 = n−k] = [X1 = k]∩
⋃

j>1

[X̃1+X̃2+. . .+X̃j = n−k]


) L'indépendan
e des variables X̃i ave
 X1 implique 
elle des événements [X1 = k] et
[X̃1 + X̃2 + . . .+ X̃j = n− k] (d'après le lemme des 
oalitions notamment) pour tout n ∈ N

∗

et tout k ∈ J1, n− 1K, d'où :

P (An ∩ [X1 = k]) = P (X1 = k)× P
(

⋃

j>1

[X̃1 + X̃2 + . . .+ X̃j = n− k]
)

or X̃1 + X̃2 + . . .+ X̃j suit la même loi que X1 +X2 + . . .+Xj don
 :

P (An∩[X1 = k]) = P (X1 = k)×P

(

⋃

j>1

[X1 +X2 + . . .+Xj = n− k]

)

= P (X1 = k)×P (An−k)


e qui est bien :

∀n ∈ N
∗, ∀k ∈ J1, n− 1K, P[X1=k](An) =

P (An ∩ [X1 = k]

P (X1 = k)
= P (An−k)

d) La probabilité un = P (An) s'obtient à partir du résultat pré
édent, via la formule des probabilités

totales, appliquée ave
 le système 
omplet d'événements

(

[X1 = k]
)

k∈N∗
:

P (An) =
+∞
∑

k=1

P (X1 = k)× P[X1=k](An) =
n−1
∑

k=1

P (X1 = k)× P (An−k) + P (X1 = n)× P[X1=n](An)

=

n−1
∑

k=1

pk × un−k + pn × 1 = un−1p1 + . . .+ u0pn

Il est 
lair en e�et que [X1 = k] ∩An est un événement impossible dès que k > n, puisqu'alors le

tout premier 
omposant est en
ore en fon
tionnement à l'instant n.

e) En S
ilab, soit P = [p1, p2, . . . , pn] le ve
teur-ligne tel que P (j) = pj pour j dans J1, nK.

La formule pré
édente permet de 
al
uler de pro
he en pro
he les réels ui, jusqu'à un ; 
haque

ui dépend de tous les pré
édents selon la formule ui = ui−1p1 + . . . + u0pi, valable pour tout

i ∈ N
∗
; on rajoute 
haque nouveau 
al
ul d'un terme de la suite u à la �n d'un tableau, et on fait

attention au dé
alage d'indi
e dans les termes du tableau, dû au fait que la suite u 
ommen
e à

l'indi
e 0 alors que S
ilab ne numérote les éléments des ve
teurs qu'à partir de l'indi
e 1. On

suppose que n et P sont 
onnus.
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1 u = [1℄

2 for i = 1:n

3 s = 0

4 for j=1:i

5 s = s + u(i-j+1)*p(j)

6 end

7 u = [u,s℄

8 end

9 disp(u(n+1))

5. Soit λ un réel appartenant à ]0, 1[. Dans 
ette question, on suppose que X1 suit la loi géométrique

de paramètre λ.

a) Pour tout entier k ∈ N
∗
:

P (X1 > k) = 1− P (X1 6 k) = 1−
k
∑

j=1

P (X1 = j) = 1−
k−1
∑

i=0

λ(1− λ)i

= 1− λ× 1− (1− λ)k

1− (1− λ)
= 1− 1 + (1− λ)k = (1− λ)k

b) Pour tout entier k ∈ N
∗
:

P[X1>k](X1 = k + 1) =
P
(

[X1 > k] ∩ [X1 = k + 1]
)

P (X1 > k)
=

P (X1 = k + 1)

P (X1 > k)
=

λ(1− λ)k

(1− λ)k
= λ

puisque [X1 = k + 1] ⊂ [X1 > k].


) Il est intéressant dans le 
as d'une loi géométrique, d'utiliser la relation :

∀j > 2, pj = λ(1− λ)j−1 = (1− λ)pj−1 pour voir que, pour tout entier n > 2 :

un = un−1p1 + un2
p2 + . . .+ u1pn−1 + u0pn

= un−1p1 + (1− λ)
(

un−2p1 + . . .+ u1pn−2 + u0pn−1

)

= un−1.λ+ (1− λ)un−1 = un−1


'est-à-dire que la suite u est stationnaire à partir du rang 1. Comme u1 = p1 = λ, on a bien :

∀n ∈ N
∗, un = P (An) = λ

6. On suppose dans 
ette question que p1 véri�e 0 < p1 < 1 et que p2 = 1 − p1. Pour simpli�er, on

posera p = p1 = 1− p2.

a) Les hypothèses faites signi�ent don
 que la loi 
ommune des Xj est :

Xj(Ω) = {1, 2} et P (Xj = 1) = p, P (Xj = 2) = 1− p.

Conséquen
e immédiate : ∀i > 3, pi = 0.

b) Soit la matri
e : M =

(

p 1− p

1 0

)

.

Pour tout entier n > 2, la reprise de la relation de la question 4.d) donne :

un = un−1p1 + un−2p2 + 0 = p.un−1 + (1− p).un−2

puisque les autres termes de la somme sont nuls. De la sorte, pour tout n > 2 :

(

un

un−1

)

=

(

p.un−1 + (1− p).un−2

un−1

)

=

(

p 1− p

1 0

)(

un−1

un−2

)

= M

(

un−1

un−2

)
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) i. On 
ommen
e la diagonalisation de M par la re
her
he de ses valeurs propres, les réels λ tels

que M − λ.I2 est non-inversible, 
e qui est équivalent à :

det
(

M − λ.I2
)

= 0 ⇐⇒ det

(

p− λ 1− p

1 −λ

)

⇐⇒ −λ(p− λ)− (1− p) = 0 ⇐⇒ λ2 − λ.p− (1− p) = 0

Le dis
riminant de l'équation est : ∆ = (−p)2 − 4(−(1− p)) = p2 − 4p+ 4 = (p− 2)2 > 0,
la matri
e M admet don
 les deux valeurs propres :

λ1 =
p− (p− 2)

2
= 1 et λ2 =

p+ (p− 2)

2
= p− 1

Il su�t alors de trouver un ve
teur propre pour 
ha
une des valeurs propres. On voit très

fa
ilement que : M

(

1
1

)

=

(

p+ 1− p

1 + 0

)

=

(

1
1

)

, don


(

1
1

)

est ve
teur propre de M pour

la valeur propre λ1 = 1.

On 
her
he ensuite un ve
teur propre X =

(

x

y

)

tel que :

MX = (p− 1)X ⇐⇒ (M − (p− 1).I2)X = 02,1 ⇐⇒
(

1 1− p

1 1− p

)(

x

y

)

=

(

0
0

)

Il est alors 
lair que

(

p− 1
1

)

est un tel ve
teur propre.

La famille

(

(

1
1

)

,

(

p− 1
1

)

)

est alors une base de M2,1(R) formée de ve
teurs propres pour

M , et la formule de 
hangement de base donne :

M = PDP−1
ave
 P =

(

1 p− 1
1 1

)

et D =

(

1 0
0 p− 1

)

ii. La ré
urren
e habituelle donne : ∀n ∈ N
∗, Mn = PDnP−1

, où Dn =

(

1 0
0 (p− 1)n

)

puisque D est diagonale.

Par ailleurs : det(P ) = 1− (p− 1) = 2− p, don
 P−1 =
1

2− p

(

1 1− p

−1 1

)

, et ainsi :

∀n > 2, Mn−1 = PDn−1P−1 =
1

2− p

(

1 p− 1
1 1

)(

1 0
0 (p− 1)n−1

)(

1 1− p

−1 1

)

=
1

2− p

(

1 p− 1
1 1

)[(

1 0
0 0

)

+ (p− 1)n−1

(

0 0
0 1

)](

1 1− p

−1 1

)

=
1

2− p

(

1 p− 1
1 1

)[(

1 1− p

0 0

)

+ (p− 1)n−1

(

0 0
−1 1

)]

∀n > 2, Mn−1 =
1

2− p

(

1 1− p

1 1− p

)

+
(p− 1)n−1

2− p

(

1− p p− 1
−1 1

)

d) a) La relation de 6.b) donne aussi : ∀n > 2,

(

un

un−1

)

= Mn−1

(

u1

u0

)

où

(

u1

u0

)

=

(

p

1

)

.

En multipliant à droite par 
ette matri
e 
olonne, la matri
e de la question pré
édente, on

obtient :

∀n > 2,

(

un

un−1

)

=
1

2− p

(

1 1− p

1 1− p

)(

p

1

)

+
(p− 1)n−1

2− p

(

1− p p− 1
−1 1

)(

p

1

)
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=
1

2− p

(

1
1

)

+
(p− 1)n−1

2− p

(

p− p2 + p− 1
−p + 1

)

Don
 :

∀n > 2, un =
1

2− p
+

(p− 1)n−1

2− p
(−p2 + 2p− 1) =

1

2− p
− (p− 1)n+1

2− p

b) Puisque 0 < p < 1, alors 0 < 1− p < 1 et lim
n→+∞

(p− 1)n+1 = 0, don
 :

lim
n→+∞

un =
1

2− p

Troisième partie : Étude de la durée de fon
tionnement.

7. Les hypothèses faites et la linéarité de l'espéran
e donnent :

E(Tk) =
k
∑

i=1

E(Xi) = kµ

8. On suppose, dans 
ette question, que α est stri
tement supérieur à 2. X1 admet don
 une varian
e

σ2
.

a) L'indépendan
e mutuelle des variables Xi, et le fait qu'elles suivent la même loi, permettent

d'é
rire :

V (Tk) =

k
∑

i=1

V (Xi) = kσ2

b) La variable Tk admet une espéran
e et une varian
e, don
 on peut lui appliquer l'inégalité de

Bienaymé-T
heby
hev ave
 le réel kε, qui donne :

P
(

|Tk −E(Tk)| > kε
)

6
V (Tk)

(kε)2
⇐⇒ P

(

|Tk − kµ| > kε
)

6
kσ2

k2ε2
⇐⇒ P

(

|Tk − kµ| > kε
)

6
σ2

kε2


) L'événement 
ontraire à

[

|Tk − kµ| > kε
]

est :

[

|Tk − kµ| < kε
]

=
[

− kε < Tk − kµ < kε
]

=
[

µ− ε <
Tk

k
< µ+ ε

]

.

Le résultat pré
édent se réé
rit don
 (une probabilité est positive) :

0 6 1− P
(

[

µ− ε <
Tk

k
< µ+ ε

]

)

6
σ2

kε2

Comme lim
k→+∞

σ2

kε2
= 0, le théorème d'en
adrement donne alors :

lim
k→+∞

1− P
(

[

µ− ε <
Tk

k
< µ+ ε

]

)

= 0 ⇐⇒ lim
k→+∞

P
(Tk

k
∈
]

µ− ε;µ+ ε
[

)

= 1

9. On suppose maintenant que α > 1, et don
 que X1 n'a pas né
essairement de varian
e.

On �xe un entier naturel m stri
tement positif. Pour tout entier i ∈ N
∗
, on dé�nit deux variables

aléatoires Y
(m)
i et Z

(m)
i de la façon suivante :

Y
(m)
i =

{

Xi si Xi 6 m

0 sinon

et Z
(m)
i =

{

Xi si Xi > m

0 sinon

8 ©



a) Pour tout ω ∈ Ω, en distinguant deux 
as :

� Si Xi(ω) 6 m, alors Y
(m)
i (ω) + Z

(m)
i (ω) = Xi(ω) + 0 = Xi(ω).

� Sinon Xi(ω) > m, et alors Y
(m)
i (ω) + Z

(m)
i (ω) = 0 +Xi(ω) = Xi(ω).

Ainsi dans tous les 
as : ∀ω ∈ Ω, Xi(ω) = Y
(m)
i (ω) + Z

(m)
i (ω), 
e qui signi�e bien l'égalité de

variables aléatoires :

Xi = Y
(m)
i + Z

(m)
i

b) i. La loi de Z
(m)
1 est don
 donnée par :

P (Z
(m)
1 = 0) = P (Xi 6 m) et ∀i > m+ 1, P (Z

(m)
1 = i) = P (X1 = i)

L'existen
e de l'espéran
e de la variable aléatoire Z
(m)
1 est don
 
onditionnée à la 
onvergen
e

(absolue) de la série

∑

i>m+1

iP (Z
(m)
1 = i) =

∑

i>m+1

iP (X1 = i), qui est assurée par le fait que

X1 admet une espéran
e.

L'inégalité obtenue en 3.d)ii. : ∀i ∈ N
∗, P (X1 = i) 6

α

iα+1
donne i
i :

∀i > m+ 1, iP (Z
(m)
1 = i) 6

α

iα

Comme α > 1, la série de terme général

α

iα

onverge, on peut don
 passer à la somme dans

l'inégalité pour i variant de m+ 1 à +∞, 
e qui donne :

+∞
∑

i=m+1

iP (Z
(m)
1 = i) = E(Z

(m)
1 ) 6

+∞
∑

i=m+1

α

iα

ii. La fon
tion x 7→ α

xα
est, puisque α > 0, stri
tement dé
roissante sur ]0; +∞[. Ainsi, pour

tout entier i > m+ 1, et tout réel x ∈ [i− 1, i] :

α

iα
6

α

xα
6

α

(i− 1)α

La fon
tion x 7→ α

xα
étant 
ontinue sur ]0; +∞[, l'inégalité de la moyenne donne alors, pour

tout i > m+ 1 :

(

i− (i− 1)
)

× α

iα
=

α

iα
6

∫ i

i−1

α

xα
dx

Le passage à la somme dans l'inégalité (on ne se sert que de 
elle de gau
he), pour i variant

de m+ 1 à un entier N > m+ 1 donne :

∀N > m+ 1,
N
∑

i=m+1

α

iα
6

N
∑

i=m+1

∫ i

i−1

α

xα
dx =

∫ N

m

α

xα
dx

D'après la relation de Chasles. Puisque la série à gau
he, et l'intégrale impropre à droite,

sont 
onvergentes, on peut passer à la limite dans l'inégalité lorsque n tend vers +∞, 
e qui

donne :

+∞
∑

i=m+1

α

iα
6

∫ +∞

m

α

xα
dx

Or : E(Z
(m)
1 ) 6

+∞
∑

i=m+1

α

iα
, don
 : E(Z

(m)
1 ) 6

∫ +∞

m

α

xα
dx par transitivité de l'inégalité.
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iii. Pour tout réel A > m :

∫ A

m

α

xα
dx =

∫ A

m

α.x−αdx =
[

α.
x−α+1

−α + 1

]A

m
= − α

(α− 1)Aα−1
+

α

(α− 1)mα−1

Comme α > 1 : α− 1 > 0 et lim
A→+∞

α

(α− 1)Aα−1
= 0, don
 :

∫ +∞

m

α

xα
dx = lim

A→+∞

∫ A

m

α

xα
dx =

α

(α− 1)mα−1

iv. La variable aléatoire Z
(m)
1 étant positive, les résultats pré
édents donnent :

∀m ∈ N
∗, 0 6 E(Z

(m)
1 ) 6

α

(α− 1)mα−1

où lim
m→+∞

α

(α− 1)mα−1
= 0, 
e qui donne bien par en
adrement :

lim
m→+∞

E(Z
(m)
1 ) = 0

v. L'égalité : X1 = Z
(m)
1 +Y

(m)
1 ⇐⇒ Y

(m)
1 = X1−Z

(m)
1 entraîne, par linéarité de l'espéran
e :

E(Y
(m)
1 ) = E(X1)− E(Z

(m)
1 ) = µ− E(Z

(m)
1 ) don
 lim

m→+∞

E(Y
(m)
1 ) = µ− 0 = µ


) i. Soit ω ∈ Ω quel
onque, on distingue deux 
as pour prouver l'inégalité demandée :

� soit X1(ω) 6 m, et alors

(

Y
(m)
1 (ω)

)2
=
(

X1(ω)
)2

= X1(ω)×X1(ω) 6 m.X1(ω).

� soit X1(ω) > m, et alors

(

Y
(m)
1 (ω)

)2
= 0 6 m.X1(ω).

On a don
 bien : ∀ω ∈ Ω,
(

Y
(m)
1 (ω)

)2
6 m.X1(ω), don
 :

(

Y
(m)
1

)2
6 m.X1

ii. Comme la variable aléatoire Y
(m)
1 est �nie (à valeurs dans J0, mK), elle admet bien un moment

d'ordre 2 ; l'inégalité pré
édente et la 
roissan
e de l'espéran
e donnent alors :

E
(

(Y
(m)
1 )2

)

6 m.E(X1) = mµ

et d'après la formule de Koenig-Huygens :

V
(

Y
(m)
1

)

= E
(

(Y
(m)
1 )2

)

− E(Y
(m)
1 )2 6 E

(

(Y
(m)
1 )2

)

6 mµ

d) Soit ε un réel stri
tement positif : 
omme on a déjà eu l'o

asion de le voir,

lim
m→+∞

α

(α− 1)mα−1
= 0 = lim

m→+∞

α

α− 1
.m1−α

; par dé�nition de la limite de 
ette suite positive :

il existe bien un entier m0 tel que :

∀m > m0,
α

α− 1
.m1−α

6 ε.

Jusqu'à la �n du problème, m désignera un entier supérieur ou égal à m0.
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e) On note, pour tout k ∈ N
∗
:

U
(m)
k =

k
∑

i=1

Y
(m)
i et V

(m)
k =

k
∑

i=1

Z
(m)
i .

Alors bien sûr :

Tk =

k
∑

i=1

Xi =

k
∑

i=1

Y
(m)
i + Z

(m)
i =

k
∑

i=1

Y
(m)
i +

k
∑

i=1

Z
(m)
i = U

(m)
k + V

(m)
k

f) i. La linéarité de l'espéran
e et le fait que 
haque v.a.r. Z
(m)
i admet une espéran
e inférieure ou

égale à

α

(α− 1)
m1−α

donne :

E(V
(m)
k ) =

k
∑

i=1

E(Z
(m)
i ) 6

k
∑

i=1

α

(α− 1)
m1−α ⇐⇒ E(V

(m)
k ) 6 k × α

(α− 1)
m1−α

ii. L'inégalité de Markov, appliquée à la variable aléatoire V
(m)
k ave
 le réel kε, donne :

P (V
(m)
k > kε) 6

E(V
(m)
k )

kε
=⇒ P (V

(m)
k > kε) 6 k × α

α− 1

m1−α

kε

par transitivité de l'inégalité.

g) i. La relation véri�ée à la question e) donne : E(U
(m)
k ) = E(Tk)− E(V

(m)
k ),

où E(Tk) = kµ et E(V
(m)
k ) 6 k

α

α− 1
m1−α

d'arpès 
e qui pré
ède ; par opérations sur les

inégalités, on obtient bien :

E(U
(m)
k ) > kµ− k

α

α− 1
m1−α

ii. On sait déjà que E(U
(m)
k ) 6 E(Tk) = kµ, et d'après 
e qui pré
ède, vu qu'on a pris m > m0

tel que

α

α− 1
m1−α 6 ε, alors :

kµ > E(U
(m)
k ) > kµ− kε ⇐⇒ 0 > E(U

(m)
k )− kµ > −kε =⇒

∣

∣

∣
E(U

(m)
k )− kµ

∣

∣

∣
6 kε

puisque la fon
tion valeur absolue est stri
tement dé
roissante sur ]−∞; 0].

iii. É
rivons :

∣

∣U
(m)
k − kµ

∣

∣ =
∣

∣U
(m)
k − E(U

(m)
k ) + E(U

(m)
k ) − µ

∣

∣

, alors l'inégalité triangulaire

donne :

∣

∣U
(m)
k − kµ

∣

∣ 6
∣

∣U
(m)
k − E(U

(m)
k )

∣

∣+
∣

∣E(U
(m)
k )− µ

∣

∣ 6
∣

∣U
(m)
k − E(U

(m)
k )

∣

∣ + kε

d'après la question pré
édente.

Ainsi : si

[

∣

∣U
(m)
k − kµ

∣

∣ > 2kε
]

est réalisé, alors :

2kε 6
∣

∣U
(m)
k − E(U

(m)
k )

∣

∣+ kε =⇒ kε 6
∣

∣U
(m)
k − E(U

(m)
k )

∣

∣.

Ce rapport d'impli
ation de traduit par l'in
lusion d'événements :

[

∣

∣U
(m)
k − kµ

∣

∣ > 2kε
]

⊂
[

∣

∣U
(m)
k −E(U

(m)
k )

∣

∣ > kε
]

et la 
roissan
e de la probabilité donne bien :

P
(

∣

∣U
(m)
k − kµ

∣

∣ > 2kε
)

6 P
(

∣

∣U
(m)
k −E(U

(m)
k )

∣

∣ > kε
)
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iv. L'indépendan
e mutuelle des variables (Xi)i∈N∗
entraîne naturellement 
elle des variables

aléatoires (Y
(m)
i )i∈N∗

; ainsi :

V (U
(m)
k ) =

k
∑

i=1

V (Y
(m)
i ) = kV (Y

(m)
1 ) 6 kmµ

puisque les Y
(m)
i suivent toutes la loi de Y

(m)
1 , et d'après l'inégalité obtenue en 9.
)ii.

v. On peut alors appliquer l'inégalité de Bienaymé-T
heby
hev à la variable U
(m)
k , qui donne :

P
(

∣

∣U
(m)
k −E(U

(m)
k )

∣

∣ > kε
)

6
V (U

(m)
k )

k2ε2

Les deux dernières inégalités qui pré
èdent donnent don
 :

P
(

∣

∣U
(m)
k − kµ

∣

∣ > 2kε
)

6 P
(

∣

∣U
(m)
k −E(U

(m)
k )

∣

∣ > kε
)

6
V (U

(m)
k )

k2ε2
6

kmµ

k2ε2


e qui implique bien, par transitivité de l'inégalité :

P
(

∣

∣U
(m)
k − kµ

∣

∣ > 2kε
)

6
mµ

kε2

h) i. Une question fa
ile au milieu de toutes 
es questions te
hniques ! Pour tout 
ouple d'événe-

ment A et B de la tribu A, d'après la formule du 
rible :

P (A ∪ B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) ⇐⇒ P (A ∩ B) = P (A) + P (B)− P (A ∪B),

où P (A ∪B) 6 1 puisque 
'est une probabilité. Cela implique bien :

P (A ∩B) > P (A) + P (B)− 1

ii. Considérons alors les événements :

A =
[

V
(m)
k < kε

]

et B =
[

U
(m)
k ∈

]

k(µ− 2ε), k(µ+ 2ε)
[

]

alors :

(

V
(m)
k < kε et k(µ− 2ε) < U

(m)
k < k(µ+ 2ε)

)

=⇒ k(µ− 2ε) < U
(m)
k + V

(m)
k < k(µ+ 3ε)

=⇒ k(µ− 3ε) < Tk < k(µ+ 3ε)


e qui se traduit par l'in
lusion d'événements : A ∩ B ⊂
[

k(µ− 3ε) < Tk < k(µ+ 3ε)
]

, et

ainsi :

P
(

Tk ∈
]

k(µ−3ε), k(µ+3ε)
[

)

> P (A∩B) > P
(

V
(m)
k < kε

)

+P
(

U
(m)
k ∈

]

k(µ−2ε), k(µ+2ε)
[

)

−1

d'après 
e qui pré
ède.

iii. Le résultat de 9.f)ii. donne, en passant à l'événement 
ontraire :

P (V
(m)
k < kε) = 1− P (V

(m)
k > kε) > 1− α

α− 1

m1−α

ε

et de même, 9.g)v. donne :

P
(

U
(m)
k ∈

]

k(µ− 2ε), k(µ+ 2ε)
[

)

= 1− P
(

∣

∣U
(m)
k − kµ

∣

∣ > 2kε
)

> 1− mµ

kε2

et ainsi, par sommation membre à membre de 
es deux inégalités, et d'après le résultat

pré
édent : on en déduit que pour tout réel ε > 0 et tout entier m > m0,

P
(

Tk ∈
]

k(µ− 3ε), k(µ+ 3ε)
[

)

> 1− α

α− 1

m1−α

ε
+ 1− mµ

kε2
− 1
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iv. Pour k assez grand, si mk est un entier appartenant à l'intervalle [
√
k, 2

√
k], alors :

−
√
kµ

kε2
> −mkµ

kε2
> −2

√
kµ

kε2
et k

1−α

2 > m1−α
k > 21−α.k

1−α

2

ar 1− α < 0

et la fon
tion puissan
e 1− α est don
 dé
roissante sur ]0,+∞[. Cela donne alors :

− µ√
kε2

> −mkµ

kε2
> − 2µ√

kε2
et −21−α.

α

(α− 1)ε
.k

1−α

2 > − α

(α − 1)ε
m1−α

k > − α

(α − 1)ε
.k

1−α

2

Et on peut don
 é
rire, pour k assez grand :

1 > P
(

Tk ∈
]

k(µ− 3ε), k(µ+ 3ε)
[

)

> 1− 2µ√
kε2

− α

(α− 1)ε
.k

1−α

2

où : lim
k→+∞

2µ√
kε2

= 0 et lim
k→+∞

α

(α− 1)ε
.k

1−α

2 = 0 puisque

1− α

2
< 0.

Le théorème d'en
adrement permet don
, une dernière fois, de 
on
lure :

lim
k→+∞

P
(

Tk ∈
]

k(µ− 3ε), k(µ+ 3ε)
[

)

= 1

⋆⋆⋆ FIN DU SUJET ⋆⋆⋆
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