
MATHÉMATIQUES II - ESSEC E 2015

Proposition de orrigé par David Meneu

Lyée Champollion - Grenoble, pour

I - Limite inférieure d'une suite et d'une fontion

Si a et b sont deux entiers tels que a 6 b, on notera Ja, bK = {k ∈ Z, a 6 k 6 b} l'intervalle d'entiers

d'extrémités a et b.

Pour (xn)n∈N suite de réels et I ensemble �ni d'entiers naturels, on notera min
i∈I

xi le plus petit élément de

l'ensemble {xi, i ∈ I}. Par exemple, min
i∈J1,9K

1

i
=

1

9
.

1. Un exemple :

{

(−1)i

i+ 1
, i ∈ J1, 4K

}

=

{

1, −1

2
,
1

3
, −1

4
,
1

5

}

, il est don lair que : min
i∈J0,4K

(−1)i

i+ 1
= −1

2
.

2. Soit (xn)n>0 une suite de réels positifs.

a) Pour n entier naturel �xé, on pose pour tout k de N, un(k) = min
i∈Jn,n+kK

xi.

Ainsi : pour tout k de N, un(k) est la valeur minimale parmi les termes xn, xn+1, . . . , xn+k, tandis que

un(k + 1) est la valeur minimale parmi les termes xn, xn+1, . . . , xn+k, xn+k+1 : il y a don un terme de

plus (xn+k+1) dans ette deuxième liste qui oïnide par ailleurs ave la première, et don :

� Soit min
i∈Jn,n+k+1K

xi = un(k+1) est l'un des xj ave n 6 j 6 n+k : dans e as on a aussi xj = min
i∈Jn,n+k

xi

et alors un(k + 1) = un(k)

� soit un(k + 1) = xn+k+1 et ela signi�e alors que : ∀i ∈ Jn, n + kK, xn+k+1 6 xi ; mais alors :

xn+k+1 6 min
i∈Jn,n+kK

xi, 'est-à-dire : un(k + 1) 6 un(k).

Dans tous les as : ∀k ∈ N, un(k + 1) 6 un(k), la suite (un(k))k>0 et bien déroissante.

b) Tous les termes de la suite (xn)n>0 sont positifs, il en va don de même de deux de la suite (un(k))k>0.

Cette dernière est don déroissante et minorée par 0, elle est don onvergente, d'après le théorème de

limite monotone.

On note un = lim
k→+∞

un(k).

) Comme un+1(k) = min
i∈Jn+1,n+k+1K

xi et un(k + 1) = min
i∈Jn,n+k+1K

xi : le même prinipe que préédemment

s'applique, qu'on peut aussi exprimer ainsi :

{xn+1, . . . , xn+k+1} ⊂ {xn, . . . , xn+k+1}, don min{xn+1, . . . , xn+k+1} > min{xn, . . . , xn+k+1}, soit :

∀k ∈ N, un(k + 1) 6 un+1(k)

D'après la question préédente, on peut alors passer à la limite dans ette inégalité quand k tend

vers +∞, et :

∀n ∈ N, un 6 un+1

On a bien prouvé que la suite (un)n>0 est roissante.

d) Le théorème de limite monotone a�rme bien que la suite (un)n>0 qui est roissante, admet une limite :

elle est soit onvergente (si elle est majorée), soit divergente vers +∞.

Cette limite est dite limite inférieure de la suite (xn)n>0 et est notée lim
n→

inf
+∞

xn.
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3. Soient les deux suites réelles positives (yn)n>0 et (zn)n>0 dé�nies par :

∀n ∈ N, yn = 1 + (−1)n

et

∀n ∈ N, zn =

{

2 si n est pair

n si n est impair

a) Remarquons d'emblée que l'expression de la suite (yn)n>0 est, plus simplement :

∀n ∈ N, yn =

{

2 si n est pair

0 si n est impair

.

Ainsi, pour tout entier n ∈ N, et tout entier k ∈ N
∗
: {yi, i ∈ Jn, n+ kK} ontient toujours au moins deux

termes onséutifs de la suite (yn), et en fait uniquement les valeurs 0 et 2, éventuellement répétées un

ertain nombre de fois.

On peut don a�rmer que : ∀n ∈ N, ∀k ∈ N
∗, un(k) = 0.

La suite (zn), de son �té, a pour premiers termes : 2, 1, 2, 3, 2, 5, 2, 7, . . . et don :

∀k ∈ N
∗, u0(k) = 1 = u1(k) (dès que l'indie 1 est dans la liste des entiers Jn, n+ kK, le terme z1 = 1 est

forément la valeur minimale des termes onsidérés dans le alul de un(k)), et :
∀n > 2, ∀k ∈ N

∗, un(k) = 2 (dès que n > 2 et k > 1, le terme 2 fait forément partie de la liste de termes

onsidérés, répété éventuellement plusieurs fois et aompagné de termes entiers qui lui sont supérieurs).

b) De e qui préède on déduit immédiatement :

lim inf
n→+∞

yn = 0

Car dans e as, les suites (un(k))k>1 assoiées sont onstantes nulles, e qui entraîne :

∀n ∈ N, un = lim
k→+∞

un(k) = 0.

On a ensuite :

lim inf
n→+∞

zn = 2

Car dans e as : la suite (un)n assoiée est stationnaire égale à 2, en e�et :

u0 = lim
k→+∞

u0(k) = lim
k→+∞

1 = 1 = u1, et pour tout n > 2, un = lim
k→+∞

un(k) = lim
k→+∞

2 = 2.

4. a) On suppose ii que (xn)n>0 est une suite roissante de réels positifs. La onséquene immédiate est que :

∀n ∈ N, ∀k ∈ N
∗, un(k) = min

i∈Jn,n+kK
xi = xn (indépendant de k !) et don :

∀n ∈ N, un = lim
k→+∞

un(k) = xn

Les suites (xn)n>0 et (un)n>0 sont don rigoureusement identiques, don si la première onverge en

roissant vers un réel ℓ, il en est de même pour la seonde :

lim
n→+∞

un = ℓ = lim inf
n→+∞

xn

b) Si ette fois, (xn)n>0 est une suite déroissante de réels positifs : elle onverge don vers un réel ℓ > 0, et
par ailleurs :

∀n ∈ N, ∀k ∈ N
∗, un(k) = xn+k, don : ∀n ∈ N, un = lim

k→+∞

un(k) = lim
k→+∞

xn+k = ℓ.

La suite (un)n>0 est don onstante, égale à ℓ ; il est don lair que dans e as :

lim
n→+∞

un = ℓ = lim inf
n→+∞

xn

) i. Soient α1, α2, . . . , αr des réels données et soit I un intervalle ouvert de R. On suppose que pour tout

i tel que 1 6 i 6 r, αi appartient à I : il est don alors évident que min
i∈J1,rK

αi appartient enore à I,

puisque ette valeur minimale est l'un des r réels !
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ii. Soit maintenant (xn)n>0 une suite de réels positifs onvergente vers un réel ℓ positif : alors par

dé�nition de la onvergene d'une suite, tout intervalle I ontenant ℓ, ontient aussi tous les termes

de la suite (xn) sauf peut-être un nombre �ni d'entre eux : il existe un entier N , qui dépend de I tel

que : ∀n > N, xn ∈ I.

Mais alors, pour tout entier k ∈ N, et tout n > N : les réels {xn, . . . , xn+k} appartiennent tous à I,

don leur minimum aussi : ∀n > N, ∀k ∈ N, un(k) ∈ I.

Comme la suite (un(k))k∈N est déroissante : sa limite un est alors, par passage à la limite, élément

ou extrémité gauhe de I.

Et omme la suite (un)n∈N est ensuite roissante : il existe un rang N1 > N tel que pour tout entier

n > N1, un est élément de I.

Bref, si on réapitule, on a démontré que : pour tout intervalle ouvert I ontenant ℓ, il existe un entier

N1 ne dépendant que de I, tel que I ontienne aussi tous les termes de la suite (un) à partir du rang

N1.

C'est la dé�nition de la onvergene de la suite (un) vers ℓ ! Don :

si (xn) onverge vers ℓ, alors lim inf
n→+∞

xn = ℓ

5. Soit f une fontion ontinue sur R+, à valeurs dans R+.

a) Pour x réel positif �xé, on dé�nit la fontion ϕx sur R+ par :

∀h > 0, ϕx(h) = min
u∈[x,x+h]

f(u).

Pour tous réels positifs h et h′ tels que h 6 h′ :

[x, x+ h] ⊂ [x, x+ h′], don {f(u)| u ∈ [x, x+ h]} ⊂ {f(u)| u ∈ [x, x+ h′]}, et par onséquent :

min
u∈[x,x+h′]

f(u) 6 min
u∈[x,x+h]

f(u), soit : ∀(h, h′) ∈ (R+)
2, h 6 h′ =⇒ ϕx(h

′) 6 ϕx(h)

e qui prouve bien que la fontion ϕx est déroissante sur R
+
.

b) Il est aussi lair que, puisque f est à valeurs dans R+, ϕx est une fontion minorée par 0, déroissante

sur R
+
: le théorème de limite monotone pour les fontions s'applique, qui assure que la fontion ϕx de

la variable h ∈ R+, admet une limite quand h tend vers +∞ : on note Φx = lim
h→+∞

ϕx(gh) pour tout

x ∈ R+.

) On reprend ii, ave des fontions, un raisonnement analogue à elui mené ave des suites :

soit (x, x′) ∈ (R+)
2
tel que x 6 x′ : alors pour tout réel h > 0, on peut érire :

x′ + h = x+ (x′ − x) + h = x+ h′, où h′ = x′ − x+ h > 0.

Et omme alors : [x′, x′ + h] ⊂ [x, x′ + h] = [x, x+ h′], don : ϕx′(h) > ϕx(h
′).

Quand h tend vers +∞, h′ = x′ − x+ h aussi, et par passage à la limite dans ette inégalité :

∀(x, x′) ∈ (R+)
2, x 6 x′ =⇒ Φx 6 Φx′

On a bien démontré de la sorte, que la fontion x 7→ Φx est roissante sur R+.

d) La fontion x 7→ Φx est ainsi roissante sur R
+
: d'après le théorème de limite monotone pour les fontions,

ette fontion-i admet une limite en +∞, qui est soit �nie, soit égale à +∞.

On la nomme la limite inférieure de f , notée lim inf
n→+∞

f(x).

e) Un exemple : soit f la fontion ontinue sur R+ dé�nie par

f(x) =

{

x si x ∈ [0, 1]

2− x si x ∈ [1, 2]

et telle que f(x) = f(x+ 2) pour tout x ∈ R+ (fontion périodique de période 2).

i. Graphiquement :
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ii. Pour x positif et h supérieur ou égal à 2 : l'intervalle [x, x + h] est un intervalle de longueur h > 2,
don sur et intervalle, f atteint son minimum 0, et ϕx(h) = 0.

iii. La fontion ϕx étant onstante nulle sur [2;+∞[ : lim
h→+∞

ϕx(h) = 0 = Φx, et par onséquent :

lim
x→+∞

Φx = 0 = lim inf
x→+∞

f(x).

f) f est de nouveau une fontion quelonque ontinue sur R+ à valeurs dans R+, et on reprend les notations

de 5.a) et 5.b).

i. Soit x un réel positif : pour tout h positif, il est évident que f(x) > min
u∈[x,x+h]

f(u) ⇐⇒ f(x) > ϕx(h).

ii. Le passage à la limite (qui existe) dans l'inégalité préédente quand h tend vers +∞ donne :

f(x) > Φx

iii. On suppose ii que ℓ = lim inf
x→+∞

f(x) > 0 : par dé�nition de la limite ℓ = lim
x→+∞

Φx, pour tout ε > 0, il

existe un réel x0 ∈ R+ tel que : ∀x ∈ R+, ℓ− ε 6 Φx.

En posant ε =
ℓ

2
> 0, ℓ− ε =

ℓ

2
= ε > 0, et : ∀x > x0, f(x) > ε.

g) Soient f et g deux fontions ontinues de R+ dans R+ telles que f(x) > g(x) pour tout x positif, et

lim
x→+∞

g(x) = ℓ > 0.

Par dé�nition de la limite en +∞ de g, ela signi�e que :

∀ε > 0, ∃x0 > 0; ∀x > x0, ℓ− ε 6 g(x) 6 ℓ+ ε.

Mais alors, pour tout x > x0 et tout h > 0 :

∀u ∈ [x, x+ h], ℓ− ε 6 g(u) 6 f(u), don min
u∈[x,x+h]

f(x) > ℓ− ε.

Par passage à la limite quand h tend vers +∞, on en déduit : ∀x > x0, Φx > ℓ− ε.

Et par passage à la limite dans ette dernière inégalité, ette fois quand x tend vers +∞ :

lim inf
x→+∞

f(x) > ℓ− ε.

Ce résultat ne dépend plus de x0, ni de ε d'ailleurs : ∀ε > 0, lim inf
x→+∞

f(x) > ℓ− ε, e qui implique :

lim inf
x→+∞

f(x) > ℓ.

(sinon, lim inf
x→+∞

f(x) < ℓ et il existe ε > 0 tel que lim inf
x→+∞

f(x) < ℓ− ε, e qui est absurde !)

II - Lois sous-exponentielles

Dans la suite du problème, toutes les variables aléatoires sont dé�nies sur un espae probabilisé (Ω,A, P ). On
notera omme d'habitude, sous réserve d'existene, E(X) et V (X) l'espérane et la variane d'une variable

aléatoire réelle X.

Si x est une variable aléatoire réelle positive de fontion de répartition F , on notera systématiquement F la

queue de la répartition dé�nie par F (x) = 1− F (x) = P (X > x) pour tout x positif.
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6. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans N. Pour tout entier naturel n, on pose :











pX(n) = P (X = n)

pY (n) = P (Y = n)

pX+Y (n) = P (X + Y = n)

Pour tout entier naturel n, [X+Y = n] =
n
⋃

k=0

[X = k]∩[Y = n−k] ; par union disjointe, puis par indépendane

des v.a.r. X et Y :

P (X+Y = n) =

n
∑

k=0

P ([X = k]∩[Y = n−k]) =

n
∑

k=0

P (X = k)×P (Y = n−k) ⇐⇒ pX+Y (n) =

n
∑

k=0

pX(k)pY (n−k)

Par analogie, on admet que si X et Y sont deux variables aléatoires rélles positives indépendantes, admettant

respetivement les densités fX et fY ontinues sur R
∗

+ et ontinues à droite en 0, la variable X + Y admet

une densité fX ∗ fY dé�nie, pour x positif, par

(fX ∗ fY )(x) =
∫ x

0
fX(u)fY (x− u)du.

(C'est le produit de onvolution des deux densités).

On notera FX+Y la fontion de répartition de la variable aléatoire X + Y .

7. Soit λ un réel stritement positif et soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle

de paramètre λ. On note f une densité ommune et F leur fontion de répartition. On prendra pour tout x

positif ou nul, f(x) = λe−λx
.

a) pour tout réel x positif, d'après le ours sur la loi exponentielle :

F (x) = 1− e−λx
et F (x) = 1− F (x) = e−λx

b) Pour tout réel positif x : ∀u ∈ [0, x], u− x ∈ [0, x] don :

(

f ∗ f
)

(x) =

∫ x

0
f(u).f(x− u)du =

∫ x

0
λ.e−λu.λ.e−λ.(x−u)du = λ2.

∫ x

0
e−λxdx = λ2.x.e−λx

) La variable aléatoire X + Y est à valeurs positives omme somme de telles variables, don : pour tout

réel positif x,

FX+Y =

∫ x

0

(

f ∗ f
)

(t)dt = λ

∫ x

0
t.λ.e−λtdt

On réalise ii une intégration par parties en posant :

u(t) = t −→ u′(t) = 1

v′(t) = λ.e−λt −→ v(t) = −e−λt

Les fontions u et v sont de lasse C1
sur R+, don par intégration par parties :

∀x ∈ R+, FX+Y (x) = λ.
([

− t.e−λt
]x

0
+

∫ x

0
e−λtdt

)

= −λ.x.e−λx +
[

− e−λt
]x

0
= 1− (λx+ 1).e−λx

d) Au vu de tous les résultats préédents :

pour tout x ∈ R+, FX+Y (x) = (λx+ 1).e−λx
et

FX+Y (x)

F (x)
= λx+ 1 −−−−→

x→+∞

+∞ puisque λ > 0.

8. Soit X une variable aléatoire positive de fontion de répartition F . On dit que X est à support illimité à

droite si pour tout x positif, F (x) > 0.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes positives, de même loi à support illimité à droite, de

fontion de répartition ommune F .
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a) Comme les variables aléatoiresX et Y sont à valeurs positives :X+Y > max(X,Y ), don [max(X,Y ) > x]
implique [X + Y > x] : [max(X,Y ) > x] ⊂ [max(X,Y ) > x], et par roissane de la probabilité,

∀x ∈ R+, P (max(X,Y ) > x) 6 P (X + Y > x) ⇐⇒ FX+Y (x) > P (max(X,Y ) > x)

b) Pour tout réel positif x : [max(X,Y ) 6 x] = [X 6 x]∩ [Y 6 x]. Comme X et Y sont indépendantes et de

même loi :

∀x ∈ R+, P (max(X,Y ) 6 x) = P (X 6 x)× P (Y 6 x) = F 2(x)

⇐⇒ P (max(X,Y ) > x) = 1− P (max(X,Y ) 6 x) = 1− F 2(x)

) Pour tout réel positif x :

1− F 2(x)

F (x)
=

(1− F (x))(1 + F (x))

1− F (x)
= 1 + F (x). Or lim

x→+∞

F (x) = 1 puisque F

est une fontion de répartition, don :

lim
x→+∞

1− F 2(x)

F (x)
= lim

x→+∞

1 + F (x) = 2

d) Au vu de e qui préède : le résultat de la question 5.g) de la partie I s'applique ave f : x 7→ FX+Y (x)

F (x)
et g : x 7→ 1 − F 2(x) qui sont deux fontions ontinues sur R+ véri�ant : ∀x ∈ R+, f(x) > g(x) et

lim
x→+∞

g(x) = 2, don :

lim inf
x→+∞

FX+Y (x)

F (x)
> 2

9. Soit X une variable aléatoire positive de fontion de répartition F . On suppose que la loi de X est à support

illimité à droite. On dit que ette loi est sous-exponentielle si

lim
x→+∞

FX+Y (x)

F (x)
= 2

où omme dans les notations préédentes, FX+Y désigne la fontion de répartition de la somme des deux

variables aléatoires réelles positives X et Y indépendantes, de même loi et de fontion de répartition F .

On onsidère alors deux variables aléatoires réelles positives, indépendantes X et Y de même loi sous-

exponentielle.

a) Par dé�nition de la probabilité onditionnelle : P[X+Y >x](X > x) =
P ([X + Y > x] ∩ [X > x])

P (X > x)
;

or [X > x] implique [X + Y > x], don [X + Y > x] ∩ [X > x] = [X > x], et :

P[X+Y >x](X > x) =
P (X > x)

P (X + Y > x)
=

F (x)

FX+Y (x)
. Ainsi, par inverse de la limite dé�nissant une loi

sous-exponentielle :

lim
x→+∞

P[X+Y >x](X > x) =
1

2

b) D'après les résultats préédents :

lim
x→+∞

P (X + Y > x)

P (max(X,Y ) > x)
= lim

x→+∞

P (X + Y > x)

P (X > x)
× P (X > x)

P (max(X,Y ) > x)

= lim
x→+∞

FX+Y (x)

F (x)
× lim

x→+∞

F (x)

1− F 2(x)
= 2× 1

2
= 1.

) Soit x un réel positif quelonque, mais �xé : il est lair que les deux événements [max(X,Y ) 6 x] et
[max(X,Y ) > x], ontraires l'un de l'autre, forment un système omplet d'événements, ave lequel la

formule des probabilités totales s'érit pour l'événement [X + Y > x] :

P (X + Y > x) = P
(

[X + Y > x] ∩ [max(X,Y ) 6 x]
)

+ P
(

[X + Y > x] ∩ [max(X,Y ) > x]
)

Or : si [max(X,Y ) > x], alors [X + Y > x] l'est aussi : [max(X,Y ) > x] ⊂ [X + Y > x], don on a bien :

P (X + Y > x) = P
(

[X + Y > x] ∩ [max(X,Y ) 6 x]
)

+ P
(

[X + Y > x]
)

6 ©



d) La relation préédente donne :

P
(

[X + Y > x] ∩ [max(X,Y ) 6 x]
)

P (max(X,Y ) > x)
=

P (X + Y > x)− P (max(X,Y ) > x)

P (max(X,Y ) > x)
=

P (X + Y > x)

P (max(X,Y ) > x)
− 1

don d'après 9.b) :

lim
x→+∞

P
(

[X + Y > x] ∩ [max(X,Y ) 6 x]
)

P (max(X,Y ) > x)
= 1− 1 = 0.

e) Le résultat préédent exprime que lorsque x devient très grand, le fait que la somme X+Y dépasse x, sera

essentiellement dû au fait que l'une des deux variables aléatoires (la plus grande) dépasse elle-même x, de

façon très prépondérante par rapport à l'obtention d'une telle valeur supérieure à x par umul de deux

valeurs de X et Y elles-mêmes inférieures à x. L'une des deux variables aléatoires �nit presque sûrement

par l'emporter sur l'autre.

III - Problèmes de queues

Soit f une densité de probabilité sur R que l'on suppose nulle sur R
∗

−
et ontinue sur R

∗

+, et F la fontion de

répartition assoiée. On dit que la loi de probabilité dé�nie par la densité f possède une loi à queue lourde si

pour tout λ stritement positif, l'intégrale

∫ +∞

1
f(x)eλxdx est divergente, 'est-à-dire que pour tout réel λ > 0,

lim
a→+∞

∫ a

1
f(x)eλxdx = +∞.

10. Soit X une variable aléatoire de densité f . S'il existait le moindre réel x0 ∈ R
∗

+ tel que F (x0) = 0 : alors

par déroissane et ontinuité de la fontion d'antirépartition sur R
∗

+ (propriétés diretement héritées de F

puisque F = 1− F ), on aurait : ∀x > x0, F (x) = 0 ⇐⇒ F (x) = 1. La fontion F , onstante sur ]x0; +∞[,

aurait sur et intervalle une dérivée f nulle, e qui rendrait toute intégrale

∫ +∞

1
f(x)eλxdx onvergente !

Don une loi à queue lourde est à support illimité à droite.

11. Étude de quelques lois partiulières :

a) Si X suit la loi exponentielle de paramètre λ > 0, alors une densité f de X est bien nulle sur R
∗

−
, ontinue

sur R
∗

+, et a pour expression : ∀x ∈ R
∗

+, f(x) = λ.e−λx
.

Mais alors : pour tout réel µ stritement ompris entre 0 et λ :

∫ +∞

1
f(x)eµxdx = λ

∫ +∞

1
e(µ−λ)xdx est une intégrale impropre onvergente, puisque µ− λ < 0.

Une loi exponentielle n'est don pas à queue lourde.

b) Soit f la fontion d'expression f(x) =
1

(1 + x)2
si x > 0, et f(x) = 0 pour tout x < 0.

i. La fontion f est bien positive et ontinue sur R
∗

−
omme fontion nulle, positive sur R+ et ontinue

sur R
∗

+ : elle est don positive sur tout R, et ontinue sur R sauf en 0. De plus :

∫ +∞

−∞

f(x)dx =

∫ +∞

0

1

(1 + x)2
dx = lim

a→+∞

[

− 1

1 + x

]a

0
= lim

a→+∞

− 1

1 + a
+ 1 = 1

Don f est bien une densité de probabilité.

ii. Soit λ stritement positif �xé : (1 + x)2 ∼
x→+∞

x2, et x2 = o(eλx) par roissanes omparées, vu que

λ > 0 : ela signi�e que lim
x→+∞

eλx

(1 + x)2
= +∞ ; il existe don bien un réel x0 > 0 à partir duquel :

∀x > x0,
eλx

(1 + x)2
> 1.

iii. Le résultat préédent implique que la fontion x 7→ f(x)eλx ne tend pas vers 0 lorsque x tend vers

+∞, don ne véri�e pas le ritère néessaire de onvergene de l'intégrale impropre

∫ +∞

1
eλxdx : ela

su�t pour pouvoir a�rmer qu'au ontraire, ette intégrale est toujours divergente, et e quel que soit

λ > 0 : la loi dé�nie par f est bien à queue lourde.
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) Soit Z une variable aléatoire de loi normale entrée réduite, et X la variable aléatoire dé�nie par X = eZ .

i. On véri�e que X est une variable à densité par le alul de sa fontion de répartition FX .

Il est d'abord lair que X = eZ est à valeurs stritement positives, don :

∀x ∈ R−, FX(x) = P (X 6 x) = 0. Pour tout x > 0 :

FX(x) = P (X 6 x) = P (eZ 6 x)

= P (Z 6 ln(x)) par strite roissane et ontinuité de ln sur R
∗

+

= Φ
(

ln(x)
)

où Φ est la fontion de répartition de la loi normale entrée, réduite.

La fontion FX : x 7→
{

0 si x 6 0

Φ
(

ln(x)
)

si x > 0
est ainsi de lasse C1

sur ]−∞; 0[ et ]0;+∞[.

Comme : lim
x→0+

ln(x) = −∞ et lim
X→−∞

Φ(X) = 0, alors lim
x→0+

Φ
(

ln(x)
)

= 0 = FX(0), don FX est

ontinue sur R ; �nalement, X est bien une variable à densité, et une densité f de X est obtenue par

dérivation de FX sur R
∗

+ ; en 0, on donne à f la valeur arbitraire 0 et ainsi :

∀x ∈]−∞; 0], f(x) = 0 et ∀x ∈]0;+∞[, f(x) =
1

x
.Φ′

(

ln(x)
)

=
1

x
√
2π

· e−[ln(x)]2/2

ii. Soit λ stritement positif. Lorsque x est au voisinage de +∞, on érit :

λx− 1

2

(

ln(x)
)2 − ln(x) = x

[

λ− 1

2

(

ln(x)
)2

x
− ln(x)

x

]

, où par roissanes omparées :

lim
x→+∞

(

ln(x)
)2

x
= 0 = lim

x→+∞

ln(x)

x
, don : lim

x→+∞

λ− 1

2

(

ln(x)
)2

x
− ln(x)

x
= λ > 0, et ainsi :

lim
x→+∞

x

[

λ− 1

2

(

ln(x)
)2

x
− ln(x)

x

]

= +∞ = lim
x→+∞

λx− 1

2

(

ln(x)
)2 − ln(x)

iii. Soit λ > 0 ; pour tout x stritement positif, on peut érire :

f(x)eλx =
1

x
√
2π

e−[ln(x)]2/2 ·eλx =
1√
2π

eλx−
1

2
[ln(x)]2−ln(x)

puisque

1

x
= x−1 = e− ln(x)

. Comme d'après

la question préédente, lim
x→+∞

λx− 1

2

(

ln(x)
)2− ln(x) = +∞, alors par omposition ave exp qui tend

vers +∞ en +∞et par produit ave

1√
2π

> 0 : lim
x→+∞

f(x)eλx = +∞,don il existe bien un réel x0

stritement positif tel que :

∀x > x0, f(x)eλx > 1.

iv. Là ennore, pour tout λ > 0, la fontion x 7→ f(x)eλx ne véri�e pas le ritère néessaire, non su�sant

de onvergene de l'intégrale imporpre

∫ +∞

1
f(x)eλxdx, à savoir : lim

x→+∞

f(x)eλx = 0, impossible quel

que soit λ > 0.

La loi de X est bien à queue lourde.

On désigne désormais par X une variable aléatoire positive de loi à support illimité à droite et admettant une

densité f ontinue sur R
∗

+ et ontinue à droite en 0. On note F la fontion de répartition assoiée, et on pose

alors r(x) =
f(x)

F (x)
et R(x) = ln

(

F (x)
)

, pour x positif.

12. La fontion f étant ontinue sur R
∗

+, et ontinue à droite en 0, on peut érire :

∀x ∈ R+,

∫ x

0
r(y)dy =

∫ x

0

f(y)

1− F (y)
dy =

∫ x

0

F ′(y)

1− F (y)
dy

=
[

− ln
(

1− F (y)
)

]x

0
= − ln

(

1− F (x)
)

+ ln
(

1− F (0)
)
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= − ln
(

F (x)
)

= R(x)

puisque F (0) = 0, e qui donne bien :

∀x ∈ R+, ln
(

F (x)
)

= −
∫ x

0
r(y)dy ⇐⇒ ∀x ∈ R+, F (x) = exp

(

−
∫ x

0
r(y)dy

)

13. On suppose que lim
n→

inf
+∞

R(x)

x
> 0.

a) La fontion x 7→ R(x)

x
est ontinue sur R

∗

+, et se prolonge par ontinuité en 0 :

lim
x→0+

R(x)

x
= lim

x→0+

1

x

∫ x

0
r(y)dy = r(0) =

f(0)

F (0)
= f(0).

Cette fontion est également à valeurs positives : ∀x ∈ R
∗

+, R(x) =

∫ x

0
r(y)dy > 0 par positivité de

l'intégrale, la fontion r : y 7→ f(y)

F (y)
étant ontinue, positive sur R

+
.

Le résultat de la question 5.f)iii. s'applique ii ave ette fontion, qui assure qu'il existe deux réels x0 et

ε stritement positifs tels que :

∀x > x0,
R(x)

x
> ε ⇐⇒ ∀x > x0, R(x) > εx ⇐⇒ ∀x > x0, − ln

(

F (x)
)

> εx ⇐⇒ ∀x > x0, F (x) 6 e−εx

b) Soit λ tel que 0 < λ < ε. Soit A stritement positif donné ; dans l'intégrale

∫ A

0
f(x)eλxdx, on réaliste une

intégration par parties en posant :

u(x) = eλx −→ u′(x) = λ.eλx

v′(x) = f(x) −→ v(x) = −F (x)

Les fontions u et v (ou du moins leur restrition à R+) sont bien de lasse C1
sur R+, don par intégration

par parties :

∫ A

0
f(x)eλxdx =

[

− eλxF (x)
]A

0
+

∫ A

0
λeλxF (x)dx

= −eλAF (A) + e0F (0) + λ

∫ A

0
eλxF (x)dx

Ce qui est bien :

∫ A

0
eλxf(x)dx = 1− F (A)eλA + λ

∫ A

0
eλxF (x)dx puisque F (0) = P (X > 0) = 1.

) Ave les notations introduites à la question 13.a) : pour A > x0, on peut érire : 0 6 F (A)eλA 6 e(λ−ε)A
,

où λ− ε < 0.

Le théorème d'enadrement permet alors d'érire : lim
A→+∞

F (A)eλA = 0.

De plus, l'inégalité : ∀x > x0, (0 6) F (x)eλx 6 e(λ−ε)x
où

∫ +∞

x0

e(λ−ε)xdx onverge puisque λ − ε < 0,

assure par omparaison d'intégrales de fontions ontinues, positives, que

∫ +∞

x0

F (x)eλxdx onverge.

Par ontinuité de la fontion x 7→ F (x)eλx sur R+, l'intégrale

∫ +∞

0
F (x)eλxdx est onvergente, don

�nalemement :

Il existe λ > 0 tel que

∫ +∞

0
f(x)eλxdx onverge, don la loi de X n'est pas à queue lourde.

14. On rappelle l'inégalité de Markov : si Z est une variable aléatoire positive admettant l'espérane E(Z), alors
pour tout α stritement positif, on a

P (Z > α) 6
1

α
E(Z)

On suppose maintenant que la loi de X n'est pas à queue lourde.
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a) Par négation de la proposition dé�nissant une loi à queue lourde : il existe λ > 0 tel que l'intégrale

∫ +∞

0
f(x)eλxdx. Comme la fontion x 7→ f(x)eλx est positive sur R+ (produit de deux fontions positives

sur et intervalle) et nulle sur R
∗

−
, ela revient à dire que l'intégrale

∫ +∞

−∞

f(x)eλxdx est absolument

onvergente, don que c = E
(

eλX
)

existe, d'après le théorème de transfert.

b) Soit x stritement positif : la variable aléatoire Z = eλX est positive et admet une espérane, don

l'inégalité de Markov s'applique à elle-i et donne, pour α = eλx > 0 :

P
(

eλX > eλx
)

6
1

eλx
E
(

eλX
)

⇐⇒ P (X > x) 6 e−λx · c ⇐⇒ F (x) 6 c · e−λx

L'égalité P
(

eλX > eλx
)

= P (X > x) étant assurée par la strite roissane et bijetivité de exp de R

dans R
∗

+.

) De l'inégalité préédente, on tire, par strite roissane de ln sur R
∗

+ :

∀x > 0, ln
(

F (x)
)

6 ln(c) − λx ⇐⇒ R(x) = − ln
(

F (x)
)

> λx− ln(c) ⇐⇒ R(x)

x
> λ− ln(c)

x
.

On herhe ii à se rapporher de la situation de la question 5.g) de la Partie I, ave f : x 7→ R(x)

x
bien ontinue sur R+ (après prolongement par ontinuité en 0), à valeurs dans R+ omme on a déjà eu

l'oasion de le justi�er ; il faut alors prendre la fontion g : x 7→ max
(

λ − ln(c)

x
, 0
)

pour avoir une

deuxième fontion ontinue sur R+, à valeurs positives et telle que : ∀x ∈ R+, f(x) > g(x).

Lorsque x → +∞ : λ− ln(c)

x
tend vers λ > 0, don 'est aussi la valeur de lim

x→+∞

g(x) : le résultat de la

question 5.g) de la partie I s'applique, qui permet d'a�rmer que lim
n→

inf
+∞

R(x)

x
> λ > 0.

On a don prouvé, dans les questions 12. à 14., l'équivalene :

X n'est pas à queue lourde ⇐⇒ lim
n→

inf
+∞

R(x)

x
> 0.

La ondition lim
n→

inf
+∞

R(x)

x
> 0 n'est pas forément agréable à véri�er pour prouver qu'une loi possède une

queue lourde. De e fait, on introduit une autre notion plus simple dont on va montrer qu'elle su�t à assurer

ette propriété.

15. Soit X une variable aléatoire positive de fontion de répartition F . On dit que la loi de X possède une queue

longue si pour tout ε stritement positif, il existe un réel A stritement positif tel que pour tout réel x > A,

et tout réel y ∈ [0; 1], on a :

∣

∣

∣

F (x+ y)

F (x)
− 1

∣

∣

∣
< ε.

Dans la suite, F désigne la fontion de répartition d'une variable aléatoire X qui suit une telle loi.

a) La dé�nition qui préède est exatement la dé�nition de la limite : lim
x→+∞

F (x+ y)

F (x)
− 1 = 0

⇐⇒ lim
x→+∞

F (x+ y)− F (x)

F (x)
= 0, sahant que le réel y ne dépend ni de ε, ni de A : il peut être �xé

quelonque dans [0; 1] à n'importe quel moment.

b) Il su�t de reprendre ii la relation entre F etF :

∀(x, y) ∈ (R∗

+)
2, F (x+ y)− F (x) = 1− F (x+ y)−

(

1− F (x)
)

= F (x)− F (x+ y).

Ainsi : lim
x→+∞

F (x)− F (x+ y)

F (x)
= 0 ⇐⇒ lim

x→+∞

F (x+ y)− F (x)

F (x)
= 0 (le hangement des signes au

numérateur orrespond à une multipliation par (−1), sans e�et ii pare que la limite est nulle !)

) Pour tout y de [0; 1], pour x au voisinage de +∞ :

P[X>x](X > x + y) =
P ([X > x] ∩ [X > x+ y])

P (X > x)
=

P (X > x+ y)

P (X > x)
ar [X > x + y] implique [X > x],

don :
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P[X>x](X > x+ y)− 1 =
F (x+ y)

F (x)
− 1 =

F (x+ y)− F (x)

F (x)
qui tend vers 0 d'après b), e qui prouve bien

que :

∀y ∈ [0; 1], lim
x→+∞

P[X>x](X > x+ y) = 1.

d) Pour x au voisinage de +∞ :

R(x+ 1)−R(x) = − ln
(

F (x+ 1)
)

+ ln
(

F (x)
)

= − ln
(F (x+ 1)

F (x)

)

.

Comme on l'a vu en a) : pour tout y de [0; 1], lim
x→+∞

F (x+ y)

F (x)
= 1, e qui est en partiulier le as pour

y = 1, et ainsi :

lim
x→+∞

F (x+ 1)

F (x)
= 1 ⇐⇒ lim

x→+∞

− ln
(F (x+ 1)

F (x)

)

= 0 ⇐⇒ lim
x→+∞

(

R(x+ 1)−R(x)
)

= 0.

16. Soit F la fontion de répartition d'une variable aléatoire à queue longue.

a) Soit λ stritement positif �xé.

i. Puisque λ > 0, alors e−λ/2
appartient à ]0; 1[, don peut s'érire sous la forme : e−λ/2 = 1 − ε, où

onrètement ε = 1− e−λ/2
appartient lui-même à ]0; 1[.

Ave ette valeur de ε : la dé�nition d'une loi à queue longue s'applique, qui garantit l'existene d'un

réel ii noté x0, tel que :

∀x > x0, ∀y ∈ [0; 1],
∣

∣

∣

F (x+ y)

F (x)
− 1

∣

∣

∣
< ε ⇐⇒ 1− ε <

F (x+ y)

F (x)
< 1 + ε =⇒ e−λ/2 <

F (x+ y)

F (x)

e qui donne bien, par multipliation par F (x) > 0, l'inégalité vraie pour tout x > x0 et

tout y de [0; 1] :
F (x+ y) > F (x)e−λ/2

ii. Montrons par réurrene sur n que la propriété P(n) : ”F (x0 + n) > F (x0)e
−λn

2 ”, est vraie pour

tout n ∈ N
∗
.

I. Pour n = 1 : l'inégalité de la question préédente, appliquée ave x = x0 et y = 1, donne :

F (x0 + 1) > F (x0)e
−

λ

2
, e qui est bien la propriété P(1).

H. Supposons P(n) vraie pour un ertaine n ∈ N
∗
, et sous ette hypothèse, montrons que P(n+1)

est vraie, soit : ”F (x0 + n+ 1) > F (x0)e
−λn+1

2 ”.
���������������������������

L'inégalité de la question préédente, appliquée ave x = x0 + n > x0 et y = 1, donne :

F (x0 + n+ 1) > F (x0 + n)e−
λ

2
.

Or (H.R.) : F (x0 + n) > e−λn

2 =⇒ F (x0 + n)e−
λ

2 > e−λn+1

2
(multipliation des deux membres

par e−
λ

2 > 0).

Ainsi par transitivité, on a bien : F (x0 + n+ 1) > e−λn+1

2
, et P(n+ 1) est vraie si P(n) l'est.

C. La propriété est intialisée et héréditaire : elle est don vraie pour tout n ∈ N
∗
, d'après le prinipe

de réurrene.

iii. De l'inégalité préédente, on déduit (multipliation par eλ(x0+n) > 0) :

∀n ∈ N
∗, eλ(x0+n)F (x0 + n) > eλ(x0+

n

2
)
. Puisque λ > 0 et x0 > 0, alors lim

n→+∞

λ(x0 +
n

2
) = +∞,

don lim
n→+∞

eλ(x0+
n

2
) = lim

X→+∞

eX = +∞.

On onlut par omparaison de limites, que :

lim
n→+∞

eλ(x0+n)F (x0 + n) = +∞

b) Il est lair que le résultat préédent prouve que la fontion x 7→ eλxF (x) n'est pas bornée sur R+ :

pour tout réel M > 0, il existe un entier N ∈ N
∗
tel que eλ(x0+N)F (x0+N) > M , don pour tout M > 0,

il existe un réel x (= x0 +N) tel que eλxF (x) > M .
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) On suppose, omme le suggère l'énoné, que lim
n→

inf
+∞

R(x)

x
> 0 ; alors le résultat de 13.a) s'applique, qui

assure l'existene de deux réels stritement positifs x0 et ε tels que : ∀x > x0, F (x) 6 e−εx
, qui implique :

∀λ > 0, ∀x > x0, eλxF (x) 6 e(λ−ε)x
.

Il su�t alors de prendre λ < ε pour avoir : ∀x > x0, eλxF (x) 6 e(λ−ε)x 6 1 puisque (λ − ε)x 6 0. La
fontion x 7→ eλxF (x) est alors bornée sur [x0; +∞[ ; omme elle est ontinue sur [0;x0], elle est aussi

bornée sur e segment, don �nalement bornée sur R+. C'est bien sûr absurde vu e qu'on a obtenu en

b) ! L'hypothèse lim
n→

inf
+∞

R(x)

x
> 0 est don absurde, et ainsi : lim

n→
inf
+∞

R(x)

x
= 0.

d) Les questions 13. et 14. ont établi l'équivalene :

La loi de X possède une queue lourde ⇐⇒ lim
n→

inf
+∞

R(x)

x
= 0 ,

et on vient de voir que : la loi de X possède une queue longue =⇒ lim
n→

inf
+∞

R(x)

x
= 0.

On a bien l'impliation :

La loi de X possède une loi à queue longue =⇒ la loi de X possède une loi à queue lourde .

⋆ ⋆ ⋆ FIN DU SUJET ⋆ ⋆ ⋆
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