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Proposition de orrigé par David Meneu

Lyée Champollion - Grenoble, pour

L'objet du problème est l'étude de la onentration en un type de batéries d'un bassin destiné à la baignade.

Une muniipalité doit e�etuer un prélèvement et l'analyser a�n de déider d'autoriser ou non l'utilisation du

bassin.

Dans une première partie, on étudiera des propriétés reliant la loi binomiale et la loi de Poisson. Dans une

deuxième partie, on regardera la modélisation de la onentration en batéries du bassin. En�n, la troisième

partie étudiera le prinipe d'un test destiné à prendre une déision d'utilisation.

Les trois parties pouvaient être traitées indépendamment en admettant les résultats des parties

préédentes.

Toutes les variables aléatoires sont dé�nies sur le même espae probabilisé (Ω,A, P ). Si elles existent, on

note E(T ) et V (T ) l'espérane et la variane d'une variable aléatoire T .

I - Lien entre loi binomiale et la loi de Poisson

1) Pour tout entier n stritement positif, on se donne un réel pn stritement positif et n variables aléatoires

(Xk)16k6n indépendantes et suivant une loi de Bernoulli de paramètre pn. On suppose que npn a une limite

�nie stritement positive et on pose lim
n→+∞

npn = λ.

a) La variable aléatoire Sn =
n
∑

k=1

Xk a pour valeur le nombre de variables aléatoires Xk qui prennent la

valeur 1, 'est-à-dire que Sn ompte le nombre de suès obtenus en n épreuves indépendantes de même

probabilité de suès pn : le ours dit que Sn suit don la loi binomiale de paramètres (n, pn).

b) Soit k un entier naturel.

i) Sn(Ω) = J0, nK et si 0 6 k 6 n, P (Sn = k) =

(

n

k

)

(pn)
k(1− pn)

n−k
.

ii) On sait que lim
n→+∞

npn = λ > 0, don lim
n→+∞

npn

λ
= 1, 'est-à-dire que : pn ∼

n→+∞

λ

n
.

Comme deux suites équivalentes ont la même limite, on a : lim
n→+∞

pn = lim
n→+∞

λ

n
= 0 .

La limite de (1 − pn)
n
quand n tend vers l'in�ni, s'étudie lassiquement en revenant à la forme

exponentielle de l'expression :

(1−pn)
n = en ln(1−pn)

, où, puisque lim
n→+∞

pn = 0 : ln(1−pn) ∼
n→+∞

−pn =⇒ n ln(1−pn) ∼
n→+∞

−npn,

et :

lim
n→+∞

n ln(1−pn) = lim
n→+∞

−npn = −λ, d'où : lim
n→+∞

(1− pn)
n = lim

n→+∞
en ln(1−pn) = e−λ

par onti-

nuit de l'exponentielle sur R.

iii) Le alul initié en ii) orrespond au résultat de ours sur l'approximation d'une loi binomiale par

une loi de Poisson !

Pour tout entier k �xé et tout entier n > k, on a :

P (Sn = k) =

(

n

k

)

(pn)
k.(1 − pn)

n−k =
n!

k!(n − k)!
.(pn)

k(1− pn)
n−k

=
1

k!
.

(

1

1− pn

)k

.n.(n − 1)...(n − k + 1).(pn)
k.(1− pn)

n

où :

⋆ lim
n→+∞

(

1

1− pn

)k

= 1k = 1 vu que lim
n→+∞

pn = 0,
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⋆ lim
n→+∞

(1− pn)
n = e−λ

omme on l'a vu en ii),

⋆ n.(n − 1)...(n − k + 1) ∼
n→+∞

nk
puisque e produit de k fateurs a pour oe�ient dominant 1,

d'où : n.(n− 1)...(−k + 1).(pn)
k ∼

n→+∞
nk.(pn)

k = (npn)
k
, et :

lim
n→+∞

n.(n− 1)...(n − k + 1).(pn)
k = lim

n→+∞
(npn)

k = λk
(k est �xé).

Par produit de limites, on obtient don bien : ∀k ∈ N, lim
n→+∞

P (Sn = k) = e−λ.
λk

k!
.

Rappelons que e résultat exprime la onvergene en loi de la suite (Sn)n∈N, vers la loi de Poisson

P(λ).

) On pose Nn = max(X1, · · · ,Xn).

i) Pour tout entier i ∈ J1, nK, Xi(Ω) = {0; 1} (variables de Bernoulli), don les seules valeurs possibles

de Nn sont 0 (si et seulement si toutes les variables Xi prend la valeur 0), et 1 (dès que l'une des n

variables X1, · · · ,Xn prennent la valeur 1) : Nn(Ω) = {0, 1} .

ii) Comme on le voit en déterminant l'univers-image de Nn, l'événement [Nn = 0] s'érit :

[Nn = 0] = [X1 = 0] ∩ [X2 = 0] ∩ · · · ∩ [Xn = 0].
L'indépendane des n variables (Xk)16k6n permet d'érire :

P (Nn = 0) = P (X1 = 0).P (X2 = 0) · · ·P (Xn = 0) = (1− pn)
n
et ainsi, selon les aluls déjà faits :

lim
n→+∞

P (Sn = 0) = e−λ.

iii) La suite (Nn)n∈N∗
est onstituée de variables de Bernoulli, toutes d'univers-image {0; 1}, où :

lim
n→+∞

P (Sn = 0) = e−λ
et par onséquent :

lim
n→+∞

P (Sn = 1) = lim
n→+∞

1− P (Sn = 0) = 1− e−λ
.

Par onséquent, la suite (Nn)n∈N∗
onverge en loi vers une variable aléatoire qui suit la loi

de Bernoulli de paramètre 1− e−λ.

2) Soit λ un réel stritement positif et n un entier stritement positif tels que 0 < λ 6 n. On onsidère U une

variable aléatoire de loi de Bernoulli de paramètre

λ
n
. On a don P (U = 1) = λ

n
, P (U = 0) = 1− λ

n
et pour

tout i entier naturel supérieur ou égal à 2, P (U = i) = 0.

(a) Une inégalité très lassique dans ette question : montrons que pour tout réel u positif, 1− u 6 e−u
.

On peut le faire en étudiant les variations, puis le signe de la fontion di�érene u 7→ e−u − 1 + u, où

plus rapidement par un argument de onvexité :

g : u 7→ e−u
est de lasse C2

sur R
+
, ave : ∀u ∈ R

+, g′(u) = −e−u
et g′′(u) = −(−e−u) = e−u > 0.

g est don onvexe sur R
+
, et sa ourbe se trouve au-dessus de toutes ses tangentes, en partiulier elle

au point d'absisse u = 0, qui a pour équation : y = g′(0).(u − 0) + g(0) ⇐⇒ y = −u+ 1.
Ainsi : ∀u ∈ R

+, e−u > 1− u.

(b) Véri�ons que la série

∑

k>0

∣

∣

∣

∣

∣

P (U = k)−

(

λ

n

)k 1

k!
e−

λ

n

∣

∣

∣

∣

∣

onverge et alulons sa somme :

Pour tout entier n > 2, on a :

n
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

∣

P (U = k)−

(

λ

n

)k 1

k!
e−

λ

n

∣

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣
P (U = 0)− e−

λ

n

∣

∣

∣
+

∣

∣

∣

∣

P (U = 1)−
λ

n
.e−

λ

n

∣

∣

∣

∣

+

n
∑

k=2

(

λ

n

)k 1

k!
e−

λ

n

puisque P (U = k) = 0 si k > 2, e qu'on réérit :

n
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

∣

P (U = k)−

(

λ

n

)k 1

k!
e−

λ

n

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1−
λ

n
− e−

λ

n

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

λ

n
−

λ

n
.e−

λ

n

∣

∣

∣

∣

+ e−
λ

n .

(

n
∑

k=0

1

k!
.

(

λ

n

)k

− 1−
λ

n

)

On reonnaît une série exponentielle, toujours onvergente, don la série proposée onverge bien et a

pour somme :

+∞
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

∣

P (U = k)−

(

λ

n

)k 1

k!
e−

λ

n

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1−
λ

n
− e−

λ

n

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

λ

n
−

λ

n
.e−

λ

n

∣

∣

∣

∣

+ e−
λ

n .

(

e
λ

n − 1−
λ

n

)

, où :
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∣

∣

∣

∣

1−
λ

n
− e−

λ

n

∣

∣

∣

∣

= e−
λ

n − 1 +
λ

n
, puisque d'après (a) : 1−

λ

n
6 e−

λ

n
ave u =

λ

n
> 0,

∣

∣

∣

∣

λ

n
−

λ

n
.e−

λ

n

∣

∣

∣

∣

=
λ

n
.

∣

∣

∣
1− e−

λ

n

∣

∣

∣
=

λ

n
.
(

1− e−
λ

n

)

puisque e−
λ

n 6 1 (−
λ

n
< 0). Finalement :

+∞
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

∣

P (U = k)−

(

λ

n

)k 1

k!
e−

λ

n

∣

∣

∣

∣

∣

= e−
λ

n − 1 +
λ

n
+

λ

n
−

λ

n
.e−

λ

n + 1− e−
λ

n −
λ

n
.e−

λ

n =
2λ

n
.[1− e−

λ

n ]

() L'inégalité : 1−
λ

n
6 e−

λ

n
utilisée en (b) et obtenue à partir de (a) se réérit aussi : 1− e−

λ

n 6
λ

n
.

On obtient don, en e�et :

+∞
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

∣

P (U = k)−

(

λ

n

)k 1

k!
e−

λ

n

∣

∣

∣

∣

∣

=
2λ

n
.[1− e−

λ

n ] 6
2λ

n
.
λ

n
= 2

(

λ

n

)2

.

3) Soit λ un réel stritement positif et n un entier stritement positif tels que 0 < λ 6 n. Soient Z, U et V

trois variables aléatoires indépendantes à valeurs dans N. On suppose que U suit une loi de Bernoulli de

paramètre

λ
n
et que V suit une loi de Poisson de paramètre

λ
n
. On observe en partiulier que pour tout entier

p stritement négatif :

P (Z = p) = P (U = p) = P (V = p) = 0

(a) Soit i un entier naturel �xé. Pour tous réels a et b, l'inégalité triangulaire donne en e�et :

|a− b| = |a+ (−b)| 6 |a|+ | − b| = |a|+ |b|.
Pour tout entier k ∈ N, on a alors :

|P (U = k − i)− P (V = k − i)| = 0 si k < i ar alors k − i < 0, et sinon :

∀k > i, |P (U = k− i)−P (V = k− i)| 6 |P (U = k− i)|+ |P (V = k− i)| = P (U = k− i)+P (V = k− i)
d'après l'inégalité triangulaire, les probabilités étant toujours positives.

Or :

∑

k>i

P (U = k − i) =
∑

j>0

P (U = j) est une série onvergente : seuls ses deux premiers termes sont non-

nuls ! La série

∑

k>i

P (V = k − i) =
∑

j>0

P (V = j) est aussi onvergente, de somme 1 :

la série

∑

k>0

P (U = k − i) + P (V = k − i) est don onvergente (somme de deux séries onvergentes).

L'inégalité préédente et le théorème de omparaison des séries à termes positifs assure alors que

la série

∑

k>0

|P (U = k − i)− P (V = k − i)| est onvergente.

On note Ai sa somme : Ai =

+∞
∑

k=0

|P (U = k − i)− P (V = k − i)| =

+∞
∑

k=i

|P (U = k − i)− P (V = k − i)|

[j=k−i]
=

+∞
∑

j=0

|P (U = j)−P (V = j)| =

+∞
∑

j=0

∣

∣

∣

∣

∣

P (U = j)−
1

k!

(

λ

n

)k

.e−
λ

n

∣

∣

∣

∣

∣

6 2

(

λ

n

)2

en e�et, lorsqu'on prend

en ompte la nullité des termes pour k < i, et qu'on onstate que la somme orrespond au résultat obtenu

en 2)() vu la loi de V .

(b) Pour tout entier i, on a : 0 6 Ai × P (Z = i) 6 2.

(

λ

n

)2

.P (Z = i), où : 2.

(

λ

n

)2

est indépendant de

l'indie i (onsidéré don omme une onstante), et P (Z = i) le terme général d'une série onvergente,

de somme 1 puisque Z(Ω) ⊂ N.

On utilise don enore une fois, le théorème de omparaison des séries à termes positifs, pour onlure

que la série

∑

i>0

Ai × P (Z = i) est onvergente.

() Soit k un entier naturel �xé. Lorsqu'on prend un seul terme |P (U = k − i)− P (V = k − i)| de la série

à termes positifs étudiée en (a), e terme unique est bien sûr inférieur à la somme de tous :

∀i ∈ N, |P (U = k−i)−P (V = k−i)| 6 Ai =⇒ |P (U = k−i)−P (V = k−i)|×P (Z = i) 6 Ai×P (Z = i)
(on multiplie par une probabilité, toujours positive).

La série

∑

i>0

Ai×P (Z = i) étant onvergente d'après (b), le théorème de omparaison des séries à termes

positifs, permet une fois de plus de onlure que la série |P (U = k− i)−P (V = k− i)| ×P (Z = i), est
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onvergente.

Remarque : en fait, on peut remarquer bien plus simplement que puisque P (U = k−i) = P (V = k−i) = 0
dès que k − i < 0 ⇐⇒ i > k, les termes de la série sont nuls à partir du rang k, et la série onverge

forément puisque sa somme ne omporte qu'un nombre �ni (pour 0 6 i 6 k) de termes non-nuls !

(d) On pose Bk =
+∞
∑

i=0

|P (U = k − i)− P (V = k − i)| × P (Z = i).

i) Soit k > 2 un entier �xé : puisque U est une variable de Bernoulli, P (U = k − i) est non-nul pour
deux valeurs de i seulement : lorsque k − i = 0 ⇐⇒ i = k, et lorsque k − i = 1 ⇐⇒ i = k − 1.
De même, et omme on l'a remarqué à la question préédente, P (V = k − i) est nul dès que

k − i < 0 ⇐⇒ i > k.

La somme Bk ne omprend don que les termes d'indies 0 6 i 6 k, et on réérit :

Bk =

k
∑

i=0

|P (U = k − i)− P (V = k − i)| × P (Z = i)

=
k−2
∑

i=0

|0−P (V = k−i)|×P (Z = i)+|P (U = 1)−P (V = 1)|×P (Z = k−1)+|P (U = 0)−P (V = 0)|×P (Z = k)

=

k−2
∑

i=0

P (V = k− i)×P (Z = i)+ |
λ

n
− e−

λ

n .
λ

n
|+ |1−

λ

n
− e−

λ

n |, e qui est bien la forme demandée par l'énoné.

ii) Pour tout entier k > 2, vu que V et Z sont à valeurs dans N l'événement [V +Z = k] se déompose

sous la forme :

[V + Z = k] =

k
⋃

i=0

[Z = i] ∩ [V = k − i]

réunion d'événements inompatibles deux à deux, qui donne, en utilisant également l'indépendane

des variables aléatoires V et Z :

P (V + Z = k) =

k
∑

i=0

P (Z = i) × P (V = k − i) >

k−2
∑

i=0

P (Z = i) × P (V = k − i) puisque dans la

somme de droite, on a érit deux termes (positifs) de moins !

iii) On érit don �nalement, d'après les questions préédentes :

∀k > 2, 0 6 Bk 6

∣

∣

∣

∣

1−
λ

n
− e−

λ

n

∣

∣

∣

∣

.P (Z = k) +

∣

∣

∣

∣

λ

n
−

λ

n
.e−

λ

n

∣

∣

∣

∣

.P (Z = k − 1) + P (V + Z = k), où :

La série dont le terme général est le membre de droite est onvergente, omme somme de trois

séries onvergentes, puisqu'à des fateurs indépendants de k près, e sont les lois de trois variables

aléatoires disrètes à valeurs dans N !

Une dernière fois, le théorème de omparaison des séries à termes positifs, permet de onlure que

la série

∑

k>0

Bk est onvergente.

L'énoné demandait alors d'admettre qu'on a :

+∞
∑

k=0

Bk =
+∞
∑

i=0

Ai × P (Z = i), 'est-à-dire :

+∞
∑

k=0

(

+∞
∑

i=0

|P (U = k − i)− P (V = k − i)| × P (Z = i)

)

=

+∞
∑

i=0

(

+∞
∑

k=0

|P (U = k − i)− P (V = k − i)|

)

×P (Z = i)

'est-à-dire qu'on peut intervertir les deux symboles sommes, dans la somme double érite i-dessus.

4) On onserve dans ette question les notations et les hypothèses de la question 3 onernant les variables

aléatoires U, V et Z.

(a) La série

∑

k>0

|P (Z + U = k)− P (Z + V = k)| est à termes positifs, et l'inégalité triangulaire donne :

∀k ∈ N, |P (Z + U = k)− P (Z + V = k)| 6 P (Z + U = k) + P (Z + V = k),

où

∑

k>0

P (Z + U = k) + P (Z + V = k) est une série onvergente omme somme de deux séries onver-

gentes : Z + U et Z + V sont en e�et des v.a.r. disrètes à valeurs dans N.
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Le théorème de omparaison des séries à termes positifs permet une fois de plus de onlure que la série

∑

k>0

|P (Z + U = k)− P (Z + V = k)|,est onvergente.

(b) Pour tout entier k ∈ N, la formule des probabilités totales ave le système omplet d'événements assoié

à la v.a.r. Z donne :

P (Z +U = k) =

+∞
∑

i=0

P (Z +U = k ∩Z = i) =

+∞
∑

i=0

P (U = k− i∩Z = i) =

+∞
∑

i=0

P (U = k− i)× P (Z = i)

puisque Z et U sont indépendantes.

On obtient de même : P (Z + V = k) =
+∞
∑

i=0

P (V = k − i)× P (Z = i), d'où :

∀k ∈ N, |P (Z + U = k)− P (Z + V = k)| =

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

i=0

[P (U = k − i)− P (V = k − i)]× P (Z = i)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

i=0

[P (U = k − i)− P (V = k − i)]

∣

∣

∣

∣

∣

×P (Z = i) ; l'inégalité triangulaire généralisée (les séries oner-

nées onvergent) donne alors :

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

i=0

P (U = k − i)− P (V = k − i)

∣

∣

∣

∣

∣

6

+∞
∑

i=0

|P (U = k− i)−P (V = k− i)|, d'où (puisque P (Z = i) > 0) :

∀k ∈ N, |P (Z + U = k)− P (Z + V = k)| 6

+∞
∑

i=0

|P (U = k − i)− P (V = k − i)| × P (Z = i).

Dans ette inégalité, le membre de gauhe est le terme général d'une série onvergente d'après 4)(a), le

membre de droite aussi : on a reonnu l'expression de Bk de la question 3). L'inégalité est don onservée

par passage à la somme quand k dérit N, soit :

+∞
∑

k=0

|P (Z + U = k)− P (Z + V = k)| 6
+∞
∑

k=0

+∞
∑

i=0

|P (U = k − i)− P (V = k − i)| × P (Z = i)

e qui donne bien le résultat attendu après interversion des symboles sommes dans le membre de droite,

selon le résultat admis en �n de question 3).

En�, en reprenant les notations de la question 3) :

∀i ∈ N,

+∞
∑

k=0

|P (U = k − i)− P (V = k − i)| × P (Z = i) = Ai × P (Z = i) 6 2

(

λ

n

)2

d'après 3)(a).

Par passage à la somme dans ette inégalité, les séries orrespondantes étant onvergentes :

+∞
∑

i=0

+∞
∑

k=0

|P (U = k−i)−P (V = k−i)|×P (Z = i) =

+∞
∑

i=0

Ai×P (Z = i) 6 2

(

λ

n

)2

×

+∞
∑

i=0

P (Z = i) = 2

(

λ

n

)2

On a bien obtenu au �nal :

+∞
∑

k=0

|P (Z + U = k)− P (Z + V = k)| 6 2

(

λ

n

)2

5) Soient U1, U2, · · · , Un, V1, V2, · · · , Vn, 2n variables aléatoires indépendantes telles que pour tout entier

i ∈ J1, nK, Ui suit une loi de Bernoulli de paramètre (λ
n
) et Vi suit une loi de Poisson de paramètre (λ

n
).

a) Introduisons ii les notations qui permettront de présenter simplement le raisonnement :

pour tout entier i ∈ J1;nK, on pose : Zi =
∑

k<i

Uk +
∑

k>i

Vk, et αi,k = P (Zi + Ui = k)− P (Zi + Vi = k).

On remarque ainsi que : Zn = U1 + · · · + Un−1, que Z1 = V2 + · · · + Vn, que Zi + Vi = Zi−1 + Ui−1, et

en�n que si par onvention on pose : Z0 = V1 + · · ·+ Vn et U0 = 0, on peut érire :

|P (U1 + · · · + Un = k) − P (V1 + · · · + Vn = k)| = |P (Zn + Un = k) − P (Z0 + U0 = k)| qu'on peut voir

omme le résultat du télesopage :

|P (Zn+Un = k)−P (Z0+U0 = k)| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

P (Zi + Ui = k)− P (Zi−1 + Ui−1 = k)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

αi,k

∣

∣

∣

∣

∣

6

n
∑

i=1

|αi,k|
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selon l'inégalité triangulaire généralisée, e qui est exatement la relation demandée par l'énoné, au vu

des notations hoisies.

b) En reprenant les notations i-dessus : Zi est toujours une v.a.r. disrète à valeurs dans N (somme de v.a.r.

ayant ette propriété), ave Ui et Vi es trois v.a.r. véri�ent don les onditions et don les propriétés

établies en 3) et 4). Par onséquent et pour tout entier i ∈ J1;nK, on peut érire :

+∞
∑

k=0

|αi,k| =

+∞
∑

k=0

|P (Zi + Ui = k)− P (Zi + Vi = k)| 6 2

(

λ

n

)2

.

Mais alors, d'après l'inégalité obtenue préédemment :

+∞
∑

k=0

|P (U1 + · · ·+ Un = k)− P (V1 + · · ·+ Vn = k)| 6

+∞
∑

k=0

n
∑

i=1

|αi,k| =

n
∑

i=1

+∞
∑

k=0

|αi,k|

6

n
∑

i=1

2

(

λ

n

)2

= n× 2
λ2

n2
=

2λ2

n

) Soit maintenant X une variable aléatoire de loi binomiale de paramètres n et

λ
n
. Il existe don n v.a.r.

U1, · · · , Un mutuellement indépendantes et de même loi de Bernoulli B(λ
n
) telles que : X = U1+ · · ·+Un.

Si V1, · · · , Vn sont n v.a.r. indépendantes (entre elles, et des Ui) et de même loi de Poisson P(λ
n
), on sait

qu'alors la v.a.r. Y = V1 + · · ·+ Vn suit la loi de Poisson de paramètre n×
λ

n
= λ.

Ave es 2n v.a.r., les résultats préédents s'appliquent, notamment la toute dernière inégalité de 5)(b),

qui se réérit :

+∞
∑

k=0

|P (X = k)− P (Y = k)| =
+∞
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

P (X = k)− e−λ.
λk

k!

∣

∣

∣

∣

6
2λ2

n
.

II - Modélisation de la onentration en batéries

Le bassin qu'on étudie est supposé de volume V (en m

3
) et on e�etue un prélèvement de volume ∆V (en

m

3
). Dans ette situation, la probabilité pour qu'une batérie spéi�que du bassin se trouve dans le prélèvement

est égale à

∆V
V

(situation d'équiprobabilité, don).

Supposons que la bassin ontienne n batéries numérotées de 1 à n (n ∈ N
∗
). On onsidère alors n variables

aléatoires X1, X2, · · · ,Xn à valeurs dans {0; 1} telles que : Xi = 1 si la batérie i se trouve dans le prélèvement,

et Xi = 0 sinon. Les variables en question sont supposées indépendantes.

On pose c = n
V

qui représente la onentration en batéries du bassin par m

3
.

6) (a) D'après les données de l'énoné, il est lair que pour tout i ∈ J1, nK,Xi suit la loi de Bernoulli de paramètre

∆V
V

.

(b) Soit N le nombre de batéries présentes dans le prélèvement : on a don N =

n
∑

i=1

Xi, et N est la

somme de n variables de Bernoulli, indépendantes et de même paramètre : on sait alors, d'après le

ours, que N suit la loi binomiale de paramètres (n, ∆V
V

).

7) Soit U une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramètre λ. On appelle F sa fontion de

répartition.

Rappelons don, pour omprendre quel est le alul demandé, que puisque U est une variable disrète, F

est une fontion en esalier qui véri�e :

⋆ ∀x < 0, F (x) = 0 puisque U(Ω) = N, et

⋆ ∀x > 0, F (x) = P (U 6 x) = P (U 6 k) =
k
∑

i=0

λi

i!
.e−λ

si k = Ent(x) est la partie entière du réel x.

D'où la fontion en Turbo-Pasal :

Funtion Poisson (x, lambda : real) : real;

Var s,puiss : real;

k,i,fat : longint;

Begin
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if x < 0 then Poisson := 0 else

begin

k:=trun(x); s:=1; fat := 1; puiss := 1;

for i:=1 to k do

begin

fat:=fat*i; puiss:=puiss*lambda;

s:= s+puiss/fat;

end;

Poisson := exp(-lambda)*s;

On minimise le nombre d'opérations en alulant de prohe en prohe les fatorielles et les puissanes

('est-à-dire qu'on ne reommene pas le alul du début lorsqu'on passe au terme suivant de la somme).

La multipliation par e−λ
intervient une seule fois à la �n du alul, la variable s alule de prohe en

prohe, la somme

k
∑

i=0

λi

i!
qui ommene à

λ0

0!
= 1.

8) Soit U une variable aléatoire de loi de Poisson de paramètre c∆V . Soit K ∈ N
∗
�xé.

(a) Comme on le fait lassiquement pour des variables aléatoires disrètes à valeurs entières - 'est le as

pour N et U - , on peut érire :

|P (N 6 K)− P (U 6 K)| =

∣

∣

∣

∣

∣

K
∑

i=0

P (N = i)−

K
∑

i=0

P (U = i)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

K
∑

i=0

[P (N = i)− P (U = i)]

∣

∣

∣

∣

∣

6

K
∑

i=0

|P (N = i)− P (U = i)|

d'après l'inégalité triangulaire généralisée.

Comme le terme général |P (N = i)−P (U = i)| est positif, et la série orrespondante est onvergente

(selon un argument identique à I-3) (a) ), on peut aussi érire :

K
∑

i=0

|P (N = i)− P (U = i)| 6

+∞
∑

i=0

|P (N = i)− P (U = i)|. Or :

N suit une loi binomiale de paramètres n et

∆V

V
, e dernier pouvant aussi s'érire, ave les notations

de l'énoné :

c∆V

n
, don de la forme

λ

n
ave λ = c∆V . Comme U suit justement la loi de Poisson de

paramètre λ = c∆V , le résultat de I-5)() s'applique, et :

+∞
∑

i=0

|P (N = i)− P (U = i)| 6
2λ2

n
=

2c2(∆V )2

n
=

2c(∆V )2

V
puisque c =

n

V
⇐⇒

c

n
=

1

V
.

De toutes es inégalités suessives, on déduit en e�et :

|P (N 6 K)− P (U 6 K)| 6
2c(∆V )2

V

(b) On suppose que V = 1000 m

3
et que le prélèvement est de volume ∆V égal à 1 litre (soit 10−3

m

3
).

L'erreur ommise en approximant P (N 6 K) par P (U 6 K) orrespond à la di�érene absolue entre

es deux valeurs, soit |P (N 6 K)− P (U 6 K)|, qui est d'après la question préédente, majorée par :

2c(∆V )2

V
=

2.(10−3)2.c

103
= 2c.10−9

.

() On suppose que la onentration de batéries dans le bassin reste inférieure à 106 batéries par mètre

ube, et que le prélèvement réalisé est enore de 1 litre. Ave es données, le majorant de l'erreur

d'approximation obtenue préédemment, est lui-même majoré par :

2.106.10−3

V
=

2.103

V
.

L'erreur ommise est inférieure à 10−6
dès que le majorant est lui-même inférieur à ette valeur, soit :

2.103

V
6 10−6 ⇐⇒ 2.103.106 6 V ⇐⇒ V > 2.109 .

Le bassin doit don ontenir au moins 2 millions de m

3
d'eau, e qui est énorme !

L'énoné admet dans la suite que la question 5)() peut être améliorée de la façon suivante :

+∞
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

P (X = k)− e−λλ
k

k!

∣

∣

∣

∣

6
2λmin(λ, 2)

n
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(d) Par le même raisonnement qu'à la question 8)(a), si U suit une loi de Poisson de paramètre λ = c∆V ,

le même résultat s'applique, mais ave le nouveau majorant :

|P (N 6 K) − P (U 6 K)| 6
2λ.min(λ, 2)

n
=

2c∆V.min(c∆V, 2)

n
=

2∆V.min(c∆V, 2)

V
6

4∆V

V

puisque

c

n
=

1

V
, et min(c∆V, 2) 6 2.

(e) On suppose toujours que le prélèvement réalisé est de 1 litre. L'erreur ommise dans l'approximation

préédente de la loi binomiale de N , par la loi de Poisson de même espérane, est inférieure à 10−6

dès que le majorant onnu de ette erreur est lui-même inférieur à 10−6
, 'est-à-dire :

4
∆V

V
6 10−6 ⇐⇒ 4.10−3 6 V.10−6 ⇐⇒ V > 4.103 .

Il su�t don que le volume V dépasse 4000 m

3
, e qui permet de onstater l'e�aité du nouveau

majorant de l'erreur, par rapport au résultat obtenu en 8)() !

III - Constrution d'une proédure de test

Un prélèvement est réalisé et mis en ulture pendant 24 heures. Les batéries se multiplient et on obtient

ainsi une onentration plus importante et plus faile à estimer. On onserve les notations de la partie préédente

et on posera λ = c∆V . En outre, on dé�nit la fontion h : R → R par :

h(x) =

{

0 si x 6 −1

(1 + x) ln(1 + x)− x si x > −1

9) La fontion h est bien dérivable sur ] − 1;+∞[ omme somme et produit de fontions dérivables sur et

intervalle.

∀x > −1 : h′(x) = ln(1 + x) + (1 + x).
1

1 + x
− 1 = ln(1 + x).

ln(1 + x) > 0 ⇐⇒ 1 + x > 1 ⇐⇒ x > 0, don h est stritement déroissante sur ]− 1; 0[, et stritement

roissante sur ]0;+∞[.
Par onséquent, la fontion h admet un minimum en x = 0 qui vaut : h(0) = 1. ln(1) − 0 = 0.
On peut don onlure que : ∀x > −1, h(x) > h(0) = 0.

10) Soit Y une variable aléatoire réelle à valeurs disrètes positives et admettant une espérane E(Y ), et soit
α un réel stritement positif ; en notant Y (Ω) = {yk| k ∈ I} où I ⊂ N, on érit :

E(Y ) =
∑

k∈I

yk.P (Y = yk) =
∑

k∈I|yk>α

yk.P (Y = yk) +
∑

k∈I|yk<α

yk.P (Y = yk), où :

∑

k∈I|yk>α

yk.P (Y = yk) > α.
∑

k∈I|yk>α

P (Y = yk) = α.P (Y > α),

et

∑

k∈I|yk<α

yk.P (Y = yk) > 0 ar yk > 0 et P (Y = yk) > 0 ('est une probabilité !).

De tout ei, on déduit �nalement : E(Y ) > α.P (Y > α) ⇐⇒ P (Y > α) 6
1

α
.E(Y ) (ar α > 0).

11) Soit λ un réel stritement positif et soit X une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de paramètre

λ. Soit ε un réel stritement positif.

(a) Pour tout réel u, d'après le théorème de transfert, et sous réserve de onvergene absolue de la série :

E(euX) =
+∞
∑

k=0

euk.
λk

k!
.e−λ

= e−λ.

+∞
∑

k=0

(λ.eu)k

k!
= e−λ.eλ.e

u

= eλ.(e
u−1)

La série (à termes positifs) est bien absolument onvergente, puisqu'on a reonnu une série exponen-

tielle.
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(b) D'après le résultat préédent, et aussi la propriété de linéarité de l'espérane, pour tout réel u :

E(eu(X−(1+ε)λ)) = E(euX−u.(1+ε)λ) = e−u(1+ε)λ.E(euX) = e−u(1+ε)λ.eλ.(e
u−1) = e−λ.(1+u(1+ε)−eu)

.

Il s'agit don de trouver un réel u0 tel que :

1 + u0(1 + ε)− eu0 = h(ε) ⇐⇒ 1 + u0(1 + ε)− eu0 = (1 + ε) ln(1 + ε)− ε.

Il est alors assez lair que u0 = ln(1 + ε) onvient.

() i) Pour tout réel u > 0, il y a égalité des événements :

[λ−1.(X −λ) > ε] = [X −λ > λ.ε] = [u(X −λ) > λεu] = [eu(X−λ) > eλεu], notamment pare que

u, ε et λ sont stritement positifs, et par roissane de la fontion exponentielle sur R.

Il y a don en partiulier, égalité des probabilités : P (λ−1(X − λ) > ε) = P (eu(X−λ) > eλεu)

ii) D'après le résultat préédent, et d'après l'inégalité de Markov redémontrée à la question 10), on

peut érire :

P (λ−1(X−λ) > ε) = P (eu(X−λ) > eλεu) 6
1

eλεu
E(eu(X−λ)) = E(e−λεu.eu(X−λ)) = E(eu(X−(1+ε)λ))

d'après la linéarité de l'espérane.

Comme on pouvait érire e qui préède pour tout réel u > 0, le as partiulier u = u0 donne,

d'après (b) :

P (λ−1(X − λ) > ε) 6 E(eu0(X−(1+ε)λ)) = e−λh(ε)
.

(d) Lorsque ε > 1 : −ε 6 −1 et h(−ε) = 0, don e−λh(−ε) = e0 = 1. Et omme bien sûr une probabilité

est majorée par 1, on a bien P (λ−1(X − λ)) 6 e−λh(−ε)
.

Si 0 < ε < 1 : omme préédemment, pour tout réel u > 0,

P (λ−1(X − λ) 6 −ε) = P (−λ−1(X − λ) > ε) = P (−u(X − λ) > λεu)

= P (e−u(X−λ)
> eλεu)

6
1

eλεu
.E(e−u(X−λ))

6 e−λεu.eλu.E(e−uX)

6 eλu(1−ε).eλ.(e
−u−1) = e−λ(1−u(1−ε)−e−u)

Ave u = − ln(1− ε) qui est bien stritement positif puisque 0 < 1− ε < 1, on obtient :

P (λ−1(X − λ) 6 −ε) 6 e−λ(1+ln(1−ε)(1−ε)−(1−ε)) = e−λ((1−ε) ln(1−ε)−(−ε)
, soit :

P (λ−1(X − λ) 6 −ε) 6 e−λ.h(−ε)

12) Si la onentration en batéries est trop élevée, on doit interdire le bassin. La limite maximale de tolérane

est �xée à 2000 batéries par litre. On garde les notations de la question 11) et on suppose de nouveau

que ∆V = 10−3
m

3
. Fixons un réel α ompris entre 0 et 2000.

(a) Pour tout réel λ > 2000 : on a alors ε = λ−1(α− λ) < 0, don d'après 11)(d) :

P (λ−1(X − λ) 6 λ−1(α− λ)) 6 e−λ.h(−ε) = e−λ.h(−λ−1(α−λ)) = eλ.h(λ
−1α−1)

.

Et omme λ > 0, il y a égalité des événements : [X 6 α] = [X−λ 6 α−λ] = [λ−1(X−λ) 6 λ−1(α−λ)],
on a bien :

P (X 6 α) = P (λ−1(X − λ) 6 λ−1(α− λ)) 6 e−λ.h(λ−1α−1)

(b) Toujours ave λ > 2000 : λ−1(α− λ) =
α

λ
− 1, où :

0 < α < 2000 < λ =⇒ 0 <
α

λ
<

α

2000
< 1 =⇒ −1 <

α

λ
− 1 <

α

2000
− 1 < 0.

Or la fontion h est stritement déroissante et positive sur l'intervalle ]− 1; 0[, don :

0 < h(α
λ
− 1) > h( α

2000 − 1), et omme λ < 2000, et omme λ > 2000, on obtient par produit d'inéga-

lités entre réels tous positifs :

λ.h(α
λ
−1) > 2000.h( α

2000−1) =⇒ −λ.h(α
λ
−1) < −2000.h( α

2000−1) =⇒ e−λ.h(λ−1.α−1) < e−2000.h( α

2000
−1)

par roissane strite de l'exponentielle sur R.

Vu l'inégalité obtenue à la question préédente, on a bien : P (X 6 α) 6 e−2000.h( α

2000
−1).
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() La fontion a�ne : x 7→
x

2000
−1 est stritement roissante (ar 2000 > 0) sur ]0; 2000], à valeurs dans

]−1; 0] ; la fontion h est stritement déroissante sur ]−1; 0], don par omposition : x 7→ h(
x

2000
−1)

est stritement déroissante sur ]0; 2000].

Comme 2000 > 0, la fontion g : x 7→ 2000.h(
x

2000
− 1)− ln(100) est enore stritement déroissante

sur ]0; 2000], à valeurs dans :

[2000.h(0) − ln(100); 2000. lim
x→−1+

h(x)− ln(100)[= [− ln(100); 2000 − ln(100)[, puisque :

lim
x→−1+

h(x) = lim
x→−1+

(1 + x) ln(1 + x)− x = lim
x→0+

x ln(x)− x+ 1 = 1 par roissanes omparées.

La fontion g est également ontinue sur ]0; 2000], omme omposée de fontions ontinues.

Puisque bien sûr : 2000− ln(100) > 0 > − ln(100), le théorème de la bijetion assure que l'équation :

2000.h(
x

2000
−1)− ln(100) = 0 ⇐⇒ 2000.h(

x

2000
−1) = ln(100), admet une unique solution α0 dans

]0; 2000].

(d) On admettra que α0 > 1865. Du résultat de la question (b) on tire, pour λ > 2000 et α = α0 :

P (X < 1865) 6 P (X 6 α0) 6 e−2000h(
α0
2000

−1) = e− ln(100) =
1

100
.

(e) Exemple d'appliation : on ompte 1600 batéries dans le prélèvement de 1 litre ; le résultat de la

question préédente exprime que si le nombre moyen réel λ de batéries par litre est supérieur à

2000 (don, au-delà de la limite autorisée), la probabilité que le prélèvement présente une quantité

de batéries inférieure à 1865 (et don, donne faussement l'idée que la onentration en batéries est

dans la norme autorisée), est inférieure à 1%. C'est le risque d'erreur pris lorsqu'on autorise le bassin

ave, omme ii, 1600 batéries dans le prélèvement d'un litre.

⋆⋆⋆ FIN DU SUJET ⋆⋆⋆
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