
MATHÉMATIQUES II - ESSEC E 2006

Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Notation introduite par l'énon
é : si a et b sont deux nombres réels, on désigne par a ∧ b le plus

petit de 
es deux nombres. Toutes les variables aléatoires 
onsidérées sont dé�nie sur un même espa
e

probabilisé (Ω, ,F , P ).

Problème 1 : Distan
e en variation et 
ouplage.

Partie I : Distan
e en variation.

Dans 
ette première partie on 
onsidère un ensemble dis
ret K dont on suppose qu'il est soit �ni

soit égal à N tout entier. A désigne l'ensemble de toutes les parties de K.

Soient P et Q deux lois de probabilité sur K. Pour tout k ∈ K, on pose pk = P ({k}) et qk = P ({k}).
Alors pour tout k ∈ K, pk > 0 et

∑

k∈K

pk = 1. Tout probabilité P est entièrement déterminée par la

donnée de (pk)k∈K puisque pour tout A ∈ A, P (A) =
∑

k∈A

pk.

Lorsque K est �ni, on dé�nit la distan
e en variation entre les probabilités P et Q par :

(i) D(P,Q) =
1

2

∑

k∈K

|pk − qk|

1. Lorsque K = {0; 1} :

D(P,Q) =
1

2

(
|p0−q0|+|p1−q1|

)
=

1

2

(
|(1−p1)−(1−q1)|+|p1−q1|

)
=

1

2

(
|q1−p1|+|p1−q1|

)
= |p1−q1|

puisque l'univers se réduit à deux issues, 
ontraires l'une de l'autre.

2. Lorsque K = N : pour tout k ∈ K = N, |pk − qk| 6 |pk|+ | − qk| = pk + qk

d'après l'inégalité triangulaire, et puisque pk et qk sont positifs. Mais les séries

∑

k>0

pk et

∑

k>0

qk sont

alors 
onvergentes et de somme totale 1, don
 la série

∑

k>0

(pk + qk) 
onverge ; par 
omparaison de

séries à termes positifs, on en déduit que la série

∑

k>0

|pk − qk| est également 
onvergente.

On peut don
 étendre la dé�nition de la distan
e en variation donnée par (i) au 
as où K = N.

3. Pour tout événement A de A : 0 6 P (A) 6 1 et −1 6 −Q(A) 6 0, don
 par sommation membre

à membre des deux inégalités :

−1 6 P (A)−Q(A) 6 1 ⇐⇒ 0 6 |P (A)−Q(A)| 6 1

4. Soit A ∈ A :

∣
∣
∣

∑

k∈A

(pk − qk)
∣
∣
∣+
∣
∣
∣

∑

k∈A

(pk − qk)
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣

∑

k∈A

pk −
∑

k∈A

qk

∣
∣
∣+
∣
∣
∣

∑

k∈A

pk −
∑

k∈A

qk

∣
∣
∣ =

∣
∣P (A)−Q(A)

∣
∣+
∣
∣P (A)−Q(A)

∣
∣
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=
∣
∣P (A)−Q(A)

∣
∣+
∣
∣1− P (A)− (1−Q(A))

∣
∣

=
∣
∣P (A)−Q(A)

∣
∣+
∣
∣Q(A)− P (A)

∣
∣

= 2
∣
∣P (A)−Q(A)

∣
∣

5. En remarquant alors que :

2D(P,Q) =
∑

k∈K

|pk − qk| =
∑

k∈A

|pk − qk|+
∑

k∈A

|pk − qk|

L'inégalité triangulaire intervient alors pour qu'on puisse é
rire :

2
∣
∣P (A)−Q(A)

∣
∣ =

∣
∣
∣

∑

k∈A

pk − qk

∣
∣
∣+
∣
∣
∣

∑

k∈A

(pk − qk)
∣
∣
∣ 6

∑

k∈A

|pk − qk|+
∑

k∈A

|pk − qk| = 2D(P,Q)

Ce qui donne bien en e�et : (ii) ∀A ∈ A,
∣
∣P (A)−Q(A)

∣
∣ 6 D(P,Q).

6. Soit A0 =
{
k
∣
∣ k ∈ K et qk > pk

}
: alors A0 =

{
k
∣
∣ k ∈ K et qk < pk

}
, don
 :

pour tout k ∈ A0, (pk − qk) 6 0 et pour tout k ∈ A0, (pk − qk) > 0, et :

2
∣
∣P (A0)−Q(A0)

∣
∣ =

∣
∣
∣

∑

k∈A0

(pk − qk)
∣
∣
∣+
∣
∣
∣

∑

k∈A0

(pk − qk)
∣
∣
∣ = −

∑

k∈A0

(pk − qk) +
∑

k∈A0

(pk − qk)

=
∑

k∈A0

|pk − qk|+
∑

k∈A0

|pk − qk| =
∑

k∈K

|pk − qk| = 2D(P,Q)

et on a bien montré que A0 réalise l'égalité :

∣
∣P (A0)−Q(A0)| = D(P,Q).

7. La partie A0 est très pratique dans 
ette question, puisque : ∀k ∈ A0, pk ∧ qk = pk, et ∀k ∈
A0, pk ∧ qk = qk ; on peut don
 é
rire :

∑

k∈K

pk ∧ qk =
∑

k∈A0

pk ∧ qk +
∑

k∈A0

pk ∧ qk =
∑

k∈A0

pk +
∑

k∈A0

qk = P (A0) +Q(A0)

= P (A0) + 1−Q(A0) = 1 +
(
P (A0)−Q(A0)

)

Or : P (A0)−Q(A0) =
∑

k∈A0

(pk − qk) 6 0 puisque pour tout k ∈ A0, qk > pk, don
 :

P (A0) − Q(A0) = −
∣
∣P (A0) − Q(A0)

∣
∣ = −D(P,Q), et on peut don
 réé
rire 
e qui pré
ède sous la

forme : ∑

k∈K

pk ∧ qk = 1−D(P,Q) ⇐⇒ D(P,Q) = 1−
∑

k∈K

pk ∧ qk

8. Soit (X, Y ) un 
ouple de variables aléatoires tel que X est de loi P , et Y est de loi Q, 
e qui signi�e :

∀k ∈ K, P (X = k) = pk et P (Y = k) = qk.

Considérons l'événement : [X = Y ] =
⋃

k∈K

[X = k] ∩ [Y = k].

L'union étant disjointe, il vient : P (X = Y ) =
∑

k∈K

P
(
[X = k] ∩ [Y = k]

)
, où on ne sait pas 
al
uler

P
(
[X = k] ∩ [Y = k]

)
; par 
ontre, on peut é
rire :

Pour tout k ∈ K, [X = k] ∩ [Y = k] ⊂ [X = k] et [X = k] ∩ [Y = k] ⊂ [Y = k], don
 par 
roissan
e

de la probabilité :

P
(
[X = k]∩ [Y = k]

)
6 pk et P

(
[X = k]∩ [Y = k]

)
6 qk =⇒ P

(
[X = k]∩ [Y = k]

)
6 pk∧qk

Et ainsi, par sommation de 
ette dernière inégalité :

P (X = Y ) 6
∑

k∈K

pk ∧ qk ⇐⇒ 1−
∑

k∈K

6 1− P (X = Y ) ⇐⇒ D(P,Q) 6 P (X 6= Y )
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Partie II : Couplage Binomiale-Poisson

Soit n ∈ N
∗
, et λ ∈ R

∗
+ tel que λ < n.

1. Soient Y1, . . . , Yn n variables aléatoires indépendantes et de même loi de Poisson de paramètre λ/n.
On sait alors, d'après le 
ours, que Yi suit en
ore une loi de Poisson dont le paramètre est la somme

des paramètres des Yi, soit : n× λ

n
= λ.

2. La fon
tion f : x 7→ 1− (1− x) exp(x) est bien dé�nie et dérivable sur [0, 1], ave
 :

∀x ∈ [0, 1], f ′(x) = 0 − (−1). exp(x) − (1 − x). exp(x) = x exp(x) > 0, don
 f est 
roissante sur

[0, 1], et ainsi :

∀x ∈ [0, 1], f(0) 6 f(x) 6 f(1) ⇐⇒ 0 6 f(x) 6 1, CQFD

Soient U1, . . . , Un n variables aléatoires indépendantes, de même loi de Bernoulli de paramètre f(λ/n).

On suppose que les variables U1, . . . , Un sont indépendantes des variables Y1, . . . , Yn de la question

II.1.

Pour i ∈ {1, . . . , n}, on pose Xi = 0 si Ui = Yi et Xi = 1 sinon.

3. Par dé�nition, xi(Ω) = {0, 1} don
 Xi est une variable de Bernoulli, et son paramètre est :

P (Xi = 1) = P (Ui 6= Yi) = 1 − P (Ui = Yi = 0) = 1 − P (Ui = 0)× P (Yi = 0) puisque Ui et Yi sont

indépendantes.

Au vu des lois suivies par Ui et Yi : P (Ui = 0) = 1− f(λ/n) =
(
1− λ

n

)
.eλ/n et P (Yi = 0) = e−λ/n

,

don
 : P (Xi = 1) = 1−
(
1− λ

n

)
× eλ/n × e−λ/n =

λ

n
.

La variable aléatoire

n∑

i=1

Xi est alors la somme de n v.a.r. de Bernoulli indépendantes (
ar Xi ne

dépend que de Yi et Ui, qui sont indépendantes de toutes les autres variables aléatoires de 
es deux

familles), de même probabilité de su

ès

λ

n
: elle suit don
 la loi binomiale de paramètres

(
n,

λ

n

)
.

4. Pour tout i ∈ {1, . . . , n} ; puisque Xi est une variable de Bernoulli, et Yi est une variable de Poisson :

[Xi = Yi] =
(
[Xi = 0] ∩ [Yi = 0]

)
∪
(
[Xi = 1] ∩ [Yi = 1]

)

où : [Xi = 0] = [Ui = 0] ∩ [Yi = 0], don
 [Xi = 0] ∩ [Yi = 0] = [Ui = 0] ∩ [Yi = 0],

et : [Xi = 1]∩ [Yi = 1] =
(
[Ui 6= 0]∪ [Yi 6= 0]

)
∩ [Yi = 1] =

(
[Ui = 1]∩ [Yi = 1]

)
∪ [Yi = 1] = [Yi = 1]

puisque

(
[Ui = 1] ∩ [Yi = 1]

)
⊂ [Yi = 1], don
 :

[Xi = Yi] =
(
[Ui = 0] ∩ [Yi = 0]

)
∪ [Yi = 1]

par union disjointe et indépendan
e de Ui et Yi, on obtient :

P (Xi = Yi) = P (Ui = 0)×P (Yi = 0)+P (Yi = 1) =
(
1− λ

n

)
.eλ/n.e−λ/n +

λ

n
.e−λ/n = 1− λ

n
+

λ

n
.e−λ/n

L'inégalité 
lassique : ∀x ∈ R, 1+x 6 exp(x) vient de la 
onvexité de exp sur R, dont la 
ourbe est

don
 entièrement située au-dessus de 
ha
un de ses tangentes, en parti
ulier 
elle au point d'abs
isse

0 qui a pour équation : y = exp′(0).(x− 0) + exp(0) ⇐⇒ y = x+ 1.

Elle donne i
i : e−λ/n > 1− λ

n
⇐⇒ 1− λ

n
+

λ

n
.e−λ/n > 1− λ

n
+

λ

n
.
(
1− λ

n

)
= 1− λ2

n2
, don
 :

P (Xi = Yi) > 1− λ2

n2
⇐⇒ λ2

n2
> 1− P (Xi = Yi) ⇐⇒ P (Xi 6= Yi) 6

λ2

n2
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5. L'in
lusion évidente :

n⋂

i=1

[Xi = Yi] ⊂
[ n∑

i=1

Xi =
n∑

i=1

Yi

]

donne par passage au 
omplémentaire :

[ n∑

i=1

Xi 6=
n∑

i=1

Yi

]

⊂
n⋂

i=1

[Xi = Yi] ⇐⇒
[ n∑

i=1

Xi 6=
n∑

i=1

Yi

]

⊂
n⋃

i=1

[Xi 6= Yi]

La propriété de 
roissan
e de la probabilité donne alors en e�et :

P
( n∑

i=1

Xi 6=
n∑

i=1

Yi

)

6 P
( n⋃

i=1

[Xi 6= Yi]
)

6. L'inégalité 
lassique pour deux événements A et B :

P (A ∪ B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)
︸ ︷︷ ︸

>0

6 P (A) + P (B) se généralise i
i en :

P
( n⋃

i=1

[Xi 6= Yi]
)

6

n∑

i=1

P (Xi 6= Yi) 6

n∑

i=1

λ2

n2
=

λ2

n
, d'après 4.

Comme

n∑

i=1

Xi suit la loi B
(
n, λ/n

)
et

n∑

i=1

Yi suit la loi P(λ) : le résultat de I.8. s'applique pour

donner :

D
(
B(n, λ/n),P(λ)

)
6 P

( n⋃

i=1

[Xi 6= Yi]
)

6
λ2

n
CQFD

7. L'en
adrement : 0 6 D
(
B(n, λ/n),P(λ)

)
6

λ2

n
donne lim

n→+∞
D
(
B(n, λ/n),P(λ)

)
= 0.

Ce résultat redonne la 
onvergen
e en loi de la loi B
(
n, λ/n

)
vers la loi P(λ), en e�et :

Si Z →֒ P(λ) et si Zn →֒ B
(
n, λ/n

)
pour tout n ∈ N

∗
, alors :

pour tout k ∈ N, 0 6 |P (Zn = k) − P (Z = k)| 6 2D
(
B(n, λ/n),P(λ)

)
don
 toujours par en
adre-

ment :

∀k ∈ N, lim
n→+∞

|P (Zn = k)− P (Z = k)| = 0 ⇐⇒ ∀k ∈ N, lim
n→+∞

P (Zn = k) = P (Z = k)

Problème 2 : Couplage exponentielle-normale

Dans 
e problème, X →֒ N (0, 1) a pour densité ϕ et pour fon
tion de répartition Φ.

On note f une densité de la loi exponentielle de paramètre 1 : ∀x ∈ R, f(x) =







e−x
si x > 0

0 si x 6 0
.

On dé�nit également, pour tout x ∈ R : g(x) = − ln
(
1− Φ(x)

)
et Y = g(X).

On admet que X possède des moments de tout ordre.

Partie I : Quantiles gaussiens

1. La fon
tion Φ est de 
lasse C1
sur R et a pour dérivée la fon
tion ϕ : x 7→ 1√

2π
e−x2/2

qui est

stri
tement positive sur R : Φ est don
 
ontinue, stri
tement 
roissante sur R ; et 
omme toute

fon
tion de répartition, elle véri�e lim
x→−∞

Φ(x) = 0 et lim
x→+∞

Φ(x) = 1, don
 d'après le théorème

éponyme, Φ réalise une bije
tion de R dans ]0, 1[. On note Φ−1
sa bije
tion ré
iproque.
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2. Conséquen
e de 
e qui pré
ède : pour tout x ∈ R, 0 < Φ(x) < 1, don
 0 < 1 − Φ(x) < 1 et

ln
(
1 − Φ(x)

)
< 0 ⇐⇒ − ln

(
1 − Φ(x)

)
> 0, 
e qui assure que Y = g(X) est une variable aléatoire

à valeurs positives.

On en déduit que : ∀x ∈]−∞, 0], FY (x) = P (Y 6 x) = 0.

Pour tout x > 0 :

FY (x) = P (Y 6 x) = P
(
− ln(1− Φ(X)) 6 x

)
= P

(
ln(1− Φ(X)) > −x

)
= P

(
1− Φ(X) > e−x

)

par stri
te 
roissan
e et bije
tivité de exp de R dans ]0,+∞[

= P
(
1− e−x > Φ(X)

)
= P

(
Φ−1(1− e−x) > X

)

par stri
te 
roissan
e et bije
tivité de Φ de R dans ]0, 1[ qui 
ontient 1− e−x
pour tout x > 0

= P
(
X 6 Φ−1(1− e−x)

)
= Φ

(
Φ−1(1− e−x)

)
= 1− e−x

Bilan : ∀x ∈ R, FY (x) =







0 si x 6 0

1− e−x
si x > 0

, et on re
onnaît la fon
tion de répartition de la loi

exponentielle de paramètre 1, loi que suit don
 Y .

3. a) Pour tout x > 0 : 1− Φ(x) = P (X > x) =

∫ +∞

x

ϕ(t)dt.

Soit alors A > x ; on réalise une intégration par parties dans l'intégrale

∫ A

x

ϕ(t)

t2
dt, en posant :

u(t) = ϕ(t) =
1√
2π

e−t2/2 −→ u′(t) = − t√
2π

.e−t2/2 = −tϕ(t)

v′(t) =
1

t2
−→ v(t) = −1

t

Les fon
tions u et v sont de 
lasse C1
sur ]0,+∞[, don
 par intégration par parties :

∫ A

x

ϕ(t)

t2
dt =

[

− ϕ(t)

t

]A

x
−
∫ A

x

ϕ(t)dt = −ϕ(A)

A
+

ϕ(x)

x
−
∫ A

x

ϕ(t)dt

Lorsque A tend vers +∞ : lim
A→+∞

ϕ(A) = 0 don
 lim
A→+∞

ϕ(A)

A
= 0 ; l'intégrale

∫ +∞

x

ϕ(t)dt


onverge et vaut 1− Φ(x).

Pour tout t > x : 0 <
ϕ(t)

t2
6

1

x2
ϕ(t), don
 d'après 
e qu'on vient de dire, par 
omparaison

d'intégrales de fon
tions 
ontinues, positives,

∫ +∞

x

ϕ(t)

t2
dt 
onverge. On peut don
 passer à la

limite quand A tend vers +∞ dans la formule d'intégration par parties, et on obtient ainsi :

∀x > 0,

∫ +∞

x

ϕ(t)

t2
dt =

ϕ(x)

x
−
∫ +∞

x

ϕ(t)dt ⇐⇒ 1− Φ(x) =
ϕ(x)

x
−
∫ +∞

x

ϕ(t)

t2
dt

b) Démontrons l'une après l'autre les deux inégalités demandées :

� Pour tout x > 0 : sur [x; +∞[, la fon
tion t 7→ ϕ(t)

t2
est 
ontinue et positive, d'intégrale


onvergente sur 
et intervalle. La propriété de positivité de l'intégrale assure alors que pour

tout x > 0 :

∫ +∞

x

ϕ(t)

t2
dt > 0, et don
 :

∀x > 0, 1−Φ(x) =
ϕ(x)

x
−
∫ +∞

x

ϕ(t)

t2
dt 6

ϕ(x)

x
⇐⇒ x

(
1−Φ(x)

)
6 ϕ(x) ⇐⇒

ϕ(x)>0

x
(
1− Φ(x)

)

ϕ(x)
6 1.
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� Suivons pour la minoration, l'indi
ation de l'énon
é : pour tout x > 0 et tout t ∈ [x,+∞[, t > x

don
 t3 > x3
par 
roissan
e de la fon
tion 
ube sur R ; on en déduit : ∀t ∈ [x,+∞[,

t

x3
>

1

t2
,

en divisant les deux membres à la fois par x3 > 0 et par t2 > 0.

Et 
omme ϕ est stri
tement positive sur R :

∀x > 0, ∀t ∈ [x,+∞[,
ϕ(t)

t2
6

1

x3
.tϕ(t)

Les fon
tions 
on
ernées sont 
ontinues sur [x,+∞[. On a vu que

∫ +∞

x

ϕ(t)

t2
dt 
onverge ;

l'intégrale

∫ +∞

x

tϕ(t)dt 
onverge également, on peut même la 
al
uler expli
itement :

∫ +∞

x

tϕ(t)dt = lim
A→+∞

1√
2π

∫ A

x

t.e−t2/2dt = lim
A→+∞

1√
2π

[

− e−t2/2
]A

x
= lim

A→+∞

1√
2π

(
− e−A2/2 + e−x2/2

)

=
1√
2π

e−x2/2 = ϕ(x)

On peut don
 appliquer la propriété de 
roissan
e de l'intégrale (les bornes sont dans l'ordre


roissant), qui donne :

∀x > 0,

∫ +∞

x

ϕ(t)

t2
dt 6

1

x3

∫ +∞

x

tϕ(t)dt ⇐⇒ ϕ(x)

x
− 1 + Φ(x) 6

1

x3
ϕ(x)

⇐⇒ 1

x
ϕ(x)

(

1− 1

x2

)

6 1− Φ(x) ⇐⇒ 1− 1

x2
6

x
(
1− Φ(x)

)

x

Et on a bien démontré l'en
adrement : (E) 1− 1

x2
6

x
(
1− Φ(x)

)

ϕ(x)
6 1 pour tout x > 0.


) L'en
adrement pré
édent et le fait que lim
x→+∞

1− 1

x2
= 1− 0 = 1, donnent sans di�
ulté, d'après

le théorème du même nom :

lim
x→+∞

x
(
1− Φ(x)

)

ϕ(x)
= 1 ⇐⇒ lim

x→+∞

1− Φ(x)

ϕ(x)

x

= 1 ⇐⇒ 1− Φ(x) ∼
x→+∞

ϕ(x)

x

d) Pour tout réel x > 1 :

1

x2
< 1 ⇐⇒ 1− 1

x2
> 0, don
 on peut appliquer la fon
tion ln, 
roissante

sur R
∗
+, aux trois membres de (E), pour obtenir :

ln
(

1− 1

x2

)

6 ln
(x
(
1− Φ(x)

)

ϕ(x)

)

6 0 ⇐⇒ ln
(

1− 1

x2

)

6 ln(x) + ln
(
1− Φ(x)

)
− ln(ϕ(x)) 6 0

Comme ln
(
1 − Φ(x)

)
= −g(x) et ln

(
ϕ(x)

)
= ln

( 1√
2π

e−x2/2
)

= −1

2
ln(2π) − x2

2
, on a bien

obtenu :

∀x > 1, ln
(
1− 1

x2

)

6 ln(x)− g(x) +
1

2
ln(2π) +

x2

2
6 0

En divisant les trois membres par x2 > 0, on obtient :

∀x > 1,
1

x2
ln
(

1− 1

x2

)

6
ln(x)

x2
− g(x)

x2
+

1

2x2
ln(2π) +

1

2
6 0

Comme lim
x→+∞

1

x2
ln
(

1− 1

x2

)

= 0× ln(1) = 0, le théorème d'en
adrement assure à nouveau que :

6 ©



lim
x→+∞

ln(x)

x2
− g(x)

x2
+

1

2x2
ln(2π) +

1

2
= 0 ; or lim

x→+∞

ln(x)

x2
= 0 par 
roissan
es 
omparées, et

lim
x→+∞

1

2x2
ln(2π) = 0, don
 :

lim
x→+∞

−g(x)

x2
+

1

2
= 0 ⇐⇒ lim

x→+∞

g(x)

x2
=

1

2
⇐⇒ lim

x→+∞

g(x)

x2

2

= 1 ⇐⇒ g(x) ∼
x→+∞

x2

2

Partie II : Inégalité de transport

On dé�nit une appli
ation h sur [0,+∞[ par : h(t) = t ln(t)− t+ 1 pour tout t > 0, et h(0) = 1.

1. La fon
tion h est d'abord dérivable� don
 
ontinue sur ]0,+∞[ 
omme somme et produit de fon
tions

de référen
e qui le sont.

De plus : lim
t→0+

t ln(t) = 0 par 
roissan
es 
omparées, don
 lim
t→0+

t ln(t)− t+1 = 0− 0+ 1 = 1, soit :

lim
t→0+

h(t) = h(0) ; la fon
tion h est don
 également 
ontinue en 0, don
 sur [0; +∞[.

∀t > 0 : h′(t) = 1× ln(t) + t× 1

t
− 1 + 0 = ln(t)

(on re
onnaît en fait en h une primitive de ln sur ]0,+∞[). Le tableau de variations de h est don
 le

suivant :

t
0 1

+∞
h
′(t)

h 1

0

+∞
0

− +

Pour tout t > 0 : h(t) = t
(
ln(t)− 1

)
+ 1, où lim

t→+∞
ln(t)− 1 = +∞ don
 lim

t→+∞
h(t) = +∞.

D'après le tableau, l'intervalle-image de [0,+∞[ par la fon
tion 
ontinue h est bien [0,+∞[.

Sous réserve qu'elle 
onverge, on note K(f, ϕ) la valeur de l'intégrale

∫ +∞

−∞

ϕ(x)h
(f(x)

ϕ(x)

)

dx.

On désire véri�er l'inégalité (dite de transport) suivante :

(iv) E
(
(X − Y )2

)
6 2K(f, ϕ)

2. Comme on l'a déjà vu : la fon
tion Φ est dérivable sur R, à valeurs dans ]0, 1[, don
 x 7→ 1 − Φ(x)
est dérivable sur R, à valeur dans ]0, 1[ en
ore, sur lequel ln est dérivable : par 
omposition,

g : x 7→ − ln
(
1− Φ(x)

)
est bien dé�nie et dérivable sur R, et :

∀x ∈ R, g′(x) = −0 − Φ′(x)

1− Φ(x)
=

ϕ(x)

1− Φ(x)

don
 : ∀x ∈ R, g′(x).f
(
g(x)

)
=

ϕ(x)

1− Φ(x)
.eln(1−Φ(x)) =

ϕ(x)

1− Φ(x)
×
(
1− Φ(x)

)
= ϕ(x).

3. Examinons plus pré
isément la fon
tion x 7→ ϕ(x)h
(f(x)

ϕ(x)

)

:

Pour tout x ∈]−∞, 0] :
f(x)

ϕ(x)
= 0, don
 ϕ(x).h

(f(x)

ϕ(x)

)

= ϕ(x)× 1.
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L'intégrale

∫ 0

−∞

ϕ(x)dx 
onverge (et vaut

1

2
), don


∫ 0

−∞

ϕ(x).h
(f(x)

ϕ(x)

)

dx 
onverge (et vaut

1

2
aussi).

Pour tout x ∈]0,+∞[ :

ϕ(x).h
(f(x)

ϕ(x)

)

= ϕ(x)×
[f(x)

ϕ(x)
ln
(f(x)

ϕ(x)

)

− f(x)

ϕ(x)
+ 1
]

= f(x). ln
(√

2π.e−x+x2/2
)
− f(x) + ϕ(x)

=
(1

2
ln(2π)− 1

)
.f(x)− xf(x) +

1

2
x2.f(x) + ϕ(x)

Cha
une des intégrales

∫ +∞

0

f(x)dx,

∫ +∞

0

xf(x)dx,

∫ +∞

0

x2f(x)dx 
onverge d'après le 
ours qui

garantit l'existen
e de l'espéran
e et de la varian
e, don
 du moment d'ordre 2 d'une loi exponentielle

dont f est une densité.

L'intégrale

∫ +∞

0

ϕ(x)dx 
onverge également, don


∫ +∞

0

ϕ(x). ln
(f(x)

ϕ(x)

)

dx 
onverge.

Finalement,

∫ +∞

−∞

ϕ(x). ln
(f(x)

ϕ(x)

)

dx = K(f, ϕ) est bien 
onvergente.

Au vu des 
al
uls pré
édents, on est amené à é
rire :

K(f, ϕ) =

∫ +∞

−∞

ϕ(x) ln
(f(x)

ϕ(x)

)

dx =

∫ 0

−∞

ϕ(x).h(0)dx+

∫ +∞

0

ϕ(x)×
[f(x)

ϕ(x)
ln
(f(x)

ϕ(x)

)

− f(x)

ϕ(x)
+ 1
]

dx

=

∫ 0

−∞

ϕ(x)dx+

∫ +∞

0

[

f(x) ln
(f(x)

ϕ(x)

)

− f(x) + ϕ(x)
]

dx

=

∫ +∞

0

f(x) ln
(f(x)

ϕ(x)

)

dx−
∫ +∞

0

f(x)dx+

∫ +∞

−∞

ϕ(x)dx

Or f est une densité de probabilité nulle sur ] − ∞, 0[, don


∫ +∞

0

f(x)dx =

∫ +∞

−∞

f(x)dx = 1 qui

est aussi la valeur de

∫ +∞

−∞

ϕ(x)dx, les deux dernière intégrales se 
ompensent don
.

On souhaite alors poser le 
hangement de variable x = g(u), et pour 
ela on 
omplète l'étude de g
sur son domaine R :

∀u ∈ R, g′(u) =
ϕ(u)

1− Φ(u)
< 0 puisque ϕ(u) > 0 et 1−Φ(u) > 0 ; la fon
tion g est don
 stri
tement


roissante sur R.

De plus : lim
u→−∞

1− Φ(u) = 1− 0, don
 lim
u→−∞

− ln
(
1− Φ(u)

)
= 0 = lim

u→−∞
g(u).

lim
u→+∞

1− Φ(u) = 1− 1 = 0+ (Φ(u) < 1 pour tout u de R), don
 :

lim
u→+∞

− ln
(
1− Φ(u)

)
= lim

X→0+
− ln(X) = +∞ = lim

u→+∞
g(u).

D'après le théorème éponyme, la fon
tion g réalise don
 une bije
tion de ]−∞,+∞[ dans ]0,+∞[.
On peut don
 poser x = g(u) : dx = g′(u)du, et :

K(f, ϕ) =

∫ +∞

0

f(x) ln
(f(x)

ϕ(x)

)

dx =

∫ +∞

−∞

f
(
g(u)

)
ln

(

f
(
g(u)

)

ϕ
(
g(u)

)

)

.g′(u)du

=

∫ +∞

−∞

g′(u)× f
(
g(u)

)

︸ ︷︷ ︸

=ϕ(u)

ln

(

f
(
g(u)

)

ϕ
(
g(u)

)

)

du CQFD
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4. Montrons que l'intégrale

∫ +∞

−∞

ϕ(x)
(
x− g(x)

)2
dx 
onverge : la fon
tion x 7→ ϕ(x)

(
x− g(x)

)2
est


ontinue, positive sur R 
omme produit de fon
tions 
ontinues sur R.

� Au voisinage de −∞ : lim
x→−∞

g(x) = 0, don
 ϕ(x)
(
x − g(x)

)2
∼

x→−∞
x2ϕ(x) : 
omme l'énon
é

le rappelle au début de 
e problème, l'intégrale

∫ 0

−∞

x2ϕ(x)dx 
onverge ; par 
omparaison d'inté-

grales de fon
tions 
ontinues, positives,

∫ 0

−∞

ϕ(x)
(
x− g(x)

)2
dx 
onverge.

� Au voisinage de +∞ : g(x) ∼
x→+∞

x2

2
d'après 3.d), don
 ϕ(x)

(
x− g(x)

)2
∼

x→+∞
ϕ(x)× x4

4
.

Or

∫ +∞

0

ϕ(x)x4dx 
onverge (toujours d'après le préambule), don
 par 
omparaison d'intégrales

de fon
tions 
ontinues, positives :

∫ +∞

0

ϕ(x)
(
x− g(x)

)2
dx 
onverge.

Finalement,

∫ +∞

−∞

ϕ(x)
(
x− g(x)

)2
dx =

∫ 0

−∞

ϕ(x)
(
x− g(x)

)2
dx+

∫ +∞

0

ϕ(x)
(
x− g(x)

)2
dx 
onverge.

Or, d'après le théorème de transfert : (X−Y )2 =
(
X−g(X)

)2
admet une espéran
e si et seulement

si l'intégrale

∫ +∞

−∞

ϕ(x)
(
x− g(x)

)2
dx est (absolument) 
onvergente, 
e qui est bien le 
as ! Et :

E
(
(X − Y )2

)
=

∫ +∞

−∞

ϕ(x)
(
x− g(x)

)2
dx

5. Montrons que l'intégrale

∫ +∞

−∞

ϕ(x)
(
1− g′(x)

)
dx 
onverge :

� Au voisinage de −∞ : g′(x) =
ϕ(x)

1− Φ(x)
tend vers

0

1− 0
= 0 lorsque x tend vers −∞, don


|ϕ(x)
(
1 − g′(x)

)
| ∼

x→−∞
ϕ(x). Or

∫ 0

−∞

ϕ(x)dx 
onverge, don
 par 
omparaison d'intégrales de

fon
tions 
ontinues, positives, l'intégrale

∫ 0

−∞

ϕ(x)
(
1− g′(x)

)
dx est absolument 
onvergente.

� Lorsque x tend vers +∞ : on a vu en 3.
) que 1− Φ(x) ∼
x→+∞

ϕ(x)

x
,

don


ϕ(x)

1− Φ(x)
= g′(x) ∼

x→+∞
x, et |ϕ(x)(1− g′(x))| ∼

x→+∞
|ϕ(x).(−x)| = xϕ(x).

Or

∫ +∞

0

xϕ(x)dx 
onverge, don
 par 
omparaison d'intégrales de fon
tions 
ontinues, positives,

∫ +∞

0

ϕ(x)
(
1− g′(x)

)
dx est absolument 
onvergente.

Finalement,

∫ +∞

−∞

ϕ(x)
(
1−g′(x)

)
dx =

∫ 0

−∞

ϕ(x)
(
1−g′(x)

)
dx+

∫ +∞

0

ϕ(x)
(
1−g′(x)

)
dxdx est 
onver-

gente.

6. On repart i
i du résultat de la question 3. :

K(f, ϕ) =

∫ +∞

−∞

ϕ(x) ln

(
f(g(x))

ϕ(g(x))

)

dx =

∫ +∞

−∞

ϕ(x) ln

(
ϕ(x)

g′(x)ϕ(g(x))

)

dx d'après 2.

=

∫ +∞

−∞

ϕ(x) ln

(
ϕ(x)

ϕ(g(x)

)

dx−
∫ +∞

−∞

ϕ(x) ln
(
g′(x)

)
dx
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Or une inégalité de 
on
avité donne : ∀u > 0, ln(u) 6 u1. En e�et, la fon
tion ln est 
on
ave sur

R
∗
+, don
 sa 
ourbe se situe entièrement au-dessous de n'importe laquelle de ses tangentes, notamment


ete au point d'abs
isse 1, qui a pour équation : y = ln′(1).(x− 1) + ln(1) ⇐⇒ y = x− 1.

Or pour tout x ∈ R, g′(x) > 0 don
 on peut é
rire :

∀x ∈ R, ln
(
g′(x)

)
6 g′(x)− 1 ⇐⇒ −ϕ(x) ln

(
g′(x)

)
> ϕ(x)

(
− g′(x) + 1).

Les fon
tions 
on
ernées sont 
ontinues, d'intégrales 
onvergente sur R, don
 par 
roissan
e de l'in-

tégrale :

∫ +∞

−∞

ϕ(x) ln
(
g′(x)

)
dx >

∫ +∞

−∞

ϕ(x)
(
− g′(x) + 1

)
dx

En ajoutant aux deux membres l'intégrale

∫ +∞

−∞

ϕ(x) ln

(
ϕ(x)

ϕ(g(x)

)

dx, on obtient bien :

K(f, ϕ) >

∫ +∞

−∞

ϕ(x) ln

(
ϕ(x)

ϕ(g(x)

)

dx+

∫ +∞

−∞

ϕ(x)
(
− g′(x) + 1

)
dx

7. On réalise pour �nir une intégration par parties pour transformer l'intégrale

∫ +∞

−∞

ϕ(x)
(
− g′(x) + 1)

)
dx ; soient A > 0 et B < 0, dans

∫ A

B

ϕ(x)
(
− g′(x) + 1

)
dx, on pose :

u(x) = ϕ(x) −→ u′(x) = −xϕ(x)

v′(x) = −g′(x) + 1 −→ v(x) = x− g(x)

Les fon
tions u et v sont de 
lasse C1
sur R, don
 par intégration par parties :

∫ A

B

ϕ(x)
(
− g′(x) + 1

)
dx =

[

ϕ(x)
(
x− g(x)

)]A

B
+

∫ A

B

ϕ(x).x
(
x− g(x)

)
dx

où, de façon analogue au travail réalisé à la question 4. : ϕ(A)
(
A − g(A)

)
∼

A→+∞

A2

2
ϕ(A) et

ϕ(B)
(
B − g(B)

)
B

B→−∞
ϕ(B).

Comme les intégrales

∫ +∞

−∞

xϕ(x)dx et

∫ +∞

−∞

x2ϕ(x)dx, le 
ritère né
essaire de 
onvergen
e assure

que lim
A→+∞

ϕ(A)
(
A− g(A)

)
= 0 = lim

B→−∞
ϕ(B)

(
B − g(B)

)
.

Le passage à la limite dans l'égalité pré
édente lorsque A → +∞ et B → −∞ est don
 possible et

donne : ∫ +∞

−∞

ϕ(x)
(
− g′(x) + 1)

)
dx =

∫ +∞

−∞

ϕ(x).x
(
x− g(x)

)
dx

(la 
onvergen
e de l'intégrale de gau
he assure la 
onvergen
e de 
elle de droite).

Il reste à voir que :

∫ +∞

−∞

ϕ(x) ln
( ϕ(x)

ϕ(g(x))

)

dx =

∫ +∞

−∞

ϕ(x). ln(e−x2/2 × eg(x)
2/2
)
dx =

∫ +∞

−∞

ϕ(x).
(
− x2

2
+

g(x)2

2

)
dx

Et don
, en reprenant l'inégalité obtenue à la question 6., et par linéarité de l'intégrale :

K(f, ϕ) >

∫ +∞

−∞

ϕ(x).
(
− x2

2
+

g(x)2

2
+ x2 − xg(x)

)
dx

⇐⇒ K(f, ϕ) >

∫ +∞

−∞

ϕ(x).
(x2

2
+

g(x)2

2
− xg(x)

)
dx =

1

2

∫ +∞

−∞

ϕ(x).
(
x− g(x)

)2
dx

⇐⇒ 2K(f, ϕ) > E
(
(X − Y )2

)
CQFD

⋆⋆⋆ FIN DU SUJET ⋆⋆⋆

10 ©


