MATHEMATIQUES I - ESSEC E 2006

Proposition de corrigé par David Meneu

Lycée Champollion - Grenoble, pour Mw’o@-ﬁe??w

Notation introduite par 1’énoncé : si a et b sont deux nombres réels, on désigne par a A b le plus

petit de ces deux nombres. Toutes les variables aléatoires considérées sont définie sur un méme espace
probabilisé (€2, , F, P).

Probléme 1 : Distance en variation et couplage.

Partie I : Distance en variation.

Dans cette premiére partie on considére un ensemble discret K dont on suppose qu’il est soit fini
soit égal & N tout entier. A désigne I'’ensemble de toutes les parties de K.
Soient P et ) deux lois de probabilité sur K. Pour tout k& € K, on pose p, = P({k}) et g = P({k}).

Alors pour tout k € I, pp = 0 et Z pr = 1. Tout probabilité P est entiérement déterminée par la
kek
donnée de (pi)rexc puisque pour tout A € A, P(A) = Zpk.
keA

Lorsque K est fini, on définit la distance en variation entre les probabilités P et () par :

i) DPQ=3Y I ~al

kek

1. Lorsque K = {0;1} :

(\Q1—p1|+|p1—(h\) = [p1—aq

N | —

(Kl_pl)_(1—(]1)|+|p1—q1|) =

DO | —

(lpo—qo| +Ip1—a1]) =

N | —

D(P,Q) =

puisque 'univers se réduit a deux issues, contraires 'une de ’autre.
2. Lorsque L = N : pour tout k € K =N, [pr — q| < |pe| + | — @] = pr +
d’aprés I'inégalité triangulaire, et puisque py et g sont positifs. Mais les séries Z Pr et Z qr sont

k>0 k>0
alors convergentes et de somme totale 1, donc la série Z(pk + qi) converge; par comparaison de
k=0
séries a termes positifs, on en déduit que la série Z |pr — qr| est également convergente.

k=0
On peut donc étendre la définition de la distance en variation donnée par (i) au cas o K = N.

3. Pour tout événement Ade A: 0< P(A) <1let —1<—-Q(A) <0, donc par sommation membre
a membre des deux inégalités :

1< P(A) - Q(A) <1 < 0<|P(A) - Q(A) <1

4. Soit Ae A:

’Z(pk—%)’ +’Z(pk _Qk)’ = ’Zpk _ZQk’ +’Zpk —Z%’ = }P(A) —Q(A)’ + ’P(X) —Q(Z)’
keA a keA keA

k€A kecA kecA



=|P(A) = Q(A)| + [1 = P(A) — (1 — Q(A))]
= |P(A) = Q(A)| + |Q(A) — P(A)]
=2|P(A) — Q(A)]

5. En remarquant alors que :

Q)= Ipk—al =D Ipe — al + Y I — ]

ke keA kez

L’inégalité triangulaire intervient alors pour qu’on puisse écrire :

2|P(A) - }—)Zpk—qk)+‘2pk—%) Z|pk—Qk|+Z|Pk—Qk’—2D(PQ)
keA keAd
Ce qui donne bien en effet : (ii)) VAe A, |P(A)—Q(A)| < D(P,Q).

6. Soit Ay = {k’ kel etq > pk} alors Ay = {k’ kel etqg< pk} done :
pour tout k € Ay, (pr — qx) <0 et pour tout k € Ay, (pg — qr) > 0, et :

2|P(40) = QA0 = | e = a0)| + | - i — )| = = D (o~ + Y s — )

keAg keAgy keAg keAy
= =@l + D> I — @l =D ok — @l = 2D(P,Q)
k€A kedy kek
et on a bien montré que Ay réalise 1'égalité : ’P(AO) — Q(Ay)| = D(P,Q).

7. La partie Ag est trés pratique dans cette question, puisque : Vk € Ag, pr A qp = pi, et Vk €
Ao, P N @ = qi; on peut donc écrire :

Zpk/\Qk Zpk/\Qk+Zpk/\Qk—Zpk+ZQk— (Ao) + Q(Ay)
kek keAp keAg keAo keAg
= P(Ag) +1 - Q(4g) = 1 + (P(4) — Q(A))

Or: P(Ay) —Q(Ay) = > (pr — qx) < 0 puisque pour tout k € Ay, g = pg, donc :
k€A

P(Ap) — Q(Ap) = —’P(AO) — Q(AO)} = —D(P,Q), et on peut donc réécrire ce qui précéde sous la
forme :

Y mAar=1-DP.Q) < DP,Q)=1-> pAa

kek kek
8. Soit (X, Y’) un couple de variables aléatoires tel que X est de loi P, et Y est de loi ), ce qui signifie :

VEe L, P(X=k)=pr et PY =k)=q.

Considérons I'événement :  [X =Y = U (X =k N[Y =k
ek

L’union étant disjointe, il vient : P(X =Y) = > P([X = k] N[Y = k]), ol on ne sait pas calculer
kek
P([X = k] N[Y = k]) ; par contre, on peut écrire :

Pour tout k € K, [X =k|N[Y =k C[X =Fk|et [X =k]N]Y =k| C[Y = k|, donc par croissance
de la probabilité :

P([X =kNY =k]) <pr et P(X=KNY =k)<qg = P(X=KNY =£k)<pAq
Et ainsi, par sommation de cette derniére inégalité :

PX=Y)<Y peAgp < 1-Y <1-P(X=Y) < DP,Q)<P(X#Y)
kel kel



Partie II : Couplage Binomiale-Poisson

Soit n € N*, et A € R% tel que A <n.

1. Soient Y7,...,Y, n variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Poisson de paramétre \/n.
On sait alors, d’apreés le cours, que Y; suit encore une loi de Poisson dont le paramétre est la somme

des paramétres des Y;, soit : n x — = A.
n

2. La fonction f: 2+ 1— (1 —x)exp(x) est bien définie et dérivable sur [0, 1], avec :
Ve € [0,1], f'(z) =0—(=1).exp(z) — (1 — z).exp(z) = xexp(z) > 0, donc f est croissante sur
[0, 1], et ainsi :

Ve e 0,1, f(0) < f(z) < f(1) = 0< f(z) <1, CQFD

Soient Uy, ..., U, n variables aléatoires indépendantes, de méme loi de Bernoulli de paramétre f(A/n).
On suppose que les variables Uy, ..., U, sont indépendantes des variables Y;,...,Y,, de la question
IT.1.

Pour i € {1,...,n}, on pose X; =0si U; =Y; et X; = 1 sinon.

3. Par définition, z;(2) = {0,1} donc X; est une variable de Bernoulli, et son paramétre est :
PX;=1)=PU;#Y,))=1-P(U; =Y, =0)=1—P(U; =0) x P(Y; =0) puisque U; et Y; sont
indépendantes.

Au vu des lois suivies par Uy et Y; :  P(U; =0) =1— f(A\/n) = (1 - é)'e)\/n ot P(Y; = 0) = e Mn,
n

donc : PX;=1)=1- (1 — i) W eMn x em AN — i

n n

n

La variable aléatoire ZXi est alors la somme de n v.a.r. de Bernoulli indépendantes (car X; ne
i=1

dépend que de Y; et U;, qui sont indépendantes de toutes les autres variables aléatoires de ces deux

A A
familles), de méme probabilité de succés — : elle suit donc la loi binomiale de paramétres (n, —).
n n

4. Pour tout ¢ € {1,...,n}; puisque X; est une variable de Bernoulli, et Y; est une variable de Poisson :
(X =Y = (i =0 n[Y;=0)) U([X;=1]n[Y;=1])

ou: [X;=0]= [
et: [X;=1]N ]
puisque ([U = 1 =

= 0[N [¥i = 0], done [X; = 0] N [Y; = 0] = [U; = 0] N [Y; = 0],
= ([U: £ 0JU Y?'éo]) Yi =
1]) C [¥; = 1], donc :

X = Y] = ([ = 0] N [Y; = 0)) U[Y; = 1]

par union disjointe et indépendance de U; et Y;, on obtient :

A A A A
PX;=Y,)=PU=0)xPY;=0)+P(Y,=1)= (1-=).eMme Mt e =1-Z4Z e

n n n o n
L’inégalité classique :  Vz € R, 142 < exp(x) vient de la convexité de exp sur R, dont la courbe est
donc entiérement située au-dessus de chacun de ses tangentes, en particulier celle au point d’abscisse
0 qui a pour équation : y = exp/(0).(x —0) + exp(0) <= y=x+ 1.

A AA A A A A2

Elle donneici: e M*>1-51 «— 1——+—.e‘””>1——+—.(1——):1——2,donc:
n n o n n o n n n
A2 A2 A2



n

5. L’inclusion évidente : ﬂ [ZX Z Y} donne par passage au complémentaire :

i=1 i=1

[gXZ¢gYZ]CQ[T<:> [ZX #ZY} L_Jl)( £ Y]]

La propriété de croissance de la probabilité donne alors en effet :

(30 5w) < P(Up 1)

6. L’inégalité classique pour deux événements A et B :
P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(AN B) < P(A) + P(B) se généralise ici en :
N——

=0
n n )\2 2

A
P< X, Y) P(X; £, 22 Papes 4.
Ui #70) € 3P0 43 € 302 = 2, g
Comme E X; suit la loi B(n, )\/n) et E Y; suit la loi P(A) : le résultat de 1.8. s’applique pour
i=1 i=1
donner :
D(B(n, A ( X, Y) - FD
(B(n, A/n), P L:J # ~oQ

2
7. L’encadrement : 0 < D(B(n,A/n), P(N)) < % donne lim D(B(n,A/n),P())) = 0.

n—r+oo
Ce résultat redonne la convergence en loi de la loi B(n, A/n) vers la loi P(A), en effet :
Si Z < P()) et si Z, — B(n,A/n) pour tout n € N*, alors :
pour tout k € N, 0 < |P(Z, = k) — P(Z = k)| < 2D(B(n, A/n),P())) donc toujours par encadre-

ment :

VkeN, lim |[P(Zy=k)—P(Z=k)|=0 < VkeN, lim P(Z,=k)=P(Z=k)

n—-+o0o n—-+o00

Probléme 2 : Couplage exponentielle-normale

Dans ce probléme, X — N(0,1) a pour densité ¢ et pour fonction de répartition .

e sizx>0
On note f une densité de la loi exponentielle de paramétre 1 :  Vzx € R, f(z) = )
0 siz<0

On définit également, pour tout z € R:  g(z) = —In (1 — ®(z)) et Y = g(X).

On admet que X posséde des moments de tout ordre.

Partie I : Quantiles gaussiens

1. La fonction ® est de classe C! sur R et a pour dérivée la fonction ¢ : z e /2 qui est

1
V2T
strictement positive sur R : ® est donc continue, strictement croissante sur R; et comme toute

fonction de répartition, elle vérifie lim ®(z) = 0 et lirf ®(z) = 1, donc d’aprés le théoréme
T——00 T—r1+00

éponyme, ® réalise une bijection de R dans 0, 1[. On note ®~! sa bijection réciproque.



2. Conséquence de ce qui précéde : pour tout z € R, 0 < ®(x) < 1, donc 0 < 1 — P(z) < 1 et

In(1-®(z)) <0 < —In(1—®(z)) >0, ce qui assure que Y = g(X) est une variable aléatoire

a valeurs positives.

On en déduit que :  Va €] —00,0], Fy(z) = P(Y < x) = 0.

Pour tout z > 0 :

Fy(z)=P(Y <2)=P(-In(1-®(X)) <z) =P(In(1 - (X)) > —2) =P(1 - (X) > ")
par stricte croissance et bijectivité de exp de R dans |0, +-00|
=P(l-e"20X))=P(@'(1-¢")>X)
par stricte croissance et bijectivité de ® de R dans |0, 1[ qui contient 1 — e=* pour tout z > 0

=P(X<P'(1-e™)=0(@ ' (1-e")=1—¢€"

0 siz <0
Bilan : Vz € R, Fy(z) = , et on reconnait la fonction de répartition de la loi
1—e™ siz>0

exponentielle de paramétre 1, loi que suit donc Y.

+oo
3.a) Pourtout z >0: 1—®(z)=P(X >z)= / o(t)dt.

A
t
Soit alors A > x; on réalise une intégration par parties dans l'intégrale / %dt, en posant :
u(t) = p(t) = /2y Wt = — L2 = _p(t)
V2T V2T

1 1

Les fonctions u et v sont de classe C! sur ]0, +o0c[, donc par intégration par parties :

/:%dt: [—@}A—/:g)(t)dt:—$+@—/j¢(t)dt

V'(t) =

t T i
R h, (A e e
Lorsque A tend vers +oo : lim ¢(A) = 0 donc lim ——= = 0; l'intégrale (t)dt
A—+00 At A =
converge et vaut 1 — ®(z).
t
Pour tout ¢t > z : 0 < % < —p(t), donc d’aprés ce qu'on vient de dire, par comparaison
x

T (1)

d’intégrales de fonctions continues, positives, t—th converge. On peut donc passer a la

limite quand A tend vers +o0o dans la formule d%:intégration par parties, et on obtient ainsi :

Va > 0, /mm%dt:@—/;wcp(t)dt — 1—@(33):@—/;%%“

b) Démontrons I'une aprés I'autre les deux inégalités demandées :

t
e Pour tout = > 0 : sur [z;+oo[, la fonction ¢ — KQ) est continue et positive, d’intégrale

convergente sur cet intervalle. La propriété de positivité de I'intégrale assure alors que pour

+o0 t
tout z > 0 : / (p()dt>0, et donc :

t2

Vo >0, 1-®(z) = M—/W P04 < 2Dy p1-a@) < pla) > zl=2@)

T 12 X p(z)>0 QO(.T)



x
1
27

e Suivons pour la minoration, 'indication de I’énoncé : pour tout = > 0 et tout ¢ € [z, +-00],
t

t >
donc t* > ® par croissance de la fonction cube sur R ; on en déduit : V¢ € [z, +oo], — >
T

en divisant les deux membres a la fois par 23 > 0 et par 2 > 0.

Et comme ¢ est strictement positive sur R :

Vo >0, Vt € [z, +o0], LA —.tp(t)

“+oo
. , . ¥
Les fonctions concernées sont continues sur [x,4o00[. On a vu que / %dt converge ;
x

“+o0o
I'intégrale / to(t)dt converge également, on peut méme la calculer explicitement :
oo [ 1 2914 1 2 2
— lim — 220, _ 1 _[_ —t/z] L e (%2 —a?)
/m to(t)dt ALITOO \/%/x t.e dt ALITOO NGr: e ’ Agrfoo 27r( e +e )

1 _$2/2

V- p(x)

On peut donc appliquer la propriété de croissance de l'intégrale (les bornes sont dans ’ordre
croissant), qui donne :

Vo >0, /+OO— _/+°° dt:)@—lJr@() icp(ac)

— ;go( )<1—?)<1—<I>(:17) —1- =

Et on a bien démontré Pencadrement :  (E£) 1- — < ) <1 pour tout z > 0.
x o(x
L’encadrement précédent et le fait que hrf 1 —— =1-0=1, donnent sans difficulté, d’apres
T——+00 X

le théoréme du méme nom :

a1 0(x) 1) B @)
sl Wl o A o(@) =l = 1-00@) ~ =

1 1
Pour tout réel z > 1: — <1 <= 1— — > 0, donc on peut appliquer la fonction In, croissante

x x
sur R, aux trois membres de (E), pour obtenir :

In (1 + %) <In (W) <0 <= In (1 — %) <In(z) +1In (1 — @(z)) — In(p(z)) <0

]_ 2 ]_ .1'2

Comme In (1 — ®(x)) = —g(x) et In(p(x)) = ln(—e‘”‘*’ /2) = ——1In(27) — —, on a bien

(1= @) = ~gle) ot ln(p(x) = (= S In(2m) - %
obtenu : ,

Vo > 1 ln(l——) < In(z) —g(x)+—ln(27r)+% <0
En divisant les trois membres par 2 > 0, on obtient :
1 1 In(z) g(z) 1 1
Vo > 1, ﬁln(1—ﬁ) <—r - T+ e +5 <0

1 1
Comme lim —In (1 — —) = 0xIn(1) =0, le théoréme d’encadrement assure & nouveau que :
z—+oo 12 x?



1 1 1
aﬁl—H—oo nx(j) — % + ﬁl (2m) + 5= 0; or J:l—1>I—il:loo n{i;c) = (0 par croissances comparées, et
mgrfoo o2 In(27) = 0, donc
glx) 1 _og(x) 1 g(x) a’
1 — =24+ —_=0 << 1 = 1 =t =1 ~ —
J:—1>I-ll:loo ,jL’2 _'_ 2 O a:—1>r—|I—100 €T 2 xr——+00 Jj‘z (SL’) r——+00 2
2

Partie II : Inégalité de transport

On définit une application h sur [0, +oo[ par :  h(t) = tIn(t) — t + 1 pour tout ¢ > 0, et h(0) =
1. La fonction h est d’abord dérivable, donc continue sur |0, +0o[ comme somme et produit de fonctions
de référence qui le sont.

De plus :  lim ¢In(¢) = 0 par croissances comparées, donc lim ¢In(t) =t +1=0—-0+1 = 1, soit :
t—0+ t—0+

lim h(t) = h(0); la fonction h est donc également continue en 0, donc sur [0; +00].
t—0

1
YVt >0: h'(t)=1><ln(t)+t><;—1+O:1n(t)

(on reconnait en fait en A une primitive de In sur |0, +o0o[). Le tableau de variations de h est donc le
suivant :

t 0 1 +00
W) | -0 +
—+00
ho| 1 ~ /
0

Pour tout ¢ >0: h(t) =t(In(t) — 1) + 1, o tligrn In(t) — 1 = +oo donc lim h(t) = +oc.
—+o00

t—+00

D’aprés le tableau, I'intervalle-image de [0, +oo[ par la fonction continue h est bien [0, +o0.

Sous réserve qu’elle converge, on note K(f, ) la valeur de l'intégrale / @(m)h(%)dx.
o o(z

+o0

On désire vérifier I'inégalité (dite de transport) suivante :
(iv)  E((X -Y)*) <2K(f,¢)

2. Comme on l'a déja vu : la fonction ® est dérivable sur R, a valeurs dans ]0, 1, donc z +— 1 — ®(x)
est dérivable sur R, a valeur dans ]0, 1] encore, sur lequel In est dérivable : par composition,

g: @+ —In(1— ®(z)) est bien définie et dérivable sur R, et :

0-¥(1)  olo)
1—®(z) 1—d(x)

Ve eR, ¢(x)=—

donc: Vz eR, g’(x).f(g(x)) = ﬂ.eln(k@(x)) = ﬂ X (1 - <I>(x)) = p(z).

1—®(x) 1—®(x)
3. Examinons plus précisément la fonction x — p(z h(M)
o(z)
Pour tout z €] — 00, 0] : ;];Eg = 0, donc ¢(x). (%) = p(z) x 1.



0 0
1 1
[’intégrale / o(z)dz converge (et vaut 5), donc / @(x).h(f—)dx converge (et vaut 3 aussi).

- o p()

Pour tout z €0, +00] :

go(x)h(%) — o(z) x [f(:b’) ln(f(x)) ~ J(@) +1} = f(z).In (\/%.ef:v+m2/2) ~ (@) + o(2)

= (51n() — 1).7(2) — () + 5.0 (@) + o(2)

+oo +oo +o0o
Chacune des intégrales / f(z)dx, / zf(z)dx, / 2% f(x)dx converge d’aprés le cours qui
0

0 0
garantit I'existence de I'espérance et de la variance, donc du moment d’ordre 2 d’une loi exponentielle
dont f est une densité.

+oo +o0
L’intégrale / @(x)dz converge également, donc / o(x).In (%)dx converge.
0 0 p\r
: e f@)N, -
Finalement, o(z). In o) dz = K(f, ) est bien convergente.
oo o(x

Au vu des calculs précédents, on est amené a écrire :

K(f, @)= /+OO o(x)In (M>dx = /0 o(z).h(0)dz + /0+00 o(x) X [f(x; In (f(x)) pAC) + 1} dx

—o0 p(z) o0 plz) \p(z)/ p(o)
0 +00 f(x)
= xder/ )ln({—=) — f(x) + ¢(z)|dz
| @i [ [@m (£5) 2@ +ew)
o (F@ [ "
= flx)In (——=|dz — xd:p+/ o(x)dx
@ ()= [ s@de s elo)
+o0 +oo
Or f est une densité de probabilité nulle sur | — oo, 0], donc (x)dz = f(z)dz =1 qui
0 —00
+o0
est aussi la valeur de / (x)dz, les deux derniére intégrales se compensent donc.

On souhaite alors poser le changement de variable x = g(u), et pour cela on compléte I’étude de g
sur son domaine R :

p(u)
R, ¢'(u) =
Vu e R, ¢'(u) T~ o)
croissante sur R.
Deplus: lim 1—®(u)=1-0,donc lim —In(1—®(u)) =0= lim g(u).
U——00 U——00

U— —00

< 0 puisque p(u) > 0et 1 —P(u) > 0; la fonction g est donc strictement

lim 1—®(u)=1—-—1=0" (®(u) < 1 pour tout u de R), donc :

uU—>—+00
lim —1 — = lim —In(X) = = 1 .
Jim —1n (1—®(u)) Jim, n(X) = +oo uirfwg(u)

D’aprés le théoréme éponyme, la fonction g réalise donc une bijection de | — oo, +oo[ dans |0, +o00].
On peut donc poser z = g(u) :  dz = ¢'(u)du, et :

K(f, o) = i Oof(ac) In (%)dx = / Oof(g(u)) In ((‘ZEZEZ;%) g (u)du

- /_+OO g'(u) x f(g(u)) In (f(g(u>)> du  CQFD

(. >
o0

=p(u)



+oo
4. Montrons que l'intégrale / o(z)(z — g(az))2dx converge : la fonction z — p(z)(z — g(a:))2 est

continue, positive sur R comme produit de fonctions continues sur R.
e Au voisinage de —oo : lim g(z) = 0, donc ¢(z)(z — g(x))2 ~ z%p(x) : comme 'énoncé
T——00 T——00
0
le rappelle au début de ce probléme, I'intégrale / 2*p(z)dz converge ; par comparaison d’inté-
0 — 0o
grales de fonctions continues, positives, / o(z)(z — g(x))2dx converge.
. o 2 xt
e Au voisinage de 00 : g(z) ~ 5 d’apres 3.d), donc ¢(z)(z — g(z))” ~ p(z) X T

T—+400 T—+400

“+o0o
Or / ¢(z)x*dz converge (toujours d’aprés le préambule), donc par comparaison d’intégrales
0

+oo
de fonctions continues, positives : / o(z)(z — g(:v))zd:c converge.
0

Finalement, / o(z)(z — g(r)) dz = /

—00 — 00

+o00 0

o(z)(z — g(x))de + /0 N o) (z — g(x))de converge.

Or, d’apreés le théoréme de transfert : (X —Y)? = (X—g(X))2 admet une espérance si et seulement

+oo
si I'intégrale / o(z)(z — g(x))2dx est (absolument) convergente, ce qui est bien le cas! Et :
2 - 2
E(X -Y)?) =/ p(2)(z — g(x)) da
+oo
5. Montrons que I'intégrale / ¢(z)(1 = ¢'(z))dz converge :
iy PR 2 ) 0 _
e Au voisinage de —oo : ¢'(r) = ———— tend vers = 0 lorsque x tend vers —oo, donc
— O(x) 1-0
0
lp(z)(1 = ¢'(x))] ~ (). Or / p(x)dz converge, donc par comparaison d’intégrales de
T——00 oo
0
fonctions continues, positives, 'intégrale ¢(z)(1 — ¢'(z))dz est absolument convergente.
. p(@)
e Lorsque x tend vers +oo : on a vu en 3.c) que 1 — ®(x) N
r—+o0o0 I
done P~ (o)~ @ et o)1 g lela) ()| = mele).
1 — q)(;(;) Tr—+00 ’ r— 400

“+oo
Or / xp(x)dz converge, donc par comparaison d’intégrales de fonctions continues, positives,
0

+oo
/ ¢(2)(1 — ¢'(z))dz est absolument convergente.
0

Finalement,/ go(x)(l—g’(x))dx:/

— 00 —00

+o0 0

e(z)(1 —g'(x))der/O h ¢(z)(1—¢'(z))dzdz est conver-

gente.

6. On repart ici du résultat de la question 3. :

N R (I AT P




Or une inégalité de concavité donne :  Vu > 0, In(u) < u;. En effet, la fonction In est concave sur
R?, , donc sa courbe se situe entiérement au-dessous de n’importe laquelle de ses tangentes, notamment
cete au point d’abscisse 1, qui a pour équation : y=1In'(1).(z — 1) +In(l) <= y=z—1.

Or pour tout z € R, ¢'(x) > 0 donc on peut écrire :
Ve €R, In(¢'(z)) <g(z) -1 <= —p(z)In (¢ (z)) > o(z)(— ¢ (z) +1).

Les fonctions concernées sont continues, d’intégrales convergente sur R, donc par croissance de I'in-
tégrale :

[ e @)z [ e)(- g+

o()
©(g(z)

+oo

En ajoutant aux deux membres 'intégrale / o(z)In ( ) dx, on obtient bien :

—00

—+00

¢(z)In (@f;f;)) dr + /_:o o(z)( = g'(z) +1)dz

. On réalise pour finir une intégration par parties pour transformer l'intégrale

K(f,w)>/

—00

oo A
/ ¢(z)(—g¢'(z) +1))dz; soient A >0 et B < 0, dans /B ¢(z)( — ¢'(z) +1)dz, on pose :
u(z) = ¢() — u(2) = =wp(r)

V() =—g'(x) + 1 — () = v = g(2)

Les fonctions u et v sont de classe C! sur R, donc par intégration par parties :
A

[ @) (~g @+ ar = [pla o] + [ el ale o)

B B

ou, de facon analogue au travail réalis¢ & la question 4. 1 (A)(A — g(A))

#(B)(B—g(B)) B _&(B).

+oo “+o00

Comme les intégrales / xo(x)dz et / 2*p(x)dr, le critére nécessaire de convergence assure

aue lim_p(A)(A—g(4)) = 0= Tim_p(B)(B - a(B)).

Le passage a la limite dans 1’égalité précédente lorsque A — +o0o et B — —oo est donc possible et
donne :

400 +00
/ p(@)(—¢'() +1))dz = / o(z).z(z — g(z))dx

[e.e] —00

(la convergence de I'intégrale de gauche assure la convergence de celle de droite).

Il reste & voir que :

/+OO o(x) ln( () )dx - /:LOO (). 111(6’12/2 X eg(x)2/2)dx = /+00 @(x)( — %2 + g(;)Q)dx

- w(g()) - o
Et donc, en reprenant I'inégalité obtenue a la question 6., et par linéarité de I'intégrale :
+oo 1,2 g(x 2
k() > [ oo (=5 + E b g
+o0o {L‘2 g(x 2 1 +o00 9
= KUz [ e+ B @)= 5 [ - o)

= 2K(f,9) = E(X-Y)?)  CQFD
*%% FINDUSUJET k%%
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