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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Dans tout le sujet :

� On désigne par n un entier naturel, au moins égal à 2.

� X est une variable aléatoire à valeurs dans un intervalle ]0, α[, où α est un réel stri
tement positif.

On suppose que X admet une densité f stri
tement positive et 
ontinue sur ]0, α[, et nulle en

dehors de ]0, α[.
� On note F la fon
tion de répartition de X .

� X1, X2, . . . , Xn est une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes et de même

loi que X .

On admet que toutes les variables aléatoires 
onsidérées sont dé�nies sur le même espa
e probabilisé

(Ω,A,P).

I - Lois des deux plus grands

On dé�nit deux variables aléatoires Yn et Zn de la façon suivante.

Pour tout ω ∈ Ω :

� Yn(ω) = max
(
X1(ω), . . . , Xn(ω)

)
est le plus grand des réels X1(ω), . . . , Xn(ω) ;

� Zn(ω) est le "deuxième plus grand" des nombres X1(ω), . . . , Xn(ω). Lorsque la plus grande valeur
est présente plusieurs fois, Zn(ω) et Yn(ω) sont égaux.

1. Loi de Yn.

Soit Gn la fon
tion de répartition de Yn.

a) Pour tout réel x : l'événement [Yn 6 x] est réalisé si et seulement si les n variables aléatoires de

l'é
hantillon dont on a pris le maximum, prennent elles-mêmes 
ha
une une valeur inférieure ou

égale à x, soit :

∀x ∈ R, [Yn 6 x] =

n⋂

i=1

[Xi 6 x]

et par indépendan
e mutuelle des (Xi)16i6n :

∀x ∈ R, Gn(x) = P(Yn 6 x) =
b∏

i=1

P(Xi 6 x) = F (x)n

puisque les (Xi)16i6n suivent la même loi, 
elle de X .

b) Comme X est une variable à densité : la fon
tion F est don
 
ontinue sur R et de 
lasse C1
sur

R sauf peut-être en un nombre �ni de points.

Lorsqu'on multiplie n fois par elle-même 
ette fon
tion, 
es 
ara
téristiques sont 
onservées par

produit : Gn est don
 elle-même 
ontinue sur R, de 
lasse C1
sur R sauf peut-être en un nombre

�ni de points.

On en déduit que Yn est une variable à densité ; une densité gn de Yn est obtenue par dérivation

de Gn sur R sauf peut-être en un nombre �ni de points :

G′
n(x) = n.F ′(x).F (x)n−1 = n.f(x).F (x)n−1

est une formule valable partout où F est de 
lasse C1
, mais on peut en fait dé�nir

gn : x 7→ n.f(x).F (x)n−1
sur tout R 
omme densité de Yn.
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) D'après 
e qui pré
ède : la densité gn de Yn est, 
omme f , 
ontinue sur ]0;α[, nulle en dehors de

]0;α[, et :

∀x ∈]0;α[, |x.gn(x)| = n.x.f(x).F (x)n−1 6 n.α.f(x) puisque 0 < x < α et 0 6 F (x) 6 1

(F est une fon
tion de répartition).

La 
onvergen
e de l'intégrale

∫ α

0

f(x)dx (qui vient du fait que f est une densité) assure alors,

d'après le théorème de 
omparaison des fon
tions positives et 
ontinues, que l'intégrale

∫ +∞

−∞

x.gn(x)dx =

∫ α

0

x.gn(x)dx est absolument 
onvergente, don
 que Yn admet une espéran
e.

2. Loi de Zn.

Soit Hn la fon
tion de répartition de Zn.

a) Soit x un réel.

i. Soit ω ∈ Ω : Zn(ω) 6 x si et seulement si le deuxième plus grand des n réelsX1(ω), X2(ω), . . . , Xn(ω)
est inférieur ou égal à x : 
ela signi�e bien que les n−1 valeurs les plus petites de l'é
hantillon

sont inférieures ou égales à x. La plus grande peut aussi l'être, don
 en e�et : Zn(ω) 6 x est

vrai si et seulement si au moins n − 1 des n éléments X1(ω), . . . , Xn(ω), sont inférieurs ou

égaux à x.

On en déduit que :

[Zn 6 x] =

n⋃

k=1

(⋂

i 6=k

[Xi 6 x] ∩ [Xk > x]
)

∪
( n⋂

i=1

[Xi 6 x]
)

ii. L'union pré
édente est disjointe ; 
omme les (Xi)16i6n sont mutuellement indépendantes et

de même loi :

∀x ∈ R, P(Zn 6 x) =
n∑

k=1

∏

i 6=k

P(Xi 6 x)× P(Xk > x) +
n∏

i=1

P(Xi 6 x)

=
n∑

k=1

F (x)n−1.
(
1− F (x)

)
+ F (x)n = n

[
1− F (x)

]
.
[
F (x)

]n−1
+ F (x)n

b) Sous 
ette forme : la fon
tion Hn est 
ontinue sur R, de 
lasse C1
sur R sauf en un nombre �ni

de points, puisque 
'est le 
as de F .

La variable aléatoire Zn est don
 une variable à densité, et une densité hn de Zn est dé�nie sur

R, sauf peut-être en un nombre �ni de points, par :

hn(x) = H ′
n(x) = n.

[
− F ′(x)

]
.
[
F (x)

]n−1
+ n

[
1− F (x)

]
.(n− 1).F ′(x).

[
F (x)

]n−2
+ n.F ′(x).F (x)n−1

=
[
− n.F (x) + n(n− 1).

(
1− F (x)

)
+ n.F (x)

]
.f(x).

[
F (x)

]n−2

hn(x) = n(n− 1).f(x).
[
1− F (x)

]
.
[
F (x)

]n−2

et 
ette formule peut être utilisée pour tout réel x pour dé�nir une densité hn de Yn.

3. Simulation informatique.

On suppose que l'on a dé�ni une fon
tion S
ilab d'en-tête fun
tion x = simulX(n) qui retourne

une simulation d'un é
hantillon de taille n de la loi de X sous la forme d'un ve
teur de longueur n.

La fon
tion suivante généralise 
elle, plus 
lassique de la re
her
he du plus grand élément d'un

ve
teur : les deux premiers éléments de la liste servent de valeur de référen
e, le premier test permet

d'a�e
ter le plus grand 
omme valeur initiale de y, et le se
ond 
omme valeur initiale de z.
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Puis 
haque valeur suivante du ve
teur X est examinée : si X(k) est supérieure à y, alors on a trouvé

un nouveau maximum relatif : il devient la nouvelle valeur de y, et l'an
ienne valeur de y devient le

nouveau deuxième plus grand. Une autre possibilité est que z < X(k) 6 y, auquel 
as X(k) devient

le nouveau deuxième plus grand, le maximum restant in
hangé. Sinon X(k) 6 z, auquel 
as rien ne


hange.

1 fun
tion [y,z℄ = DeuxPlusGrands(n)

2 X = simulX(n)

3 if X(1) > X(2) then

4 y = X(1); z = X(2)

5 else

6 y = X(2); z = X(1)

7 end

8 for k = 3:n

9 if X(k) > y

10 z = y; y = X(k)

11 else

12 if X(k) > z then

13 z = X(k)

14 end

15 end

16 end

17 endfun
tion

4. Premier exemple : loi uniforme.

On suppose dans 
ette question que X suit la loi uniforme sur ]0;α[.

a) Une densité f de X est alors dé�nie par : ∀x ∈ R,







1

α
si 0 < x < α

0 sinon

, et la fon
tion de

répartition F est dé�nie par : ∀x ∈ R, F (x) =







0 si x 6 0

x

α
si 0 < x < α

1 si x > α

.

D'après les formules pré
édentes, une densité gn de Yn est alord dé�nie par :

∀x ∈ R, gn(x) = n.f(x).
[
F (x)

]n−1
=







n

α
.
(x

α

)n−1

si 0 < x < α

0 sinon

Une densité hn de Yn est, elle, dé�nie par :

∀x ∈ R, hn(x) =







n(n− 1)

α
.
(
1−

x

α

)
.
(x

α

)n−2

si 0 < x < α

0 sinon

b) La variable aléatoire Yn admet, 
omme on l'a déjà prouvé, une espéran
e. Celle-
i est obtenue via

la formule :

E(Yn) =

∫ +∞

−∞

x.gn(x)dx =
n

αn

∫ α

0

xndx =
n

αn
.
[ xn+1

n+ 1

]α

0
=

n.αn+1

(n+ 1).αn

soit : E(Yn) =
nα

n+ 1
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Il est 
lair que par une argumentation similaire à 
elle donnée pour Yn, la variable aléatoire Zn

admet elle aussi une espéran
e dé�nie par :

E(Zn) =

∫ +∞

−∞

x.hn(x)dx =
n(n− 1)

α

∫ α

0

x
(
1−

x

α

)
.
(x

α

)n−2

dx

=
n(n− 1)

α
.
( 1

αn−2

∫ α

0

xn−1dx−
1

αn−1

∫ α

0

xndx
)

=
n(n− 1)

α
.
( 1

αn−2

[xn

n

]α

0
−

1

αn−1

[ xn+1

n+ 1

]α

0

)

=
n(n− 1)

α
.
(α2

n
−

α2

n + 1

)

=
n(n− 1).α2

αn(n+ 1)
=

(n− 1).α

n+ 1

5. Deuxième exemple : loi puissan
e.

On suppose dans 
ette question que la densité f est donnée par : f(x) =







λ
xλ−1

αλ
si x ∈]0;α[

0 sinon

où λ est une 
onstante stri
tement positive.

On dit que X suit la loi puissan
e de paramètres α et λ.

a) i. La fon
tion f est positive sur R tout entier ; elle est 
ontinue sur ]0, α[ puisqu'il s'agit, à un

fa
teur 
onstant près, d'une fon
tion de référen
e 
ontinue sur 
et intervalle.

Elle est aussi 
ontinue et positive sur ]−∞; 0[ et ]α; +∞[ 
omme fon
tion 
onstante nulle.

En�n : ∫ +∞

−∞

f(x)dx =
λ

αλ

∫ α

0

xλ−1dx =
λ

αλ
.
[xλ

λ

]α

0
=

λ

αλ
.
αλ

λ
= 1

don
 f est bien une densité de probabilité.

ii. La fon
tion de répartition F de X est dé�nie par : ∀x ∈ R, F (x) =

∫ x

−∞

f(t)dt.

On distingue alors plusieurs 
as :

� Pour tout x de ]−∞, 0] : F (x) =

∫ x

−∞

0 dt = 0

� Pour tout x de ]0;α[ : F (x) =

∫ 0

−∞

0 dt+

∫ x

0

λ
xλ−1

αλ
dx =

λ

αλ

[xλ

λ

]x

0
=

(x

α

)λ

� Pour tout x de [α; +∞[ : F (x) =

∫ 0

−∞

0 dt +

∫ α

0

f(t)dt+

∫ x

0

0 dt = 1.

iii. La densité f de X est nulle en-dehors de ]0;α[, et bornée sur ]0;α[ ; la variable aléatoire X

admet don
 une espéran
e donnée par :

E(X) =

∫ +∞

−∞

x.f(x)dx =
λ

αλ

∫ α

0

xλdx =
λ

αλ
.
[ xλ+1

λ+ 1

]α

0
=

λ

αλ
.
αλ+1

λ + 1
=

λα

λ+ 1

b) i. La formule otenue en 1.b) permet de 
al
uler l'expression de la densité gn de Yn dans 
et

exemple ; pour tout réel x :

gn(x) = n.f(x).
[
F (x)

]n−1
=







n.λ.
xλ−1

αλ
.
(x

α

)λ.(n−1)

si x ∈]0;α[

0 sinon

=







λn.
xλn−1

αλn
si x ∈]0;α[

0 sinon

Au vu de la forme obtenue pour sa densité, on peut don
 en 
on
lure que Yn suit une loi

puissan
e de paramètres α et λn.

ii. La formule obtenue pour l'espéran
e de X peut alors être dire
tement réutilisée pour obtenir


elle de Yn, en remplaçant λ par λn :

E(Yn) =
λnα

λn + 1
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) La variable Zn admet de son 
�té une densité hn dé�nie 
ette fois, pour tout réel x, par :

hn(x) = n(n− 1).f(x).
[
1− F (x)

]
.
[
F (x)

]n−2

=







n(n− 1).λ.
xλ−1

αλ
.
[

1−
(x

α

)λ
]

.
(x

α

)λ(n−2)

si x ∈]0;α[

0 sinon

=







n(n− 1).λ.
[xλ(n−1)−1

αλ(n−1)
−

xλn−1

αλn

]

si x ∈]0;α[

0 sinon

La fon
tion hn est nulle en-dehors de ]0;α[, 
ontinue et bornée sur ]0;α[, don
 Zn admet une

espéran
e donnée par :

E(Zn) =

∫ +∞

−∞

x.hn(x)dx = n(n− 1)λ.

∫ α

0

(xλ(n−1)

αλ(n−1)
−

xλn

αλn

)

dx

= n(n− 1)λ.
( αλ(n−1)+1

αλ(n−1)
(
λ(n− 1) + 1

) −
αλn+1

αλn(λn+ 1)

)

= n(n− 1)λ.α.
( 1

λ(n− 1) + 1
−

1

λn + 1

)

= n(n− 1)λ.α.
λn+ 1− λ(n− 1)− 1
(
λ(n− 1) + 1

)
(λn+ 1)

E(Zn) =
n(n− 1)λ2.α

(
λ(n− 1) + 1

)
(λn+ 1)

Remarque : la loi uniforme sur ]0;α[ 
orrespondant à la loi puissan
e de paramètres α et λ = 1,
on véri�e que 
ette formule est 
ohérente dans le 
as parti
ulier étudié à la �n de la question 4.

(on retrouve bien

(n− 1)α

n+ 1
pour l'espéran
e quand λ = 1).

II - Un problème d'optimisation

On répond dans 
ette partie au problème d'optimisation suivant : trouver une fon
tion σ dé�nie sur

]0;α[ et véri�ant les trois propriétés :

� σ est une bije
tion de ]0;α[ dans un intervalle ]0; β[, ave
 β un réel stri
tement positif.

� σ est de 
lasse C1
sur ]0;α[ et σ′

est à valeurs stri
tement positives sur ]0;α[.
� On dé�nit, pour tout x ∈]0;α[ et tout y ∈]0; β[ :

γ(x, y) = (x− y)Gn−1

(
σ−1(y)

)

Alors pour tout x ∈]0;α[, γ(x, y) atteint son maximum lorsque y = σ(x).

6. Analyse.

On suppose dans un premier temps qu'une telle fon
tion σ véri�ant 
es trois propriétés existe.

a) C'est une question de 
ours : la fon
tion σ étant bije
tive, de 
lasse C1
de ]0;α[ dans ]0; β[, et de

dérivée σ′
stri
tement positive sur ]0;α[, la bije
tion ré
iproque σ−1

est de 
lasse C1
sur ]0; β[, et

d'après la formule du 
ours pour la dérivée d'une bije
tion ré
iproque :

∀x ∈]0; β[,
(
σ−1

)′
(x) =

1

σ′
(
σ−1(x)

) .

b) D'après 
e qui pré
ède, et au vu de son expression, la fon
tion de deux variables γ admet une

dérivée partielle par rapport à la se
onde variable dé�nie par :

∀x ∈]0;α[, ∀y ∈]0; β[, ∂2(γ)(x, y) = −Gn−1

(
σ−1(y)

)
+ (x− y).

(
σ−1

)′
(y).G′

n−1

(
σ−1(y)

)
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= −Gn−1

(
σ−1(y)

)
+

x− y

σ′
(
σ−1(y)

) .gn−1

(
σ−1(y)

)


) La troisième hypothèse faite sur σ a�rme que la fon
tion k : y 7→ (x− y).Gn−1

(
σ−1(y)

)
, atteint

un maximum en y = σ(x).

Comme σ−1
est, ainsi qu'on vient de le voir, de 
lasse C1

sur ]0; β[, à valeurs dans ]0;α[ sur lequel
Gn−1 est de 
lasse C1

: la fon
tion k est de 
lasse C1
sur ]0; β[, et 
omme elle atteint sur 
et

intervalle, un maximum en y = σ(x), alors e�e
tivement :

k′
(
σ(x)

)
= 0 ⇐⇒ ∂2(γ)

(
x, σ(x)

)
= 0

Or pour tout x ∈]0;α[, si on 
al
ule expli
itement la dérivée partielle d'ordre 2 au point

(
x, σ(x)

)
:

∂2(γ)
(
x, σ(x)

)
= −Gn−1

(
σ−1(σ(x))

)
+

x− σ(x)

σ′
(
σ−1(σ(x))

) .gn−1

(
σ−1(σ(x))

)

= −Gn−1(x) +
x− σ(x)

σ′(x)
.gn−1(x)

Et ainsi :

∂2(γ)
(
x, σ(x)

)
= 0 ⇐⇒

x− σ(x)

σ′(x)
.gn−1(x) = Gn−1(x)

⇐⇒ x.gn−1(x)− σ(x).gn−1(x) = σ′(x).Gn−1(x)

⇐⇒ σ′(x).Gn−1(x) + σ(x).gn−1(x) = xgn−1(x)

d) On re
onnaît dans le membre de gau
he, une formule de dérivation de la fon
tion produit

x 7→ σ(x).Gn−1(x) qui est de 
lasse C1
sur ]0;α[, de sorte que pour tout x de ]0;α[ :

∫ x

0

t.gn−1(t)dt =

∫ x

0

(
σ′(t).Gn−1(t) + σ(t).gn−1(t)

)
dt =

∫ x

0

(
σ.Gn−1

)′
(t)dt

=
[

σ(t).Gn−1(t)
]x

0
= σ(x).Gn−1(x)

puisque Gn−1(0) est nulle. Par 
ontre, pour tout x ∈]0;α[, Gn−1(x) = F (x)n−1 > 0, 
e qui permet

e�e
tivement de 
on
lure :

∀x ∈]0;α[, σ(x) =
1

Gn−1(x)

∫ x

0

tgn−1(t)dt (⋆)

e) Dans l'intégrale pré
édente, on réalise une intégration par parties en posant :

u(t) = t −→ u′(t) = 1

v′(t) = gn−1(t) −→ v(t) = Gn−1(t)

Les fon
tions 
on
ernées sont 
ontinues et bornées sur ]0;α[, don
 par intégration par parties (les

intégrales sont faussement impropres en 0) : pour tout x ∈]0;α[,

σ(x) =
1

Gn−1(x)
.
([

t.Gn−1(t)
]x

0
−

∫ x

0

Gn−1(t)dt
)

=
x.Gn−1(x)

Gn−1(x)
−

∫ x

0

Gn−1(t)

Gn−1(x)
dt

soit : σ(x) = x−

∫ x

0

Gn−1(t)

Gn−1(x)
dx (⋆⋆)
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7. Synthèse.

On suppose à présent que σ est la fon
tion dé�nie par l'une des deux égalités (⋆) ou (⋆⋆).

a) Pour tout réel x ∈]0;α[ �xé : la fon
tion t 7→
Gn−1(t)

Gn−1(x)
est bien dé�nie et 
ontinue sur [0; x] ;


omme de plus la fon
tion de répartition Gn−1 est 
roissante, et même stri
tement 
roissante sur

]0;α[ (puisque F l'est, voir le préambule du problème), on peut é
rire :

∀t ∈]0; x[, 0 < Gn−1(t) < Gn−1(x) ⇐⇒ 0 <
Gn−1(t)

Gn−1(x)
< 1.

Par 
ontinuité de la fon
tion évoquée sur [0; x], et par stri
tes 
roissan
e et positivité de l'intégrale
(0 < x), on en déduit que :

∀x ∈]0;α[, 0 <

∫ x

0

Gn−1(t)

Gn−1(x)
dt <

∫ x

0

1 dt ⇐⇒ 0 <

∫ x

0

Gn−1(t)

Gn−1(x)
dt < x


e qui donne bien :

∀x ∈]0;α[, 0 < x−

∫ x

0

Gn−1(t)

Gn−1(x)
dt < x ⇐⇒ 0 < σ(x) < x

b) Sous sa forme (⋆) : la fon
tion σ apparaît 
omme le produit de deux fon
tions de 
lasse C1
sur

]0;α[ : la fon
tion x 7→
1

Gn−1(x)
d'abord, bien de 
lasse C1

sur ]0;α[ puisque Gn−1 l'est, et la

fon
tion x 7→

∫ x

0

t.gn−1(t)dt, bien de 
lasse C1
sur ]0;α[ puisque la fon
tion t 7→ t.gn−1(t) est


ontinue sur 
et intervalle.

D'après les règles de dérivation, on en déduit :

∀x ∈]0;α[, σ′(x) = −
gn−1(x)

[
Gn−1(x)

]2 .

∫ x

0

t.gn−1(t)dt +
1

Gn−1(x)
.xgn−1(x)

= −
gn−1(x)

Gn−1(x)
.σ(x) +

xgn−1(x)

Gn−1(x)

∀x ∈]0;α[, σ′(x) =
gn−1(x).

(
x− σ(x)

)

Gn−1(x)

Comme les fon
tions gn−1 et Gn−1 sont stri
tement positives sur ]0;α[, on en déduit bien que le

signe de σ′(x) est 
elui de x− σ(x).

Or 
omme on l'a démontré à la question pré
édente :

∀x ∈]0;α[, 0 < σ(x) < x =⇒ x− σ(x) > 0 =⇒ σ′(x) > 0.

La fon
tion σ′
est don
 stri
tement positive sur ]0;α[.


) La fon
tion σ est ainsi de 
lasse C1
, don
 
ontinue sur ]0;α[, stri
tement 
roissante sur 
et inter-

valle : d'après le théorème éponyme, elle réalise une bije
tion de ]0;α[ dans
]
lim
x→0+

σ(x); lim lim
x→α−

σ(x)
[
.

L'inégalité : ∀x ∈]0;α[, 0 < σ(x) < x garantit d'après le théorème d'en
adrement, que

lim
x→0+

σ(x) = 0.

La relation (⋆) donne : lim
x→α−

σ(x) =
1

Gn−1(α)

∫ α

0

t.gn−1(t)dt.

Or Gn−1(α) = F (α)n−1 = 1 puisque X(Ω) = ]0;α[, et pour la même raison :

∫ α

0

t.gn−1(t)dt =

∫ +∞

−∞

t.gn−1(t)dt = E(Yn−1).

La fon
tion σ réalise bien une bije
tion de ]0;α[ dans ]0; β[, où β = E(Yn−1).
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d) On �xe un réel x ∈]0;α[. Soit y ∈]0; β[, on pose z = σ−1(y).

i. Par dé�nition :

γ(x, y) = (x− y)Gn−1

(
σ−1(y)

)
=

(
x− σ(z)

)
Gn−1(z)

=
(

x− z +

∫ z

0

Gn−1(t)

Gn−1(z)
dt
)

.Gn−1(z) d'après (⋆⋆)

= (x− z).Gn−1(z) +

∫ z

0

Gn−1(t)dt

ii. Toujours grâ
e à (⋆⋆) :

γ
(
x, σ(x)

)
=

(
x− σ−1(σ(x))

)

︸ ︷︷ ︸

=x−x=0

Gn−1

(
σ−1(σ(x))

)
+

∫ σ−1(σ(x))

0

Gn−1(t)dt =

∫ x

0

Gn−1(t)dt

don
 :

γ
(
x, σ(x)

)
−γ(x, y) =

∫ x

0

Gn−1(t)dt−(x−z).Gn−1(z)−

∫ z

0

Gn−1(t)dt = (z−x).Gn−1(z)−

∫ z

x

Gn−1(t)dt

d'après la relation de Chasles pour les intégrales.

iii. On détermine le signe de l'expression pré
édente en distinguant deux 
as :

� Si z > x : la 
roissan
e de Gn−1 sur ]0;α[ donne : ∀t ∈ [x, z], Gn−1(t) 6 Gn−1(z), don

d'après l'inégalité de la moyenne :

∫ z

x

Gn−1(t)dt 6 (z − x).Gn−1(z) ⇐⇒ (z − x)Gn−1(z)−

∫ z

x

Gn−1(t)dt > 0

� Si z 6 x : la 
roissan
e de Gn−1 a lieu 
ette fois sur l'intervalle [z; x], où l'inégalité de la

moyenne donne 
ette fois la minoration :

∫ x

z

Gn−1(t)dt > (x− z).Gn−1(z) ⇐⇒ (z − x).Gn−1(z)−

∫ z

x

Gn−1(t)dt > 0

On en déduit que : pour tout y de ]0; β[, γ(x, σ(x)
)
− γ(x, y) > 0, 
e qui prouve bien qu'à

x �xé, γ(x, y) est maximal lorsque y = σ(x).

8. Estimation de σ(x).

Soit x ∈]0;α[.

a) On 
onsidère la fon
tion ϕx dé�nie sur R
+
par : ϕx(t) =







t si t 6 x

0 sinon

.

La fon
tion densité gn−1 étant nulle en-dehors de ]0;α[, et la fon
tion ϕx étant nulle en-dehors

de [0; x] qui est in
lus dans [0;α[, le théorème de transfert pour les variables à densité garantit

l'existen
e de l'espéran
e E
(
ϕx(Yn−1)

)
, qui vaut :

E
(
ϕx(Yn−1)

)
=

∫ α

0

ϕx(t).gn−1(t)dt =

∫ x

0

t.gn−1(t)dt +

∫ α

x

0.gn−1(t)dt =

∫ x

0

t.gn−1(t)dt

Et ainsi :

E
(
ϕx(Yn−1)

)

P(Yn−1 6 x)
=

1

Gn−1(x)

∫ x

0

t.gn−1(t)dt = σ(x).

b) On retrouve i
i les deux modes d'estimations de paramètres asso
iés aux probabilités : l'espéran
e

E
(
ϕx(Yn−1)

)
est estimée par la moyenne des valeurs prises par un é
hantillon de simulations

indépendantes de la variable aléatoire ϕx(Yn−1). La probabilité P(Yn−1 6 x), elle, est estimée par

la fréquen
e de réalisation de 
et événement lors de simulations su
essives :
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1 fun
tion s = sigma(x,n)

2 E = 0; A = 0;

3 for i=1:10000

4 X = simulX(n)

5 Y = max(X)

6 if Y <= x then

7 E = E+Y

8 A = A+1

9 end

10 end

11 endfun
tion

9. Exemples.

a) Lorsque X suit la loi uniforme sur ]0;α[, 
omme on l'a vu plus haut :

∀x ∈]0;α[, Gn−1(x) =
(x

α

)n−1

et gn−1(x) =
n− 1

α

(x

α

)n−2

, les deux fon
tions étant nulles en-

dehors de 
et intervalle.

La formule (⋆) donne alors :

∀x ∈]0;α[, σ(x) =
1

Gn−1(x)

∫ x

0

t.gn−1(t)dt =
(α

x

)n−1

.
n− 1

αn−1

∫ x

0

tn−2dx =
n− 1

xn−1
.
[ tn−1

n− 1

]x

0

∀x ∈]0;α[, σ(x) = 1

b) On suppose i
i que X suit la loi puissan
e de paramètres α et λ. Pour tout réel x ∈]0;α[ :

σ(x) =
1

Gn−1(x)

∫ x

0

t.gn−1(t)dt =
(α

x

)λ.(n−1)
∫ x

0

t.λ(n− 1).
tλ(n−1)−1

αλ(n−1)
dt

=
λ(n− 1)

xλ(n−1)

∫ x

0

tλ(n−1)dt =
λ(n− 1)

xλ(n−1)
.
[ tλ(n−1)+1

λ(n− 1) + 1

]x

0
=

λ(n− 1).xλ(n−1)+1

xλ(n−1)
(
λ(n− 1) + 1

)

∀x ∈]0;α[, σ(x) =
λ(n− 1)

λ(n− 1) + 1
.x

On a don
 obtenu une fon
tion linéaire ; lorsque n = 6, λ = 0.2 et α = 50, la formule devient :

∀x ∈]0; 50[, σ(x) =
5× 0.2

5× 0.2 + 1
.x =

x

2


e qui est bien 
on�rmé par le graphique proposé qui a l'allure d'une fon
tion linéaire telle que

σ(50) ≈ 25, don
 de 
oe�
ient dire
teur

1

2
.

III. Modélisation d'en
hères

III.A - En
hère au premier prix

On suppose que 
haque a
heteur Ak a une valeur privée xk = Xk(ω) qui est une réalisation de la variable

aléatoire Xk.

On se met à la pla
e de l'a
heteur n, et on suppose que les n − 1 premiers a
heteurs appliquent la

stratégie σ, 
'est-à-dire : pour tout k ∈ {1, . . . , n− 1}, l'a
heteur k mise σ(Xk).

L'a
heteur n a une mise privée xn et 
hoisit une mise yn.

Onnote En l'événement � l'a
heteur An remporte l'en
hère �.
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10. Il est 
lair que l'a
heteur n ne peut pas remporter l'en
hère si sa mise xn est inférieure à la mise la

plus forte parmi 
elles des n − 1 premiers a
heteurs ; la fon
tion σ étant stri
tement 
roissante sur

son domaine ]0;α[, on peut é
rire :

En =
[
max

(
σ(X1), . . . , σ(Xn−1)

)
6 yn

]
=

[
σ
(
max(X1, . . . , Xn−1)

)
6 yn

]
=

[
σ(Yn−1) 6 yn

]

Et la bije
tivité de σ donne également :

En =
[
Yn−1 6 σ−1(yn)

]

Comme Yn−1 est une variable à densité : P
(
Yn−1 = σ−1(yn)

)
= 0, don
 en e�et :

P(En) = P
(
Yn−1 < σ−1(yn)

)
.

On note Rn la variable aléatoire donnant le résultat net de l'en
hère pour l'a
heteur An.

Il n'y a que deux possibilités : soit l'é
hateur n remporte l'en
hère (En est réalisé), et dans 
e 
as le

résultat net est égal à (xn − yn), soit il ne remporte pas l'en
hère, et dans 
e 
as le résultat net est

égal à 0.

La fon
tion indi
atri
e 1En
étant une variable aléatoire dé�nie par :

∀ω ∈ Ω, 1En
(ω) =







1 si ω réalise En

0 sinon

, on a bien : Rn = (xn − yn)1En

Et le passage à l'espéran
e donne :

E(Rn) = (xn−yn)E
(
1En

)
= (xn−yn).P(En) = (xn−yn).P(Yn−1 < σ−1(yn)

)
= (xn−yn).Gn−1

(
σ−1(yn)

)

11. On re
onnaît dans la relation pré
édente que : E(Rn) = γ(xn, yn).

L'étude menée dans la partie II que le maximumn de E(Rn) est alors obtenu lorsque yn = σ(xn) :

pour maximiser son espéran
e de résultat, l'a
heteur doit 
hoisir pour mise yn = σ(xn), don
 à

appliquer lui aussi la stratégie σ.

III.B - En
hère au se
ond prix

On se met à nouveau à la pla
e de l'a
heteur n. Soit m = max(y1, . . . , yn−1) la meileure o�re faite par

les a
heteurs A1, . . . , An−1 (que An ne 
onnaît pas).

12. a) Si on suppose que m > xn, il y n'y a là en
ore que deux options :

� Soit yn > m, auquel 
as l'a
heteur An remporte l'en
hère et paie le prix m qui est for
ément

la deuxième meilleure en
hère vu sa dé�nition, pour un résultat net égal à xn −m 6 0.

� Soit yn 6 m et yn est au mieux la deuxième meilleure en
hère juste après m : dans 
e 
as

l'a
heteur An perd l'en
hère, et son résultat net est nul.

I
i, 
'est notamment le 
as lorsque yn = xn : le résultat net est nul.

b) Si on suppose que m < xn, on examine en
ore les deux options possibles :

� Si yn < m, l'a
heteur An perd l'en
hère et son résultat net est nul.

� Si yn > m, alors la mise yn est supérieure aux (n− 1) autres mises, et l'a
heteur An remporte

l'en
hère ; il paie alors le prix m qui est la deuxième meilleure o�re, pour un résultat net égal

à xn −m > 0 
ette fois.


) Au vu des deux résultats pré
édents, on 
onstate don
 que : si xn 6 m il faut, pour optimiser le

résultat net, avoir 
hoisi yn 6 m aussi, auquel 
as le résultat net nul, ne dépend pas du 
hoix de

yn 6 m ; et si xn > m il faut prendre yn > m également pour obtenir un résultat net optimal,

lequel ne dépend pas alors de la valeur de yn : le 
hoix yn = xn 
onstitue bien, dans tous les 
as,

une stratégie optimale.

10 ©



III.C - Équivalen
e des revenus

On se met maintenant à la pla
e du vendeur.

Les valeurs privées des a
heteurs sont données par les variables aléatoires X1, . . . , Xn.

13. En
hère au premier prix.

On suppose que le vendeur organise une en
hère au premier prix, et que les a
heteurs adoptent la

stratégie d'équilibre σ.

On note Bn la variable aléatoire donnant le béné�
e, ou revenu, du vendeur. Il s'agit du montant que

paie l'a
heteur qui a remporté l'en
hère.

a) Pour tout ω ∈ Ω, il existe (au moins) un entier k ∈ J1;nK tel que Yn(ω) = σ
(
Xk(ω)

)
: k est le

numéro de l'a
heteur qui a en
héri le plus (il peut y en avoir plusieurs en 
as d'ex aequo), et sa

mise optimale est alors bien σ
(
Xk(ω)

)
qui 
orrespond au prix d'a
hat.

Comme σ est une fon
tion stri
tement 
roissante sur son domaine : l'image du maximum est le

maximum des images, 
'est-à-dire que :

∀ω ∈ Ω, Bn(ω) = max
(
σ(X1(ω)), . . . , σ(Xn)

)
= σ

(
max(X1(ω), . . . , Xn(ω))

)
= σ

(
Yn(ω)

)

C'est-à-dire qu'on a bien l'égalité de variables aléatoires : Bn = σ(Yn).

b) Le théorème de transfert, appliqué à la variable Yn dont une densité est la fon
tion gn étudiée

en 1.b) au début du sujet, et ave
 la fon
tion σ qui est 
ontinue, positive et bornée, donne (les

intégrales sont 
onvergentes) :

E(Bn) =

∫ α

0

σ(x)gn−1(x)dx =

∫ α

0

σ(x).n.f(x).
(
F (x)

)n−1

︸ ︷︷ ︸

=Gn−1(x)

dx d'après la question 1.

= n

∫ α

0

1

Gn−1(x)

(∫ x

0

t.gn−1(t)dt
)

.f(x).Gn−1(x)dx d'après la relation (⋆)

E(Bn) =

∫ α

0

(∫ x

0

t.gn−1(t)dt
)

.f(x)dx


) On réalise dire
tement une intégration par parties dans la grande intégrale pré
édente, en posant :

u(x) =

∫ x

0

t.gn−1(t)dt −→ u′(x) = x.gn−1(x)

v′(x) = f(x) −→ v(x) = F (x)

Les fon
tions u et v sont de 
lasse C1
et bornées sur ]0;α[, don
 par intégration par parties

(faussement impropre en 0) :

E(Bn) = n.
[

F (x).

∫ x

0

t.gn−1(t)dt
]α

0
− n

∫ α

0

x.gn−1(x).F (x)dx

= n. F (α)
︸ ︷︷ ︸

=1

.

∫ α

0

t.gn−1(t)dt− 0− n

∫ α

0

x.gn−1(x).F (x)dx

= n

∫ α

0

(
x.gn−1(x)− x.gn−1(x).F (x)

)
dx par linéarité de l'intégrale

E(Bn) = n

∫ α

0

x.[1 − F (x)].gn−1(x)dx CQFD
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14. En
hère au se
ond prix.

On suppose que le vendeur organise une en
hère au se
ond prix, et que les a
heteurs adoptent la

stratégie dominante : 
ha
un mise autant que sa valeur privée.

On note B′
n la variable aléatoire donnant le revenu du vendeur dans 
ette en
hère.

Dans 
e 
as, le gain du vendeur 
orrespond à la deuxième plus grande mise (qui 
orrepond aussi au

prix payé) parmi les n mises (Xk)16k6n : B′
n a bien même loi que la variable Zn étudiée dans la partie

I., et 
es deux variables aléatoires ont don
 même espéran
e : E(B′
n) = E(Zn).

15. On peut é
rire sous forme intégrale l'espéran
e E(Zn), grâ
e à sa densité hn obtenue à la question

2.b) :

E(Zn) =

∫ α

0

x.hn(x)dx =

∫ α

0

x.n(n− 1).f(x).[1− F (x)].
[
F (x)

]n−2
dx

= n

∫ α

0

x[1 − F (x)]. (n− 1).f(x).
[
F (x)

]n−2

︸ ︷︷ ︸

=gn−1(x) !!

dx

E(B′
n) = E(Zn) = n

∫ α

0

x[1 − F (x)].gn−1(x)dx = E(Bn) d'après 
e qui pré
ède.

Ainsi, le revenu moyen pour le vendeur est le même pour les en
hères au premier ou au se
ond prix

lorsque les a
heteurs adoptent tous la stratégie optimale.

⋆⋆⋆ FIN DU SUJET ⋆⋆⋆
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