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Proposition de orrigé par David Meneu

Lyée Champollion - Grenoble, pour

On s'intéresse dans e problème à deux mesures du risque utilisées par les marhés �naniers.

Pour ela, on onsidère des variables aléatoires sur un espae probabilisé (Ω,A,P) qui modélisent des pertes

�nanières subies par des ateurs éonomiques sur une période donnée.

Toutes les variables aléatoires dé�nies dans e problème sont des variables aléatoires sur et

espae probabilisé.

Soit D l'ensemble des variables aléatoires réelles à densité X véri�ant :

� X admet une espérane, notée E(X).
� Il existe un intervalle IX (dont on admet l'uniité) sur lequel la fontion de répartition de X, notée FX ,

réalise une bijetion de lasse C1
stritement roissante de IX sur ]0, 1[.

On note GX la bijetion réiproque, dé�nie de ]0, 1[ sur IX . Les notations FX et GX seront utilisées dans

tout le sujet.

Dans tout le problème β est un réel appartenant à ]0, 1[ et représentant un niveau de on�ane.

Partie I - Dé�nition et propriétés de la � Value at Risk �

1. Soit X ∈ D ; il existe don un unique intervalle IX tel que FX réalise une bijetion de IX dans ]0, 1[ auquel
appartient β :

il existe don un unique réel v ∈ IX tel que FX(v) = β ⇐⇒ P(X 6 β), e qui est aussi équivalent à

v = GX(β) par dé�nition de la bijetion réiproque.

Par ailleurs, omme FX est une fontion de répartition : ∀x ∈ R, FX ∈ [0, 1], don tout réel x qui n'appar-

tiendrait pas à IX , aurait pour image 0 ou 1 par FX , don pas β. Ainsi, v est bien l'unique réel véri�ant les

relations i-dessus.

� On dé�nit alors rβ(X), appelé la � Value at Risk � au niveau de on�ane β de X, par rβ(X) = GX(β).
C'est une grandeur qui permet d'évaluer le risque pris par l'ateur qui détient l'atif dont les pertes sont

modélisées par X.

� On remarque que rβ(X) est égale au apital minimal qu'il faut détenir pour être en mesure

de ouvrir les pertes de l'atif assoié à X ave une probabilité égale à β.

2. On suppose dans ette question que X est une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramètre

λ ∈]0,+∞[.

a) D'après le ours sur la loi exponentielle : ∀x ∈ R, FX(x) =

{

0 si x 6 0

1− e−λx
si x > 0

.

b) On sait aussi que X est une variable à densité qui admet une espérane (valant

1

λ
), et que :

sur ]0,+∞[, FX est bien de lasse C1
, stritement roissante don bijetive, à valeurs dans ]0, 1[.

Don X ∈ D, et pour β ∈]0, 1[, v ∈]0,+∞[ :

FX(v) = β ⇐⇒ 1− e−λv = β ⇐⇒ e−λv = 1− β ⇐⇒ v = − 1

λ
ln(1− β) = rβ(X).

3. On suppose dans ette question que X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi

normale de paramètres m et σ2
pour X, et de paramètres µ et s2 pour Y .

On note Φ la fontion de répartition de la loi normale entrée réduite et ϕ la densité usuelle de ette loi.
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a) i. La fontion Φ est de lasse C1
, stritement roissante sur R ar 'est la fontion de répartition d'une

variable à densité, de densité Φ′ = ϕ : x 7→ 1√
2π

.e−x2/2
, ontinue et stritement positive sur R. Cela

implique que les limites de ette fontion de répartition en −∞ et +∞, ne sont jamais atteintes, et

don que Φ réalise bien, d'après le théorème éponyme, une bijetion de R dans ]0, 1[.

ii. On utilise ii le théorème de stabilité par transformation a�ne de la loi normale : puisque X suit

la loi N (m,σ2), alors sa variable entrée, réduite assoiée X∗ =
X −m

σ
suit la loi normale entrée

réduite, don :

∀x ∈ R, FX(x) = P(X 6 x) = P

(
X −m

σ
6

x−m

σ

)

= Φ

(
x−m

σ

)

.

puisque σ > 0.

iii. On sait d'après i. que Φ réalise une bijetion de IX = R dans ]0, 1[, et X admet une espérane qui

vaut m : alors X ∈ D, et rβ(X) est l'unique réel v véri�ant :

P(X 6 v) = β ⇐⇒ Φ

(
v −m

σ

)

= β ⇐⇒ v − n

σ
= Φ−1(β) ⇐⇒ v = m+ σ.Φ−1(β).

b) Toujours d'après le théorème de stabilité de la loi normale, puisque X et Y sont indépendantes et suivent

toutes deux une loi normale, alors :

X + Y suit la loi normale de paramètres (m+ µ, σ2 + s2)

D'après 3.a).iii., on a don :

rβ(X + Y ) = m+ µ+
√

σ2 + s2.Φ−1(β).

) Au vu des aluls préédents, on a don :

rβ(X + Y )− rβ(X)− rβ(Y ) = (
√

σ2 + s2 − σ − s).Φ−1(β)

Or, puisque σ et s sont stritement positifs :

σ2 + s2 < σ2 + 2sσ + s2 = (σ + s)2 ⇐⇒
√
σ2 + s2 < σ + s par strite roissane de la fontion raine

arrée sur R+.

Ainsi, la forme fatorisée de rβ(X + Y )− rβ(X)− rβ(Y ) est négative si et seulement si :

Φ−1(β) > 0 ⇐⇒ β > Φ(0) ⇐⇒ β ∈ [12 , 1[ puisque Φ est stritement roissante sur R.

4. Soit X une variable aléatoire appartenant à D, c un réel, et λ un réel stritement positif.

On pose Y = X + c et Z = λX et on admet que Y et Z appartiennent à D.

a) D'après l'étude préédente, on obtient rβ(Y ) omme l'unique réel v tel que :

P(Y 6 v) = β ⇐⇒ P(X + c 6 v) = β ⇐⇒ P(X 6 v − c) = β ⇐⇒ v − c = rβ(X)

par dé�nition de rβ(X), d'où, en e�et, la relation : rβ(Y ) = rβ(X) + c.

b) De même : rβ(Z) est l'unique réel v véri�ant :

P(Z 6 v) = β ⇐⇒ P(λX 6 v) = β
λ>0⇐⇒ P(X 6

v

λ
) = β ⇐⇒ v

λ
= rβ(X)

toujours par dé�nition de rβ(X), d'où : rβ(Z) = λrβ(X).

5. Soit X et Y deux variables aléatoires appartenant à D et telles que :

pour tout ω ∈ Ω, X(ω) 6 Y (ω).

a) Pour tout réel x, au vu des hypothèses faites sur X et Y : pour tout ω ∈ Ω tel que Y (ω) 6 x, alors

X(ω) 6 Y (ω) 6 x, don par transitivité : la réalisation de [Y 6 x] implique elle de [X 6 x], soit :

∀x ∈ R, [Y 6 x] ⊂ [X 6 x] =⇒ P(Y 6 x) 6 P(X 6 x), soit : ∀x ∈ R, FY (x) 6 FX(x)

b) La relation préédente, érire ave x = rβ(X) par exemple, donne :

FY (rβ(X)) 6 FX(rβ(X)) ⇐⇒ FY (rβ(X)) 6 β ⇐⇒ FY (rβ(X)) 6 FY (rβ(Y ))

La fontion FY étant supposée stritement roissante sur IY auquel appartient rβ(Y ) par dé�nition, ela
implique bien rβ(X) 6 rβ(Y ) si rβ(X) appartient lui aussi à IY . Et sinon, rβ(X) est forément inférieur

à la borne inférieure de IY (son image par FY ne peut valoir que 0, et pas 1), et l'inégalité :

rβ(X) 6 rβ(Y ) est toujours vraie
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Partie II - Estimation de la valeur de rβ(X)

6. Soit n ∈ N
∗
et x ∈ R. Par dé�nition : Nx,n ompte le nombre d'indies k ompris entre 1 et n tels [Xk 6 x]

est réalisé.

Comme les variables Xk suivent toutes la même loi que X, et sont indépendantes :

Nx,n ompte le nombre de suès ([Xk 6 x] réalisé) dans une répétition de n épreuves de Bernoulli

identiques et de même probabilité de suès P (Xk 6 x) = FX(x).

Don en e�et, Nx,n suit une loi binomiale, de paramètres (n, FX(x)).

Le ours donne alors, sans alul :

E(Nx,n) = nFX(x) et V (Nx,n) = nFX(x)(1 − FX(x)).

7. Pour tout x ∈ R et tout ε > 0 :

P

(∣
∣
∣
∣

Nx,n

n
− FX(x)

∣
∣
∣
∣
> ε

)

n>0
= P (|Nx,n − nFX(x)| > nε) = P(|Nx,n − E(Nx,n)| > nε)

On se retrouve don dans le as d'utilisation de l'Inégalité de Bienaymé-Thebyhev, qui donne :

P(|Nx,n − E(Nx,n)| > nε) 6
V(Nx,n)

(nε)2
⇐⇒ 0 6 P

(∣
∣
∣
∣

Nx,n

n
− FX(x)

∣
∣
∣
∣
> ε

)

6
FX(x)(1 − FX(x))

nε2

Comme x et ε sont indépendants de n : lim
n→+∞

FX(x)(1− FX(x))

nε2
= 0, et omme une probabilité est toujours

positive, le théorème d'enadrement permet de onlure :

∀x ∈ R, ∀ε > 0, lim
n→+∞

P

(∣
∣
∣
∣

Nx,n

n
− FX(x)

∣
∣
∣
∣
> ε

)

= 0.

8. Soit x ∈ R et n ∈ N
∗
.

a) Pour tout k ∈ J1, nK : dire que l'événement [Xk,n 6 x] est réalisé signi�e que la k-ième plus grande valeur

de l'éhantillon (X1,X2, . . . ,Xn) est inférieure ou égale à x.

C'est bien équivalent au fait de trouver, dans e même éhantillon, au moins k variables Xi telles que

[Xi 6 x] soit réalisé, e qui est le as si et seulement si Nx,n prenne une valeur supérieure ou égale à k. Il

y a don bien égalité des événements [Xk,n 6 x] et [Nx,n > k].

b) Les probabilités de es deux événements sont don toujours égales, et au vu de la loi binomiale suivie par

Nx,n :

∀k ∈ J1, nK, P(Xk,n 6 x) = P(Nx,n > k) =
n∑

r=k

P (Nx,n = r) =
n∑

r=k

(
n

r

)

(FX(x))r (1− FX(x))n−r .

Par hypothèse, X ∈ D est une variable à densité, dont la fontion de répartition FX donest de lasse

C1
sur R sauf peut-être en un nombre �ni de points, et ontinue sur R tout entier : 'est don aussi le

as, par somme et produit de telles fontions, de la fontion de répartition de Xk,n donnée par la formule

préédente : Xk,n est don également une variable aléatoire réelle à densité.

9. Soit (Un)n∈N∗
une suite de variables aléatoires et c un réel. On suppose que pour tout ε > 0 :

lim
n→+∞

P(|Un − c| > ε) = 0.

On onsidère (un)n>1 une suite onvergente de réels et on pose ℓ = lim
n→+∞

un.

a) Distinguons les deux as indiqués par l'énoné :

� Si t > c : ela signi�e qu'il existe ε > 0 tel que : t = c+ ε (en posant ε = t− c), et alors :

P(Un > t) = P(Un > c+ ε), or : [|Un − c| > ε] = [Un 6 c− ε] ∪ [Un > c + ε], la distane de Un à c

est supérieure à ε. Ainsi :

[Un > t] ⊂ [|Un − c| > ε], don 0 6 P(Un > t) 6 P (|Un − c| > ε).

On onlut don, grâe à l'hypothèse faite et par enadrement, que :

∀t > c, lim
n→+∞

P (Un > t) = 0.
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� Si t < c : il existe don ε > 0 tel que t = c− ε, et alors, [t,+∞[ ontient ]c− ε, c + ε[, don :

P(c− ε < Un < c+ ε) 6 P(Un > t) ⇐⇒ P(|Un − c| < ε) 6 P(Un > t) 6 1

Or : P (|Un − c| < ε) = 1− P (|Un − c| > ε) −−−−−→
n→+∞

1− 0, don à nouveau par enadrement :

∀t < c, lim
n→+∞

P (Un > t) = 1.

b) On suppose que ℓ > c et on pose ε =
ℓ− c

2
> 0.

On a alors : ℓ− ε =
ℓ+ c

2
=

2c+ ℓ− c

2
= c + ε. Par dé�nition de la onvergene de la suite (un) vers ℓ,

il existe don bien un rang à partir duquel un > ℓ− ε ⇐⇒ un > c+ ε.

De la sorte, à partir de e rang :

[Un > un] implique [Un > c+ ε], don : 0 6 P(Un > un) 6 P(Un > c+ ε).

Puisque c + ε > c, d'après la question préédente : lim
n→+∞

P(Un > c + ε) = 0, don à nouveau par

enadrement : lim
n→+∞

P(Un > un) = 0.

) De même si ℓ < c, en posant ε =
c− ℓ

2
> 0 : alors c − ε =

c+ ℓ

2
=

2ℓ+ c− ℓ

2
= ℓ + ε, et d'après la

onvergene de (un) vers ℓ, il existe un rang à partir duquel un 6 ℓ+ ε ⇐⇒ un 6 c− ε.

On a don, à partir de e rang :

[Un > c− ε] ⊂ [Un > un] =⇒ P(Un > c− ε) 6 P(Un > un) 6 1.

Comme c− ε < c, alors lim
n→+∞

P (Un > c− ε) = 1, don par enadrement : lim
n→+∞

P (Un > un) = 1 dans

e as.

10. On dé�nit pour tout n ∈ N
∗
tel que nβ > 1, la variable aléatoire Yn sur (Ω,A,P) par Yn = X⌊nβ⌋,n où ⌊nβ⌋

désigne la partie entière de nβ et on pose θ′ = rβ(X).
Soit ε > 0.

a) D'après l'équivalene lassique ave la valeur absolue, et les propriétés de alul d'une fontion de répar-

tition :

P(|Yn − θ′| 6 ε) = P(θ′ − ε 6 Yn 6 θ′ + ε) = FYn(θ
′ + ε)− FYn(θ

′ − ε) = P(Yn 6 θ′ + ε)− P(Yn 6 θ′ − ε).

b) D'après l'égalité d'événements obtenue à la question 8.a) :

[Yn 6 θ′ + ε] = [X⌊nβ⌋,n 6 θ′ + ε] = [Nθ′+ε,n > ⌊nβ⌋] n>0
=

[
Nθ′+ε,n

n
>

⌊nβ⌋
n

]

et de même :

[Yn 6 θ′ − ε] = [X⌊nβ⌋,n 6 θ′ − ε] = [Nθ′−ε,n > ⌊nβ⌋] n>0
=

[
Nθ′−ε,n

n
>

⌊nβ⌋
n

]

d'où en e�et :

P(|Yn − θ′| 6 ε) = P

([
Nθ′+ε,n

n
>

⌊nβ⌋
n

])

− P

([
Nθ′−ε,n

n
>

⌊nβ⌋
n

])

) Il reste alors à faire la synthèse de toutes les questions préédentes :

� D'après la question 7., en posant x = θ′ + ε, pour tout α > 0 (il faut hanger la notation puisque x

dépend ii de ε, e qui n'est pas le as dans le résultat de 7.) :

∀α > 0, P

(∣
∣
∣
∣

Nθ′+ε

n
− FX(θ′ + ε)

∣
∣
∣
∣
> α

)

= 0

Ainsi, en posant Un =
Nθ′+ε

n
et c = FX(θ′ + ε), le résultat de la question 9. s'applique.
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� On pose alors, pour tout n ∈ N
∗, un =

⌊nβ⌋
n

, dont on herhe à prouver la onvergene et à obtenir

la limite. C'est une question lassique faisant intervenir la double inégalité issue de la dé�nition même

de la partie entière :

∀x ∈ R, ⌊x⌋ 6 x < ⌊x⌋+ 1 ⇐⇒ x− 1 < ⌊x⌋ 6 x

Don :

∀n ∈ N
∗, nβ − 1 < ⌊nβ⌋ 6 nβ

n>0⇐⇒ β − 1

n
<

⌊nβ⌋
n

6 β

lim
n→+∞

β − 1

n
= β, don par enadrement : lim

n→+∞

⌊nβ⌋
n

= β = lim
n→+∞

un.

Or par roissane de FX sur R et par uniité de θ′ = rβ(X) : FX(θ′ + ε) > FX(θ′) où
FX(θ′) = FX(rβ(X)) = β, soit : lim

n→+∞
un < c ave les notations introduites i-dessus.

On en déduit, d'après le résultat de 9.), que :

lim
n→+∞

P(Un > un) = 1 ⇐⇒ lim
n→+∞

P

([
Nθ′+ε,n

n
>

⌊nβ⌋
n

])

= 1

� De même, en posant ette fois x = θ′ + ε :

∀α > 0, lim
n→+∞

P

(∣
∣
∣
∣

Nθ′−ε,n

n
− FX(θ′ − ε)

∣
∣
∣
∣
> α

)

= 0

Ainsi, en posant Un =
Nθ′−ε

n
et c = FX(θ′ − ε), le résultat de la question 9. s'applique.

Toujours ave un =
⌊nβ⌋
n

, on a don ette fois :

FX(θ′) > FX(θ′ − ε) ⇐⇒ lim
n→+∞

un > c

Don :

lim
n→+∞

P(Un > un) = 0 ⇐⇒ lim
n→+∞

P

([
Nθ′−ε,n

n
>

⌊nβ⌋
n

])

= 0

On obtient don bien, en dé�nitive : lim
n→+∞

P (|Yn − θ′| 6 ε) = 1 − 0 = 1, résultat valable pour tout

ε > 0.

Cela signi�e que la suite d'estimateurs (Yn) onverge en probabilité vers θ′. On dit simplement que (Yn)
est une suite d'estimateurs onvergente de θ′ = rβ(X).

11. Au vu des dé�nitions des variables Xk,n et Yn : il s'agit de réordonner le tableau X dans l'ordre roissant, puis

d'en extraire la valeur d'indie k = ⌊nβ⌋ qui est alors une réalisation de X⌊nβ⌋,n = Yn, estimateur onvergent

de rβ(X).

funtion r = VaR(X,beta)

n = length(X)

k = floor(n*beta)

Y = triCroissant(X)

r = Y(k)

endfuntion

Partie III - L'� Expeted Shortfall � (ES)

On onserve les notations de la partie 1.

Pour qu'une mesure de risque soit aeptable, on souhaite qu'elle véri�e un ertain nombre de propriétés.

On dit qu'une fontion ρ dé�nie sur D à valeurs réelles est une mesure de risque ohérente sur D si elle

véri�e les quatre propriétés :

(R1) ∀X ∈ D, ∀c ∈ R, ρ(X + c) = ρ(X) + c ;
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(R2) ∀X ∈ D, ∀λ ∈ R
+∗, ρ(λX) = λρ(X) ;

(R3) ∀(X,Y ) ∈ D2
, si pour tout ω ∈ Ω, X(ω) 6 Y (ω), alors ρ(X) 6 ρ(Y ) ;

(R4) ∀(X,Y ) ∈ D2
, telles que X + Y ∈ D, ρ(X + Y ) 6 ρ(X) + ρ(Y ).

12. La propriété de linéarité de l'espérane donne déjà, pour toutes variables aléatoires X et Y de D, qui

admettent don une espérane :

∀c ∈ R, E(X + c) = E(X) + c don (R1) est vraie ; ∀λ ∈ R
+∗, E(λX) = λE(X) don (R2) est vraie ;

E(X + Y ) = E(X) + E(Y ), e qui est un as partiulier de (R4) qui est alors vraie.

En�n, la propriété de roissane de l'espérane donne bien : si pour tout ω ∈ Ω, X(ω) 6 Y (ω), alors
E(X) 6 E(Y ), don (R3) est vraie.

L'espérane est don bien une mesure de risque ohérente sur D.

13. On rappelle ii les résultats des questions 4. et 5. du sujet :

� D'après 4.a), pour tout X ∈ D et tout réel c, X + c ∈ D et rβ(X + c) = rβ(X)+ c, don (R1) est véri�ée.
� D'après 4.b), pour tout X ∈ D et tout λ ∈ R

+∗
, alors λX ∈ D et rβ(λX) = λrβ(X), don (R2) est

véri�ée.

� D'après 5.b), pour toutes variables aléatoires X et Y de D telles que : ∀ω ∈ Ω, X(ω) 6 Y (ω), alors
rβ(X) 6 rβ(Y ) et (R3) est véri�ée.

� Par ontre, d'après 3.) :

il existe des variables X et Y appartenant à D telles que rβ(X + Y ) > rβ(X) + rβ(Y ) lorsque β ∈]0, 12 [.
La propriété (R4) n'est don pas véri�ée pour tout β ∈]0, 1[, et on ne peut don pas onsidérer en toute

généralité, que la � Value at Risk � est une mesure de risque ohérente sur D.

Soit X une variable aléatoire appartenant à D, admettant une densité fX . On dé�nit l'� Expeted Shortfall �

de X de niveau de on�ane β par

ESβ(X) =
1

1− β

∫ +∞

rβ(X)
xfX(x)dx (1)

Le but de ette partie est de démontrer que, pour tout β ∈]0, 1[, ESβ est une mesure de risque

ohérente sur D assez � prohe � de rβ.

14. Soit X une variable aléatoire appartenant à D.

a) Puisque X appartient à = D, 'est une variable à densité qui admet une espérane, don

∫ +∞

−∞
xfX(x)dx

est absolument onvergente.

Par onséquent,

∫ +∞

rβ(X)
xfX(x)dx est a fortiori aussi onvergente, et ESβ(X) est bien dé�nie.

De plus : pour tout x ∈ [rβ(X),+∞[ : x > rβ(X) =⇒ xfX(x) > rβ(X)fX(x) puisque fX(x) > 0
(fX est une densité), et :

∫ +∞

rβ(X)
rβ(X)fX(x)dx = rβ(X)

∫ +∞

rβ(X)
fX(x)dx = rβ(X).P (X > rβ(X))

= rβ(X).(1 − FX(rβ(X))) = rβ(X).(1 − β) par dé�nition de rβ(X).

Les intégrales des fontions onernées étant onvergentes, la propriété de roissane de l'intégrale donne :

∫ +∞

rβ(X)
xfX(x)dx >

∫ +∞

rβ(X)
rβ(X).fX(x)dx ⇐⇒

∫ +∞

rβ(X)
xfX(x)dx > rβ(X).(1 − β)

⇐⇒ ESβ(X) =
1

1− β

∫ +∞

rβ(X)
xfX(x)dx > rβ(X) puisque 1− β > 0

b) On souhaite réaliser le hangement de variable : t = FX(x) dans l'intégrale dé�nissant ESβ(X).
Remarquons ii que, X appartenant à D, la fontion FX n'est stritement roissante et de lasse C1

que

sur l'intervalle IX .

Que la borne supérieure de ette intervalle, notée a, soit un nombre �ni ou +∞ : omme on a déjà eu

l'oasion de le dire, pour tout x > a, FX(x) = 1 et fX(x) = 0, don on peut en fait érire

ESβ(X) =
1

1− β

∫ a

rβ(X)
xfX(x)dx et le hangement de variable est liite ar alors :
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� FX est alors bien de lasse C1
, stritement roissante don bijetive de [rβ(X), a[

dans [FX(rβ(X)), lim
x→a−

FX(x)[= [β, 1[.

� élément di�érentiel : dt = F ′
X(x)dx = fX(x)dx

� pour tout x ∈ [rβ(X), a[: t = FX(x) ⇐⇒ x = GX(t), don : xfX(x)dx = GX(t)dt.

L'intégrale dé�nissant ESβ(X) étant onvergente, le théorème de hangement de variable donne bien :

ESβ(X) =
1

1− β

∫ a

rβ(X)
xfX(x)dx =

1

1− β

∫ 1

β
GX(t)dt (2)

15. a) Montrons que ESβ véri�e la propriété (R1), on prend pour ela X ∈ D et c ∈ R quelonques ; on sait

qu'alors rβ(X + c) = rβ(X) + c, et qu'une densité de Y = X + c est la fontion x 7→ fX(x− c), d'où :

ESβ(X + c) =
1

1− β

∫ +∞

rβ(X+c)
xfX(x− c)dx =

1

1− β

∫ +∞

rβ(X)+c
xfX(x− c)dx

=
1

1− β

∫ +∞

rβ(X)
(u+ c)fX(u)du hangement de variable a�ne : u = x− c

=
1

1− β

∫ +∞

rβ(X)
ufX(u)du+

c

1− β

∫ +∞

rβ(X)
fX(u)du

Le premier terme de la somme est ESβ(X), le seond vaut :

c

1− β
×
(
1−FX (rβ(X))

)
=

c

1− β
×(1−β) = c

par dé�nition de rβ(X). On a bien :

∀X ∈ D, ∀c ∈ R, ESβ(X + c) = ESβ(X) + c

Don ESβ véri�e la propriété (R1).

b) Soient maintenant X ∈ D et λ ∈ R
+∗

: on sait que rβ(λX) = λrβ(X), et qu'une densité de Z = λX est

la fontion x 7→ 1

λ
fX

(x

λ

)
, don :

ESβ(λX) =
1

1− β

∫ +∞

rβ(λX)
x× 1

λ
fX

(x

λ

)
dx =

1

1− β
× 1

λ

∫ +∞

rβ(X)/λ
xfX

(x

λ

)
dx

=
1

1− β
× 1

λ

∫ +∞

rβ(X)
(λu)fX(u)× λdu hangement de variable a�ne : u =

x

λ

=
λ

1− β

∫ +∞

rβ(X)
ufX(u)du = λESβ(X)

Don ESβ véri�e bien la ondition (R2).

16. On suppose dans ette question que X suit la loi exponentielle de paramètre λ > 0.

a) Les aluls e�etués à la question 2.a) donnent : rβ(X) = − 1

λ
ln(1 − β) = GX(β), don en utilisant la

formule (2) pour ESβ(X) :

ESβ(X) =
1

1− β

∫ 1

β
GX(t)dt = − 1

λ(1− β)

∫ 1

β
ln(1− t)dt

C'est une intégrale impropre en 1. Soit un réel a tel que β < a < 1 : dans l'intégrale

∫ a

β
ln(1 − t)dt, on

pose d'abord le hangement de variable a�ne u = 1− t :

∫ a

β
ln(1−t)dt = −

∫ 1−a

1−β
ln(u)du =

[
u ln(u)−u

]1−β

1−a
= (1−β) ln(1−β)−(1−β)−(1−a) ln(1−a)+(1−a)

Or : lim
a→1−

1− a = 0+ et lim
X→0+

X ln(X) = 0 par roissanes omparées, don :
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lim
a→1−

(1− a) ln(1− a)− (1− a) = 0− 0 = 0, et

∫ 1

β
ln(1− t)dt = (1−β) ln(1−β)− (1−β). On en déduit :

ESβ(X) = −(1− β) ln(1− β)− (1− β)

λ(1− β)
= − 1

λ
ln(1− β) +

1

λ
= rβ(X) +

1

λ

b) Lorsque β tend vers 1 (par valeurs inférieures) : rβ(X) = − 1

λ
ln(1 − β) tend vers +∞, don le terme

onstant

1

λ
est évidemment négligeable devant rβ(X), et :

ESβ(X) =
β→1

rβ(X) + o(rβ(X)) ⇐⇒ ESβ(X) ∼
β→1

rβ(X)

17. On suppose dans ette question que X suit la loi normale entrée réduite.

a) Dans e as, en utilisant la forme (1) de ESβ(X) :

ESβ(X) =
1

1− β

∫ +∞

rβ(X)
xϕ(x)dx = lim

A→+∞

1

1− β
× 1√

2π

∫ A

rβ(X)
xe−x2/2dx

=
1

1− β
× 1√

2π
lim

A→+∞

[
− e−x2/2

]A

rβ(X)
=

1

1− β
× 1√

2π
e−rβ(X)2/2

=
ϕ(rβ(X))

1− β
=

ϕ(rβ(X))

1−Φ(rβ(X))
par dé�nition de rβ(X)

b) Soit x > 0, et A > x : dans l'intégrale

∫ A

x

ϕ(t)

t2
dt, on pose :

u(t) = ϕ(t) → u′(t) = ϕ′(t) = −tϕ(t)

v′(t) =
1

t2
→ v(t) = −1

t

Les fontions u et v sont de lasse C1
sur ]0;+∞[, don par intégration par parties :

∫ A

x

ϕ(t)

t2
dt =

[
− ϕ(t)

t

]A

x
−
∫ A

x
ϕ(t)dt = −ϕ(A)

A
+

ϕ(x)

x
−

[
Φ(A)− Φ(x)

]

Lorsque A tend vers +∞ : lim
A→+∞

ϕ(A) = 0, don a fortiori lim
A→+∞

ϕ(A)

A
= 0, et lim

A→+∞
Φ(A) = 1 : ela

prouve la onvergene de l'intégrale impropre

∫ +∞

x

ϕ(t)

t2
dt, et donne surtout la relation :

Pour tout x > 0,

∫ +∞

x

ϕ(t)

t2
dt =

ϕ(x)

x
− 1 + Φ(x) ⇐⇒ 1− Φ(x) =

ϕ(x)

x
−

∫ +∞

x

ϕ(t)

t2
dt

) Soit x > 0. La fontion t 7→ ϕ(t)

t2
est ontinue, positive et intégrable sur [x,+∞[ (où x < +∞), don par

positivité de l'intégrale : 0 6

∫ +∞

x

ϕ(t)

t2
dt.

Par ailleurs, pour tout t ∈ [x; +∞[ :
1

t2
6

1

x2
par strite déroissane de la fontion inverse au arré sur

R
+∗
. En multipliant les deux membres par ϕ(t) > 0, on obtient : ∀t ∈ [x; +∞[,

ϕ(t)

t2
6

ϕ(t)

x2
.

Les deux fontions de la variable t sont ontinues, intégrables sur [x; +∞[, don par roissane de l'inté-

grale :

∫ +∞

x

ϕ(t)

t2
dt 6

∫ +∞

x

ϕ(t)

x2
dt, où la deuxième intégrale vaut :

1

x2

∫ +∞

x
ϕ(t)dt =

1

x2

(
1− Φ(x)

)
.

On a bien démontré que pour tout x > 0 : 0 6

∫ +∞

x

ϕ(t)

t2
dt 6

1

x2

(
1− Φ(x)

)
.
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Puisque pour tout x > 0, 1 − Φ(x) > 0, on peut aussi érire : 0 6

∫ +∞

x

ϕ(t)

t2
dt

1− Φ(x)
6

1

x2
, e qui donne par

enadrement : lim
x→+∞

∫ +∞

x

ϕ(t)

t2
dt

1− Φ(x)
= 0, soit :

∫ +∞

x

ϕ(t)

t2
dt =

x→+∞
o
(
1− Φ(x)

)
, et don :

ϕ(x)

x
= 1− Φ(x) +

∫ +∞

x

ϕ(t)

t2
dt = 1−Φ(x) + o+∞

(
1− Φ(x)

)
⇐⇒ 1− Φ(x) ∼

x→+∞

ϕ(x)

x

d) Puisque lim
β→1−

rβ(X) = +∞, alors d'après e qui préède : 1− Φ(rβ(X)) ∼
β→1

ϕ(rβ(X))

rβ(X)
, et d'après les

règles de alul ave les équivalents :

ESβ(X) =
ϕ(rβ(X))

1− Φ(rβ(X))
∼

β→1
ϕ(rβ(X)) × rβ(X)

ϕ(rβ(X))
⇐⇒ ESβ(X) ∼

β→1
rβ(X)

Dans les questions qui suivent, X est une variable aléatoire appartenant à D.

� On note h la fontion dé�nie par : ∀x ∈ R, h(x) = max(x, 0).
� On admet que si U et V sont deux variables aléatoires telles que 0 6 U 6 V et E(V ) existe, alors E(U)
existe et 0 6 E(U) 6 E(V ).

� On note pour tout événement A, 1A la variable aléatoire indiatrie de l'événement A. Rappelons qu'il

s'agit de la variable aléatoire prenant la valeur 1 si A est réalisé, et la valeur 0 sinon.

18. a) Il est assez lair que : ∀x ∈ R, 0 6 h(x) 6 |x| ; en e�et : pour tout réel x 6 0, h(x) = 0 6 |x|, et pour
tout réel x > 0, h(x) = x = |x|. Ainsi :
h(X − rβ(X)) 6 |X − rβ(X)| 6 |X|+ |rβ(X)|, la dernière inégalité provenant de l'inégalité triangulaire.

Puisque X ∈ D, X admet une espérane et |X| aussi (pour une variable à densité, on demande bien

l'absolue onvergene de

∫ +∞

−∞
xfX(x)dx).

Puisque |rβ(X)| est une onstante, la variable V = |X|+ |rβ(X)| admet don une espérane. La propriété

admise dans le deuxième point préédant ette question 18., d'applique don à U = h(X − rβ(X)) et à
V , qui assure que h(X − rβ(X)) admet une espérane.

Il n'est pas di�ile de véri�er que h est ontinue (et positive) sur R ; l'espérane de h(X − rβ(X)) est

don donnée par le théorème de transfert :

E
(
h(X − rβ(X))

)
=

∫ +∞

−∞
h(t− rβ(X)).fX (t)dt =

∫ rβ(X)

−∞
h(t− rβ(X))
︸ ︷︷ ︸

=0 ar t6rβ(X)

.fX(t)dt+

∫ +∞

rβ(X)
h(t− rβ(X))
︸ ︷︷ ︸

=t−rβ(X)

.fX(t)dt

=

∫ +∞

rβ(X)
tfX(t)dt− rβ(X).

∫ +∞

rβ(X)
fX(t)dt =

∫ +∞

rβ(X)
tfX(t)dt− rβ(X)×

(
1− FX(rβ(X))

︸ ︷︷ ︸

=β

)

E
(
h(X − rβ(X))

)
=

∫ +∞

rβ(X)
tfX(t)dt− rβ(X).(1 − β)

b) On reonnaît bien sûr dans l'intégrale de la dernière relation i-dessus, au fateur 1−β près, la dé�nition

de ESβ(X), don :

E
(
h(X − rβ(X))

)
= (1− β).ESβ(X) − rβ(X).(1 − β) ⇐⇒ ESβ(X) = rβ(X) +

1

1− β
E
(
h(X − rβ(X))

)

19. La méthode de Monte-Carlo permet d'estimer ESβ(X) utilisant l'estimation de rβ(X) fournie par la fontion
VaR, et la moyenne empirique des valeurs de h(X − rβ(X)) alulée à partir de l'éhantillon de taille n de la

loi de X dont les valeurs se trouvent dans le tableau X :

r = VaR(X,beta) // estimation de r_beta(X) à partir de l'éhantillon

H = max(X-r,0) // la fontion max est ompatible ave les opérations terme à terme

ES = r + mean(H)/(1-beta)

disp('Valeur approhée de ES_beta(X) : '+string(ES))
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20. Soit Z une variable aléatoire telle que : E(Z) = 1 et 0 6 Z 6
1

1− β
.

a) Pour tout ω ∈ Ω :

h(X(ω) − rβ(X)) =

{

X(ω) − rβ(X) si X(ω)− rβ(X) > 0

0 si X(ω)− rβ(X) 6 0

= h(X(ω) − rβ(X)) ×
{

1 si X(ω) > rβ(X)

0 si X(ω) 6 rβ(X)

∀ω ∈ Ω, h(X(ω) − rβ(X)) = (X(ω) − rβ(X))× 1[X>rβ(X)](ω)

e qui assure bien l'égalité de variables aléatoires : h(X − rβ(X)) = (X − rβ(X))× 1[X>rβ(X)].

b) PuisqueX ∈ D, ette variable aléatoire à densité admet une espérane, e qui implique aussi par dé�nition,

que |X| admet une espérane.

L'inégalité : 0 6 Z 6
1

1− β
implique aussi : 0 6 |XZ| = |X|Z 6

1

1− β
|X|, où 1

1− β
|X| admet une

espérane, par linéarité de elle-i.

La propriété de roissane de l'espérane assure que |X|Z, et don XZ, admet une espérane, et on peut

érire, d'après les relations préédemment obtenues :

1

1− β
E[(X − rβ(X))(1[X>rβ (X)] − (1− β)Z)] =

1

1− β
E[(X − rβ(X))1[X>rβ(X)]]− E[(X − rβ(X))Z]

=
1

1− β
E[h(X − rβ(X))] − E(XZ) + rβ(X)E(Z)

= rβ(X) +
1

1− β
E[h(X − rβ(X))] − E(XZ)

= ESβ(X)− E(XZ) CQFD

) Montrons ii que (X−rβ(X))(1[X>rβ(X)]−(1−β)Z) est une variable aléatoire positive ; pour tout ω ∈ Ω :

� Si X(ω) > rβ(X), alors X(ω) − rβ(X) > 0, et 1[X>rβ(X)](ω) − (1 − β)Z(ω) = 1 − (1 − β)Z(ω) > 0

puisque 0 6 Z(ω) 6
1

1− β
.

Le produit de es deux réels positifs implique que (X(ω)− rβ(X))(1[X>rβ(X)](ω)− (1− β)Z(ω)) > 0
dans e premier as.

� Si X(ω) 6 rβ(X), alors X(ω)− rβ(X) 6 0 et 1[X>rβ(X)](ω)− (1− β)Z(ω) = −(1− β)Z(ω) 6 0, don
le produit de es deux réels négatifs implique que (X(ω) − rβ(X))(1[X>rβ(X)](ω)− (1− β)Z(ω)) > 0
dans e seond as.

Ainsi : ∀ω ∈ Ω, (X(ω)− rβ(X))(1[X>rβ(X)](ω)− (1−β)Z(ω)) > 0, don par positivité de l'espérane :

1

1− β
E[(X(ω)− rβ(X))(1[X>rβ(X)](ω)− (1− β)Z(ω))] > 0 ⇐⇒ ESβ(X)− E(XZ) > 0

Pour que ette inégalité devienne une égalité, il su�t que :

1[X>rβ(X)] = (1 − β)Z ⇐⇒ Z =
1

1− β
1[X>rβ(X)] ar alors (X − rβ(X))(1[X>rβ(X)] − (1 − β)Z) est la

variable onstante nulle, d'espérane nulle à son tour.

Il est important ii de justi�er que Z véri�e bien les propriétés néessaires : 0 6
1

1− β
1[X>rβ(X)] 6

1

1− β
,

et E(
1

1− β
1[X>rβ(X)]) =

1

1− β
× P(X > rβ(X)) =

1

1− β
× (1− β) = 1.

21. On note K l'ensemble des variables aléatoires Z sur (Ω,A,P) telles que E(Z) = 1 et 0 6 Z 6
1

1− β
.
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D'après e qui préède : pour toute variable aléatoire Z ∈ K, E(XZ) 6 ESβ(X), l'inégalité devenant une

égalité pour Z =
1

1− β
1[X>rβ(X)] qui appartient bien à K ; ei signi�e e�etivement que :

ESβ(X) = max
Z∈K

E(XZ)

22. On sait déjà depuis les questions 15.a) et 15.b), que pour tout β ∈]0; 1[, la fontion ESβ véri�e les propriétés

(R1) et (R2).

Montrons que ESβ possède la propriété (R3) : soit (X,Y ) ∈ D2
tel que pour tout ω ∈ Ω, X(ω) 6 Y (ω).

Alors pour toute variable aléatoire Z élément de K, positive par dé�nition :

∀ω ∈ Ω, X(ω)Z(ω) 6 Y (ω)Z(ω), don par roissane de l'espérane : ∀Z ∈ K, E(XZ) 6 E(Y Z).

D'après le résultat de la question 21 : E(Y Z) 6 ESβ(Y ), don par transitivité de l'inégalité :

∀Z ∈ K, E(XZ) 6 ESβ(Y ). Par onséquent : max
Z∈K

E(XZ) 6 ESβ(Y ) ⇐⇒ ESβ(X) 6 ESβ(Y ).

Véri�ons en�n que ESβ possède la propriété (R4) : soit (X,Y ) ∈ D2
telle que X + Y ∈ D ; pour toute

variable aléatoire Z ∈ K :

E((X + Y )Z) = E(XZ + Y Z) = E(XZ) + E(Y Z) par linéarité de l'espérane. On a aussi :

∀Z ∈ K, E(XZ) 6 ESβ(X) et E(Y Z) 6 ESβ(Y ), don E(XZ) + E(Y Z) 6 ESβ(X) + ESβ(Y ).
Par onséquent :

∀Z ∈ K, E((X + Y )Z) 6 ESβ(X) + ESβ(Y ), don :

max
Z∈K

E((X + Y )Z) 6 ESβ(X) + ESβ(Y ) ⇐⇒ ESβ(X + Y ) 6 ESβ(X) + ESβ(Y )

La fontion ESβ véri�e bien les quatre propriétés permettant de onlure qu'elle est une mesure de risque

ohérente sur D.

⋆⋆⋆ FIN DU SUJET ⋆⋆⋆
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