MATHEMATIQUES I - ESSEC E 2013

Proposition de corrigé par David Meneu

. 7 /. /2
Lycée Champollion - Grenoble, pour a/%-/ /2/79&/

On s’intéresse dans ce probléme & deux mesures du risque utilisées par les marchés financiers.

Pour cela, on considére des variables aléatoires sur un espace probabilisé (2,.4,P) qui modélisent des pertes
financiéres subies par des acteurs économiques sur une période donnée.

Toutes les variables aléatoires définies dans ce probléme sont des variables aléatoires sur cet
espace probabilisé.
Soit D I'ensemble des variables aléatoires réelles & densité X vérifiant :
e X admet une espérance, notée E(X).
e Il existe un intervalle Iy (dont on admet I'unicité) sur lequel la fonction de répartition de X, notée F,
réalise une bijection de classe C! strictement croissante de Iy sur |0, 1[.
On note Gx la bijection réciproque, définie de |0, 1] sur Ix. Les notations Fx et G x seront utilisées dans
tout le sujet.

Dans tout le probléme [ est un réel appartenant a |0, 1[ et représentant un niveau de confiance.

Partie I - Définition et propriétés de la « Value at Risk »

1. Soit X € D; il existe donc un unique intervalle I'x tel que Fx réalise une bijection de Ix dans ]0, 1] auquel
appartient 3 :
il existe donc un unique réel v € Ix tel que Fx(v) = 8 <= P(X < ), ce qui est aussi équivalent &
v = Gx(B) par définition de la bijection réciproque.
Par ailleurs, comme F'x est une fonction de répartition : Vo € R, Fx € [0,1], donc tout réel = qui n’appar-
tiendrait pas a Ix, aurait pour image 0 ou 1 par Fx, donc pas . Ainsi, v est bien 'unique réel vérifiant les
relations ci-dessus.

e On définit alors rg(X), appelé la « Value at Risk » au niveau de confiance 3 de X, par 73(X) = Gx(B).
C’est une grandeur qui permet d’évaluer le risque pris par 'acteur qui détient I’actif dont les pertes sont
modélisées par X.

e On remarque que 73(X) est égale au capital minimal qu’il faut détenir pour étre en mesure
de couvrir les pertes de 1’actif associé 4 X avec une probabilité égale a f.

2. On suppose dans cette question que X est une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre
A €]0, +o0l.

0 siz <0

a) D’aprés le cours sur la loi exponentielle :  Vz € R, Fx(x) = [V .
1—e™ siz>0

1
b) On sait aussi que X est une variable & densité qui admet une espérance (valant —), et que :

A

sur |0, +oo, Fx est bien de classe C!, strictement croissante donc bijective, & valeurs dans ]0, 1[.
Donc X € D, et pour 3 €]0,1[, v €]0,+0] :

)\vzl_ﬁ = v:—lln(l—ﬁ):TB(X)-

Fx()=f <= 1-eM=3 < e 3

3. On suppose dans cette question que X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi
normale de paramétres m et o2 pour X, et de paramétres p et s pour Y.
On note ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et ¢ la densité usuelle de cette loi.



a) i. La fonction ® est de classe C!, strictement croissante sur R car c’est la fonction de répartition d’une

1 —Z‘2/2
V2
implique que les limites de cette fonction de répartition en —oo et 400, ne sont jamais atteintes, et
donc que @ réalise bien, d’aprés le théoréme éponyme, une bijection de R dans |0, 1.

variable & densité, de densité &' = ¢ : x +— .€ , continue et strictement positive sur R. Cela

ii. On utilise ici le théoréme de stabilité par transformation affine de la loi normale : puisque X suit

. . : : X—-m . .
la loi N'(m,c?), alors sa variable centrée, réduite associée X* = suit la loi normale centrée
o

réduite, donc :

Vr € R, FX(x):P(ng):P<X_m<$_m> :@(x_m)

o g o

puisque o > 0.

iii. On sait d’aprés i. que @ réalise une bijection de Ix = R dans |0, 1[, et X admet une espérance qui
vaut m : alors X € D, et rg(X) est 'unique réel v vérifiant :

P(X <v) =8 < q)(v;m) =5 = U;nﬂb‘l(ﬁ) = v=m+0.2}(f).

b) Toujours d’apres le théoréme de stabilité de la loi normale, puisque X et Y sont indépendantes et suivent
toutes deux une loi normale, alors :

X +Y suit la loi normale de paramétres (m + p, 02 + 5°)
D’apres 3.a).iii., on a donc :
rs(X +Y) =m+p+ o2+ s2.071(B).
¢) Au vu des calculs précédents, on a donc :

ra(X +Y) = r(X) = rg(Y) = (VP + 52 —0 — 5).071(8)
Or, puisque o et s sont strictement positifs :

02+ 52 <02 4+2s0+ 5% = (0 +5)? < Vo?+s2 <o+ s par stricte croissance de la fonction racine
carrée sur R.
Ainsi, la forme factorisée de rg(X +Y) —r3(X) — rg(Y) est négative si et seulement si :

P1B) =20 <= B=>P(0) < B¢c [%, 1] puisque ® est strictement croissante sur R.
4. Soit X une variable aléatoire appartenant a D, ¢ un réel, et A un réel strictement positif.
On pose Y = X +cet Z=AX et on admet que Y et Z appartiennent a D.
a) D’apres I'étude précédente, on obtient 75(Y) comme I'unique réel v tel que :
PY<Sv)=8 < PX+c<v)= << PX<v—¢c)=p < v—-—c=13(X)
par définition de rg(X), d’ou, en effet, la relation :  73(Y) = r3(X) +c.
b) De méme : 73(Z) est 'unique réel v vérifiant :

A>0

P(Z <v)=f < PAX <v) =8 &2 P(Xg%):ﬁ = - =rg(X)

v
A
toujours par définition de rg(X), d'ot ;' rg(Z) = Arg(X).
5. Soit X et Y deux variables aléatoires appartenant & D et telles que :
pour tout w € 2, X(w) < Y(w).
a) Pour tout réel z, au vu des hypothéses faites sur X et Y : pour tout w €  tel que Y(w) < z, alors
X(w) < Y(w) < z, done par transitivité : la réalisation de [Y < z] implique celle de [X < z], soit :
VeeR, [Y<z]C[X<z]=PY <z)<P(X <z), soit : Vo € R, Fy(z) < Fx(x)
b) La relation précédente, écrire avec x = r3(X) par exemple, donne :
Fy(rp(X)) < Fx(rg(X)) <= Fy(rg(X)) <8 < Fy(rg(X)) < Fy(rs(Y))

La fonction Fy étant supposée strictement croissante sur Iy auquel appartient rg(Y’) par définition, cela
implique bien r3(X) < r3(Y) si rg(X) appartient lui aussi & Iy. Et sinon, rg(X) est forcément inférieur
a la borne inférieure de Iy (son image par Fy ne peut valoir que 0, et pas 1), et I'inégalité :

rg(X) < rg(Y) est toujours vraie



Partie II - Estimation de la valeur de r3(X)

6. Soit n € N* et € R. Par définition : N, , compte le nombre d’indices k compris entre 1 et n tels [ X} < ]
est réalisé.
Comme les variables X, suivent toutes la méme loi que X, et sont indépendantes :

N, compte le nombre de succés ([X; < z] réalisé) dans une répétition de n épreuves de Bernoulli
identiques et de méme probabilité de succés P(X; < x) = Fx(z).

Donc en effet, N, ,, suit une loi binomiale, de paramétres (n, Fix(x)).

Le cours donne alors, sans calcul :
E(Ngyn) =nFx(z) et V(Ngp)=nFx(z)(1—- Fx(x)).
7. Pour tout z € R et tout € > 0 :

IP( Nom _ Fx(x)

n

> ) "20 B (N, , — nFx(x)| > ne) = PNy = E(Nam)| 2 ne)

On se retrouve donc dans le cas d’utilisation de I'Inégalité de Bienaymé-Tchebychev, qui donne :

V(Naan) Nz (z)(1 — Fx(z))

P(‘N%n - E(Nx,n)‘ Z ng) < (n6)2 ne?

<~ 0<IP’<

_FX(x)' > a) < Ix

n
F 1—-F
Comme x et € sont indépendants den : lim x(@)( 4 x(2))
n—+00 ne

positive, le théoréme d’encadrement permet de conclure :

= 0, et comme une probabilité est toujours

> 5) =0.
8. Soit z € R et n € N*.
a) Pour tout k € [1,n] : dire que I’événement [X}, ,, < ] est réalisé signifie que la k-iéme plus grande valeur
de léchantillon (X7, Xs,...,X,,) est inférieure ou égale a x.

NITI/
Vr e R, Ve >0, lim IP<‘ n’ — Fx(x)

n—-+o00o

C’est bien équivalent au fait de trouver, dans ce méme échantillon, au moins k variables X; telles que
[X; < z] soit réalisé, ce qui est le cas si et seulement si N, , prenne une valeur supérieure ou égale a k. 11
y a donc bien égalité des événements [Xj , < 2] et [Ny, > kl.

b) Les probabilités de ces deux événements sont donc toujours égales, et au vu de la loi binomiale suivie par
Nynp :

n

vk € [1,n], P(Xpn <2) =P(Najp 2 k) =Y P(Nop =71) =) (’;) (Fx(z))" (1= Fx(z))"™".
r==k r=k

Par hypothése, X € D est une variable a densité, dont la fonction de répartition F'x doncest de classe
C! sur R sauf peut-étre en un nombre fini de points, et continue sur R tout entier : c’est donc aussi le
cas, par somme et produit de telles fonctions, de la fonction de répartition de X}, ,, donnée par la formule
précédente : X}, , est donc également une variable aléatoire réelle & densité.

9. Soit (Up,)nen= une suite de variables aléatoires et ¢ un réel. On suppose que pour tout € > 0 :

lim P(|U, —c| >¢)=0.

n—-+o0o

On considére (uy,)n>1 une suite convergente de réels et on pose £ = lim  w,.
n—+oo

a) Distinguons les deux cas indiqués par I’énoncé :

e Sit > c: cela signifie qu'il existe £ > 0 tel que : t = ¢+ ¢ (en posant € =t — ¢), et alors :
PU,>t)=PU, Z2c+c¢e),or: [|U,—c| >¢|=[U,<c—¢elU[U, > c+e¢], ladistance de U, a ¢
est supérieure a e. Ainsi :

[U, >t C|U,—c| =2¢],donc 0 <P(U, >2t) < P(|U, — | > ¢).

On conclut donc, grace & ’hypothése faite et par encadrement, que :

Vt>ec, lim P(U, >t)=0.

n—-+o00



e Sit < c:il existe donc e > 0 tel que t = ¢ — ¢, et alors, [t, +oo[ contient ¢ — &, ¢ + ], donc :
Plc—e<U,<c+e)<PU,2t) < P(U,—¢|<e)<PU,>2t) <1

Or: P(JU,—¢|<e)=1—-P(U,—c| 2 ¢) — 1 — 0, donc a nouveau par encadrement :
n—-+0oo

Vt<e, lim P(U,>t)=1
n—-4o00
{—c

0.
2>

b) On suppose que ¢ > c et on pose € =

¢ 2c+ 0 —
Onaalors: { —e = te_zZerf-c_ ¢ + €. Par définition de la convergence de la suite (uy,) vers ¢,

il existe donc bien un rang & partir duquel u, > ¢ —¢ < u, > c+e.
De la sorte, a partir de ce rang :

[U,, = uy] implique [Uy, = ¢+ €], donc : 0 < P(Uy, > uy,) < P(Up, > c+¢).
Puisque ¢ + ¢ > ¢, d’aprés la question précédente : lirJrrl P(U, > ¢+¢) = 0, donc a nouveau par
n—-+00o
encadrement : lim P(U, > u,) = 0.
n——+0o

c+/ B 20+c— ¢

2 2
convergence de (uy,) vers £, il existe un rang a partir duquel u,, <l +¢& <= u, < c—e.

c—1
¢) De méme si £ < ¢, en posant € = 5 > 0:alors¢c—e = = { + ¢, et d’apreés la

On a donc, a partir de ce rang :
U, =2c—e]CUy 2 uy =PU,>2c—¢)<PU, >u,) <1

Comme ¢ —¢ < ¢, alors lim P(U, > c—¢) = 1, donc par encadrement : lim P(U, > u,) =1 dans
ce cas n——+0oo n—-+00

10. On définit pour tout n € N* tel que nf > 1, la variable aléatoire Y,, sur (2, A, P) par Y,, = X|,,3) , ot [nf3]
désigne la partie entiére de n3 et on pose ' = rg(X).
Soit € > 0.
a) D’apres I’équivalence classique avec la valeur absolue, et les propriétés de calcul d’une fonction de répar-
tition :

PV, —0|<e) =Pl —e <Y, <0 +e)=Fy, (0 +c)—Fy, (0 —c)=P(Y, <0 +¢e)—P(Y, <0 —e).

b) D’apres l'égalité d’événements obtenue a la question 8.a) :

o0 [Norion
Yo <0 2] = (X < B4 o = Nirge > L)) 20 | T2 > 1221

n n

et de méme :

n N’fen
[Yn < 0" - E] - [XLnBJ,n < 0 — 8] = [NH’fs,n > I_TL,BH 2 |: en -z I—nnﬁj]

d’on en effet :

oA 21 o[ )

n n n

c¢) Il reste alors & faire la synthése de toutes les questions précédentes :
e D’aprés la question 7., en posant = 6’ + &, pour tout o > 0 (il faut changer la notation puisque z
dépend ici de €, ce qui n’est pas le cas dans le résultat de 7.) :
> 04) =0

et ¢ = Fx (0 + ¢), le résultat de la question 9. s’applique.

Ny
Vo > 0, P(‘ﬂ—Fx(e’ﬂ)
n

NG’—I—&
n

Ainsi, en posant U, =
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[nf]

e On pose alors, pour tout n € N*, u, = =——=, dont on cherche & prouver la convergence et & obtenir
la limite. C’est une question classique faisa?lt intervenir la double inégalité issue de la définition méme
de la partie entiére :

VeeR, [z]<z<|z]+]1 <= z-1<|z]<x

Donc : )
Vn e N* nf—1< [nf] <np 229 ﬁ——<ugﬁ
n n
1
lim B — — = 3, donc par encadrement : lim M == lim uy,.
n—-+o0o n n—+oo N n—-+o0o

Or par croissance de Fx sur R et par unicité de 8’ = rg(X) : Fx (0’ +¢) > Fx(#') ou
Fx(0') = Fx(rp(X)) = B, soit : lirf u, < c avec les notations introduites ci-dessus.
n——+0o0

On en déduit, d’apres le résultat de 9.¢), que :

lim P(U, >u,) =1 < lim P([

n—-+o0o n—-+o0o

Noven o LHBJD _

=
n n
e De méme, en posant cette fois z = 6" + ¢ :

Ny ke .
Va>0, lim P(‘Q—FX(H'—e)
n

2&):0

n—-+o0o
. . _ Ne’—z’;‘ _ / 2 2 9 4
Ainsi, en posant U, = et ¢ = Fx (0 —€), le résultat de la question 9. s’applique.
n
n
Toujours avec u, = 8] , on a donc cette fois :
n

Fx(0') > Fx(0' —¢) < lim u, >c

n——+00
Donc : "
lim P(U, >u,) =0 < lim P([ Poen 5 L”BJD =0
n—+oo n—+oo n n
On obtient donc bien, en définitive : lirf P(]Y, = 0'] <e) =1-0 =1, résultat valable pour tout
n——+0o0
e>0.

Cela signifie que la suite d’estimateurs (Y;,) converge en probabilité vers 6'. On dit simplement que (Y,)
est une suite d’estimateurs convergente de 6’ = rg(X).

11. Au vu des définitions des variables X}, ,, et Y,, : il s’agit de réordonner le tableau X dans I'ordre croissant, puis
d’en extraire la valeur d’indice k& = |n3] qui est alors une réalisation de X|,3) , = Yy, estimateur convergent

de Tﬁ(X).
function r = VaR(X,beta)

n = length(X)

k = floor (n*beta)

Y = triCroissant (X)

r = Y(k)
endfunction

Partie III - L’« Expected Shortfall » (ES)

On conserve les notations de la partie 1.
Pour qu’une mesure de risque soit acceptable, on souhaite qu’elle vérifie un certain nombre de propriétés.

On dit qu’une fonction p définie sur D & valeurs réelles est une mesure de risque cohérente sur D si elle
vérifie les quatre propriétés :

(R1) VX €D, VeeR, p(X +c¢)=p(X)+c;

5 © Mojor Fgon



(Ry) VX €D, VAeR™, p(AX) = Mp(X);
(R3) V(X,Y) € D2 sipour tout w € Q, X(w) < Y(w), alors p(X) < p(Y);
(Ry) Y(X,Y)eD? tellessque X +Y € D, p(X +Y) < p(X) + p(Y).

12. La propriété de linéarité de ’espérance donne déja, pour toutes variables aléatoires X et Y de D, qui
admettent donc une espérance :
Ve € R, E(X +¢) = E(X) + ¢ donc (Ry) est vraie; VA € RT™ E(AX) = AE(X) donc (Rg) est vraie;
E(X +Y)=E(X)+E(), ce qui est un cas particulier de (R4) qui est alors vraie.
Enfin, la propriété de croissance de ’espérance donne bien : si pour tout w € Q, X(w) < Y(w), alors
E(X) < E(Y), donc (R3) est vraie.
I’espérance est donc bien une mesure de risque cohérente sur D.

13. On rappelle ici les résultats des questions 4. et 5. du sujet :

e D’apres 4.a), pour tout X € D et tout réel ¢, X +c € D et rg(X +c¢) = rg(X) +¢, donc (R1) est vérifiée.

e D’aprés 4.b), pour tout X € D et tout A € R, alors AX € D et rg(AX) = Arg(X), donc (Ry) est
vérifiée.

e D’aprés 5.b), pour toutes variables aléatoires X et Y de D telles que : Yw € Q, X(w) < Y(w), alors
rg(X) < rg(Y) et (R3) est vérifiée.

e Par contre, d’aprés 3.c) :
il existe des variables X et Y appartenant a D telles que r3(X +Y) > rg(X) + rz(Y) lorsque 3 €]0, 3.
La propriété (R4) n’est donc pas vérifiée pour tout f €]0, 1], et on ne peut donc pas considérer en toute
généralité, que la « Value at Risk » est une mesure de risque cohérente sur D.

Soit X une variable aléatoire appartenant & D, admettant une densité fx. On définit I’« Expected Shortfall »
de X de niveau de confiance 8 par

1 i
BSy(X) = —— [ apx@ds ()
1 =5 Jog(x)
Le but de cette partie est de démontrer que, pour tout g €]0,1[, £Ss est une mesure de risque
cohérente sur D assez « proche » de rg.
14. Soit X une variable aléatoire appartenant a D.
+00
a) Puisque X appartient & = D, c’est une variable a densité qui admet une espérance, donc / xfx(z)dx
—00
est absolument convergente.
+oo
Par conséquent, / xfx(x)dx est a fortiori aussi convergente, et E£S3(X) est bien définie.
rp(X)
De plus : pour tout x € [rg(X), ool : & 2 rg(X) = xfx(x) = r3(X) fx(x) puisque fx(z) >0
(fx est une densité), et :

“+oo +00
/ rs(X) fx(@)dz = ra@) [ fx(@)de = rs(X).P(X > rs(X))
r5(X) ra(X)

=13(X).(1 — Fx(rg(X))) =7r3(X).(1 = 8) par définition de r3(X).

Les intégrales des fonctions concernées étant convergentes, la propriété de croissance de l'intégrale donne :

+oo +o0o +oo
/ rfx(z)dz > / rg(X).fx(x)dz <= / zfx(z)de > rg(X).(1 - pB)
T r3(X)

5(X) r3(X)

1 [t
— ES3(X) = m/ o zfx(x)de > rz(X) puisque 1 — 3 >0
s

b) On souhaite réaliser le changement de variable : t = Fix(x) dans I'intégrale définissant ESg(X).
Remarquons ici que, X appartenant & D, la fonction Fx n’est strictement croissante et de classe C' que
sur l'intervalle Ix.

Que la borne supérieure de cette intervalle, notée a, soit un nombre fini ou 400 : comme on a déja eu
Poccasion de le dire, pour tout = > a, Fx(x) =1 et fx(z) =0, donc on peut en fait écrire

1 a
ESg(X) = ﬂ/ » xfx(z)dx et le changement de variable est licite car alors :
T8
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e Fx est alors bien de classe C1, strictement croissante donc bijective de [rz(X), a]
dans [Fx(rg(X)), l_i)m_ Fx(x)[=[5,1].
r—a

o ¢lément différentiel : dt = Fi (z)dx = fx(z)dx

e pour tout x € [rg(X),al: t = Fx(z) <= x = Gx(t), donc : zfx(z)dz = Gx(t)dt.

L’intégrale définissant ESg(X) étant convergente, le théoréme de changement de variable donne bien :

1 1

15. a) Montrons que ESg vérifie la propriété (R1), on prend pour cela X € D et ¢ € R quelconques ; on sait
qu’alors rg(X +¢) = rg(X) + ¢, et qu'une densité de Y = X + ¢ est la fonction z — fx(x — ¢), d’ou :

1 oo

ESg(X +¢) = ﬁ/ o )fo r —c)dxr = zfx(x — c)dx

- B T‘[g(X)'i‘

+oo
= j / (u+c¢)fx(u)du changement de variable affine : u =2 — ¢

—+o00
L=05 Jrsx) Tﬁ(X

c
Le premier terme de la somme est ESg(X), le second vaut : 1

x (1-Fx(rz(X))) = Bx(l—ﬂ):c
par définition de 73(X). On a bien :

VX €D, Vee R, ESs(X +¢)=ES3(X)+c

Donc ESg vérifie la propriété (Ry).
b) Soient maintenant X € D et A € R™ : on sait que r3(AX) = Arg(X), et qu'une densité de Z = AX est

1
la fonction x +— —fX(E), donc :
A A
1 +oo 1, @ 1 1 [ree T
ESz(A\X) = —— - —)de = —— x — —)d
pAX) 1—ﬁ/ “AfX(A)x -5 X TB(X)/Afo(A)x

T

/ (Au) fx (u) x Adu changement de variable affine : u =
rp(X) A

+oo
= m /TB o ufx(u)du = AES3(X)

Donc ESg vérifie bien la condition (Ra).

16. On suppose dans cette question que X suit la loi exponentielle de paramétre A > 0.

1
a) Les calculs effectués a la question 2.a) donnent : rg(X) = DY In(1 — ) = Gx(B), donc en utilisant la
formule (2) pour ESg(X) :

1 1
BESs(X 1_/3/ Gxl(t 3a /3)/;; In(1 — ¢)dt

C’est une intégrale impropre en 1. Soit un réel a tel que 5 < a < 1 : dans l'intégrale / In(1 — ¢)d¢, on

B
pose d’abord le changement de variable affine u =1—1¢ :

a 1-a
/ In(1—t)dt = —/ In(u)du = [uln(u)—u]iif =(1-/)In(1-p)—(1-8)—(1—a)In(1—a)+(1—a)
B 1-5

Or: lim 1—a=0"et lim XIn(X) =0 par croissances comparées, donc :
a—1- X—0+



lim (1-a)ln(l—a)—(1—a)=0-0=0, et /lln(l—t)dt:(1—B)ln(1—ﬁ)—(1—ﬁ). On en déduit :
B

a—1~
1-fhl-g-(1-§) 1 | |
b) Lorsque 3 tend vers 1 (par valeurs inférieures) : rg(X) = —%ln(l — () tend vers 400, donc le terme

1
constant — est évidemment négligeable devant r3(X), et :

ESp(X) e r5(X) 4+ o(rg(X)) <= ESp(X) fad r(X)

17. On suppose dans cette question que X suit la loi normale centrée réduite.

a) Dans ce cas, en utilisant la forme (1) de ESg(X) :

1 [t 1 14 2
ESg(X) = —— zp(zr)de = lim X —/ ze  2dx

1= 8 Jryx) A—too 1l —f 27 Jrp(X)
1 1 . _22/97A 1 1 4 2
- = _ o E/2 - T v eme(X)P)2
1—,8 x 2 ALHJIrloo [ € ]TB(X) ]_—B X \/ﬂe

p(ra(X)) _ p(rp(X))
1-8 1 —@(rg(X))

" elt)
t2

par définition de rg(X)

b) Soit x > 0, et A > x : dans l'intégrale / dt, on pose :

T

z A x
) ..o w4 )
Lorsque A tend vers +oo : lim ¢(A) = 0, donc a fortiori lim ——= =0,et lim ®(A) =1 : cela
A—+00 AStoo A A—+00
. . oo o(t) .
prouve la convergence de l'intégrale impropre / t—zdt’ et donne surtout la relation :
xT
+00 +oo
t t
Pour tout x > 0, / —¢(2)dt = plo) _ 1+ ®(z) — 1—P(x) = plz) _ / —¢(2)dt
= t T - t
t
c¢) Soit x > 0. La fonction ¢ — % est continue, positive et intégrable sur [z, +00] (ou & < +00), donc par
+oo
t
positivité de I'intégrale : 0 < / ﬂz)dt.
Lt
1
Par ailleurs, pour tout ¢ € [x; o0 : o) < —3 par stricte décroissance de la fonction inverse au carré sur
T
o ) .. o , o) _ ¢(t)
R*™*. En multipliant les deux membres par ¢(t) > 0, on obtient : V¢ € [x;+o0], 2 <=5
x

Les deux fonctions de la variable ¢ sont continues, intégrables sur [x; +oo[, donc par croissance de I'inté-
T p(t) o p(t) . 1 [+ 1

grale : / t—2dt < / ?dt, ou la deuxiéme intégrale vaut : = / p(t)dt = E(l — O(z)).

xX x xT

e(t)

+o00 1
On a bien démontré que pour tout z >0: 0 < / t—2dt < —2(1 - ®(z)).
x
x
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[ ety

t2 1

Puisque pour tout > 0, 1 — ®(x) > 0, on peut aussi écrire : 0 < 17@() < —, ce qui donne par
— ®(x x
T (t)
e = (1)
encadrement : lim “£—————— =0, soit : / —~dt = o(1—®(x)), et donc :
z—+too 1 — ®(x) " t2 T—+00

2@ g + /+OO P04t = 1 - 0(a) + 010 (1 - 0(a) = 1-0(a) ~ L0

X t2 r—r—+00 ap

X
d) Puisque 512?— rg(X) = 400, alors d’aprés ce qui précede : 1 — ®(rg(X)) ol %, et d’apres les

régles de calcul avec les équivalents :

ES(X) = T2 g s o #lra(0) x SR e ESH0 e i)

Dans les questions qui suivent, X est une variable aléatoire appartenant a D.

e On note h la fonction définie par : Vo € R, h(z) = max(z,0).

e On admet que si U et V sont deux variables aléatoires telles que 0 < U <V et E(V) existe, alors E(U)
existe et 0 < E(U) < E(V).

e On note pour tout événement A, 1 4 la variable aléatoire indicatrice de 1’événement A. Rappelons qu’il
s’agit de la variable aléatoire prenant la valeur 1 si A est réalisé, et la valeur 0 sinon.

18. a) Il est assez clair que : Vo € R, 0 < h(z) < |z|; en effet : pour tout réel = < 0, h(z) =0 < |z|, et pour
tout réel x > 0, h(x) = x = |z|. Ainsi :
h(X —rg(X)) <|X —7r3(X)| < |X]|+ |r3(X)], la derniére inégalité provenant de 'inégalité triangulaire.
Puisque X € D, X admet une espérance et |X| aussi (pour une variable a densité, on demande bien
+oo
Pabsolue convergence de / zfx(z)dx).
—00
Puisque |r3(X)| est une constante, la variable V' = | X|+ |r3(X)| admet donc une espérance. La propriété
admise dans le deuxiéme point précédant cette question 18., d’applique donc a U = h(X —r3(X)) et a
V, qui assure que h(X — rg(X)) admet une espérance.

Il n’est pas difficile de vérifier que h est continue (et positive) sur R; Pespérance de h(X — 73(X)) est
donc donnée par le théoréme de transfert :

~+00 rg(X) 400
B(h(X ~ o)) = [ hle— na(0))Sx(0de = [ W—w@»kmﬁﬁ/mMFwM»kwﬁ
=0 car t<rg(X) ? =t—rg(X)
+o0 +oo +oo
= / tfx(t)dt — rﬁ(X)./ [x(t)dt = / tfx(t)dt —rg(X) x (1 — Fx(rg(X)))
rp(X) rp(X) r5(X) T
+o0
B —rs(xX) = [ a0t £ rgl00).0 =)
e

b) On reconnait bien sir dans 'intégrale de la derniére relation ci-dessus, au facteur 1 — 3 pres, la définition
de ESz(X), donc :
1
E(h(X — rg(X))) = (1 — B).ESs(X) —rg(X).(1 - B) < ESs(X) =rg(X)+ mH«:(h(X —r3(X)))
19. La méthode de Monte-Carlo permet d’estimer £.S3(X) utilisant 'estimation de 75(X) fournie par la fonction
VaR, et la moyenne empirique des valeurs de h(X —r3(X)) calculée & partir de I’échantillon de taille n de la
loi de X dont les valeurs se trouvent dans le tableau X :

r = VaR(X,beta)

H = max(X-r,0)

ES = r + mean(H)/(!-beta)

disp('Valeur approchée de ES_beta(X) '+string (ES))
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20. Soit Z une variable aléatoire telle que : E(Z)=1et 0< Z <

a)

c)

1

1-48"

Pour tout w € Q :

X(w) —rg(X) si X(w)—rg(X)>0

h(X(w) —rg(X)) = { 0 si X(w) —7(X) <0

1 si X(w) > rg(X)

= (X (w) — (X)) x { 0 si X(w) <rg(X)

Ywe Q, hX(w)—rp(X)) = (X (W) = rs(X)) X Lxsr,x) (W)

ce qui assure bien I'égalité de variables aléatoires :  h(X —rg(X)) = (X —15(X)) X Lixsp,(x))-
Puisque X € D, cette variable aléatoire & densité admet une espérance, ce qui implique aussi par définition,
que | X| admet une espérance.

1
implique aussi : 0 < | XZ| = |X|Z < W|X|, ol

1
L’inégalité : 0 < Z < 1 |X| admet une

1-p
espérance, par linéarité de celle-ci.
La propriété de croissance de ’espérance assure que | X|Z, et donc X Z, admet une espérance, et on peut

écrire, d’apreés les relations précédemment obtenues :

1 1

I = rs(0) (Lo — (1= 2] = 5B — @Oy, ~ EICX = 75(X))2)
. ﬁm[h(x ~rp(X))] — E(XZ) + r5(X)E(2)
= 15(X) + 5 El(X — 15(X))] - E(X2)

— ES3(X)—E(XZ) CQFD
Montrons ici que (X —75(X))(L[x>r,x) — (1 —B)Z) est une variable aléatoire positive ; pour tout w € € :

e Si X(w) > rg(X), alors X(w) —rg(X) > 0, et Lixs,yx)(w) —(1—-B8)Z(w) =1-(1-pB)Z(w) >0
1

1-58

Le produit de ces deux réels positifs implique que (X (w) — 75(X))(Lx>ry ) (w) — (1 = 8)Z(w)) = 0

dans ce premier cas.

puisque 0 < Z(w) <

e Si X(w) <rg(X), alors X(w) —rg(X) <0 et Lxsyyxy(w) —(1-8)Z(w) = —(1-B)Z(w) <0, donc
le produit de ces deux réels négatifs implique que (X (w) — 75(X))(Lx>r, ) (w) — (1 = B)Z(w )) >0
dans ce second cas.

Ainsi:  Vw € Q, (X(w) —r3(X))(Lpxsrs(x) (W) — (1 = B)Z(w)) = 0, donc par positivité de Uespérance :

 u
1-5

Pour que cette inégalité devienne une égalité, il suffit que :

E[(X(w) =m8(X)) (x5, (w) — (1 = f)Z(w))] 2 0 <= ESp(X) —E(XZ) >0

1
]l[X>TB(X)} = (1 N ,B)Z <= 7= j]l[x>r6(x)} car alors (X — TB(X))(]I[X>TB(X)} — (1 — ,B)Z) est la

1
variable constante nulle, d’espérance nulle & son tour.
1 1
Il est important ici de justifier que Z vérifie bien les propriétés nécessaires : 0 < W]l[ X>rg(X)] S W,
1 1
et E( IB]I[X>TB(X)]): -3 XP(X>T5(X)): 1= X(l—ﬁ):L
1
21. On note K I’ensemble des variables aléatoires Z sur (2,4, P) telles que E(Z) =1et 0 < Z <

1-p8
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22.

D’aprés ce qui précéde : pour toute variable aléatoire Z € K, E(XZ) < ESg(X), I'inégalité devenant une

égalité pour Z = ﬂﬂ[ X>rg(X)] Qui appartient bien a K ; ceci signifie effectivement que :

ESs(X) = rznea%E(XZ)

On sait déja depuis les questions 15.a) et 15.b), que pour tout 8 €]0; 1], la fonction ESg vérifie les propriétés
(Rl) et (Rg)

Montrons que ESg posséde la propriété (Rs) : soit (X,Y) € D? tel que pour tout w € Q, X(w) < Y (w).
Alors pour toute variable aléatoire Z élément de KC, positive par définition :

Vw e Q, X(w)Z(w) < Y(w)Z(w), donc par croissance de l'espérance : VZ € K, E(XZ) < E(YZ).

D’aprés le résultat de la question 21 : E(YZ) < ESg(Y), donc par transitivité de I'inégalité :

VZ e K, E(XZ) < ES3(Y). Par conséquent : ana’%(E(XZ) < ESp(Y) <= ESs(X) < ESp(Y).
€

Vérifions enfin que ESg posseéde la propriété (Ry) : soit (X,Y) € D? telle que X +Y € D; pour toute
variable aléatoire Z € K :
E(X+Y)Z)=E(XZ+YZ)=E(XZ)+E(YZ) par linéarité de I’espérance. On a aussi :

VZ e, E(XZ) < ES3(X) et E(YZ) < ES3(Y), donc E(XZ) + E(YZ) < ESg(X) + ESg(Y).
Par conséquent :
VZ e K, E(X +Y)Z) < ESg(X) + ESs(Y), donc :

waxE((X +Y)Z) < ES5(X) + ES3(Y) <= BS(X +Y) < ESp(X) + ESs(Y)

La fonction E/Sg vérifie bien les quatre propriétés permettant de conclure qu’elle est une mesure de risque
cohérente sur D.

%% FIN DU SUJET %%
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