MATHEMATIQUES I - ESSEC E 2014

Proposition de corrigé par David Meneu

Lycée Champollion - Grenoble, pour Maﬂ’&t/-ﬁ/e?a&/

Dans tout le sujet, I =|a, b] est un intervalle ouvert non vide de R, ol a et b sont réels ou infinis.
On dit qu’une densité de probabilité f vérifie I’hypothése CSP(/) lorsque f est :

e continue sur [ ;

e strictement positive sur [ ;

e nulle en dehors de 1.
On écrira alors simplement :  f est CSP(I).

L’énoncé admet que les principaux résultats du cours concernant I'indépendance des variables aléatoires
discrétes, s’appliquent également aux variables aléatoires continues.

Partie 1 : Calcul d’une probabilité

On considére dans cette partie :

e X une variable aléatoire réelle continue a valeurs dans I, de fonction de répartition F' et admettant
une densité de probabilité f qui est CSP([).
e U une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur |0, 1] et qui est indépendante de X.
e h une fonction continue sur I & valeurs dans [0, 1].
On se propose d’établir la formule suivante :

P(U < (X)) = P([U < h(X)]) = / FOR(b)t.

On définit sur I la fonciton ¥ par :  Vz € I, ¥(z) = P([X < z]N[U < h(X)])
t

1. Pour tous réels x et y dans [ tels que & < y, on pose M (x,y) = m[ax] h(t) et m(z,y) = n[lin} h(t).
telx,y te|x,y
a) Soit « dans I; pour tout y dans U'intervalle |z, b[ : la fonction h étant continue sur |a, b[, elle Iest
aussi sur le segment fermé [x,y] qui est inclus dans 1.

Un théoréme sur les fonctions continues assure alors que h atteint un maximum sur [z,y] en un
point oy, tel que :  h(ay) = II[liIl] h(t) <= h(ay) = M(z,y).
te

b) Lorsqu’on fait tendre y vers x par valeurs supérieures : puisque = < o, < y, le théoréme d’enca-
drement implique
;1_13} ay =2 = ;1_% h(cy) = h(x)
y>x y>x

la deuxiéme limite étant une conséquence de la continuité de h sur [0, 1]. Cela s’écrit bien :

lim M (z,y) = h(z)
y>x

¢) On suit le méme raisonnement en échangeant cette fois les roles de z et y : pour tout y élément
de I fixé, et tout réel x €]a,y[ : la fonction h est continue sur le segment [z, y] C I, donc admet
y admet un maximum, qui se note toujours M (z,y), atteint en [3, € [x,y], de sorte que :

\V/ZL‘ E]a,y[, T < Bz < Yy et h(ﬁx) = M(l‘,y)



Lorsque x tend vers y par valeurs inférieures, a nouveau par encadrement : }:13% Be =1,
<y

donc par continuité de h sur [ : lgr%/ h(B:) = h(y) <= }:13% M(z,y) = h(y).
<y <y

On montrerait de maniére analogue (I’énoncéne demandait pas de le vérifier) :

lim m(z,y) = h(z) et limm(z,y) = h(y)

y>x <y

2. Soient x et y des réels de [ tels que = < y.

a) Pour toute issue w € Q telle que x < X(w) < y : la valeur prise par h en X (w) est alors
bien inférieure ou égale au maximum de cette fonction sur lintervalle [z, y], qui vaut M (z,y) :
h(X(Q)) < M(z,y), et alors:  U(w) < h(X(w)) implique bien U(w) < M (z,y) par transitivité
de I'inégalité.

On a donc bien I'implication :
(v < X() <p) et (U(w) S H(XW))) = (@< X(@) <y) ot (U(w) <M(x,y)
qui se traduit par l'inclusion d’événements
[r<X<y|n[U<hX)|Clz<X<y]n[U<M(z,y)]
La propriété de croissance de la probabilité donne déja :
P(le<x <yln[U<nX)]) < P(fo< X <y [U< Mzy))

ou :

e Par indépendance des variables aléatoires X et U :
P([:c <X <yn[U < M(az,y)]) = P(z < X < y)xP(U < M(z,y)) = (F(y)—F(z)) x M(z,y)

puisque U suit la loi uniforme sur [0, 1], et M(z,y) est bien dans cet intervalle puisque c’est
une valeur de la fonction h.

e en écrivant : [X <y|] =[X < z]U[z < X <y, union disjointe, on obtient, :
X <yl U< (X)) = (X <2l n U <h(O)) U ([ < X <y)n U < h(X)))

par distributivité de I'intersection sur I'union, qui est toujours disjointe, de sorte que le passage
a la probabilité donne :

P(IX <y n U < hX)]) = P(IX <] [U < A(X)]) + P(le < X <0 [U < (X))

— U(y) = U(z) + P<[az <X <ylN[U < h(X)])
de sorte que l'inégalité précédente se réécrit effectivement :
U(y) — ¥(z) < (Fy) - Fx)) M(z,y)
b) Un raisonnement analogue donne 'inclusion d’événements :
[r <X <yIN[U <m(z,y)] Clo < X <ylN[U < h(X(W))]

puisque cette fois, r < X (w) <y et U < m(z,y) impliquent : U < m(z,y) < h(X(w)).



3. a)

La croissance de la probabilité et I'indépendance de X et U donnent :
Pz < X <y) x P(U < m(z,y)) < P([x <X <yNUX h(X(w))])

et m(x,y), valeur prise par h quelque part sur I, appartient a [0, 1], donc

PWU < m(xz,y)) = m(z,y). Le membre de droite de l'inégalité est le membre de gauche de
I'inégalité précédente, donc :

(F(y) — F(z))m(z,y) < ¥(y) — ¥(z)

ce qui donne I’encadrement :

(F(y) = F(z))m(z,y) < ¥(y) — ¥(z) < (Fy) — F(x)) M(z,y)

et comme r <y <= y — x > 0, la division de tous les membres par y — & donne bien :

F(y)—F U(y) — W F(y)— F
W) = F@), 0 Y)W )= Py
y—x y—z y—
Soit x un élément de I, et y € I tel que x < y : comme la densité f est continue sur 7, F' est de
F(y)— F
classe C!, donc dérivable en tout point de I, et : %1_1}1 £ly) = Fz) = F'(x) = f(x).
x y —
Yy>x
Mais comme on l’a aussi vu : %gralﬂ M(z,y) = h(z) = 21/15133 m(z,y), de sorte que le théoréme
y>x y>x
d’encadrement s’applique avec celui qui a été obtenu a la question précédente, pour donner :
U(y) — W
lim Ply) =0(w) = f(x) x h(x)
Yy—T y —x
y>x

ce qui prouve que ¥ est dérivable a droite en tout point z de I, avec ¥, (z) = f(z)h(x).

Il faut aussi prouver la dérivabilité a gauche : si on fixe y dans [ et x € I tel que < y, on a :

F(y) - F
lim Fly) = F(z) = F'(y) = f(y) puisque F est dérivable a droite et & gauche en tout point.
x

e
Les résultats précédents donnent & nouveau :
. Fly)— F(x . Fly)— F(x
tig ZW I 0 ) ) x hy) = i T TS
<y y xr <y y x
donc toujours d’aprés le théoréeme d’encadrement :
- U(y) — V(x)
}Cll)l}/y_—x = f(y) x h(y)
<y

ce qui prouve que U est dérivable & gauche en tout point y de I, avec Wi\ (y) = f(y)h(y).

On a ainsi démontré, en utilisant provisoirement deux notations différentes pour la variable, que
U est dérivable a gauche et a droite en tout point de I, et a les mémes dérivées a gauche et a
droite : on conclut que ¥ est dérivable en tout point x de I, avec :

Veel, V(x)=f(z)x h(x)

Conséquence directe du résultat précédent : W est une primitive de f x h sur I (ou f X h est
bien continue), donc pour tous réels = et y dans I :

/ " rha = [vw]’ = vy) - v

T



b) N’oublions pas les définitions initiales! Pour tout x de I, W(x) est la probabilité de 1’événement

[z < X]N[U < h(X)] et F(x) celle de 'événement [z < X].
On a toujours : AN B C A pour tous ensembles A et B, donc ici :
[z < X]N[U < h(X)] C [z < X], et la croissance de la probabilité donne bien :

Veel, Y(xr)<F(x)

Or pour tout = de I, 0 < ¥(x) puisque W(x) est une probabilité, et par ailleurs il est certain

que : %13}1 F(x) =0, puisque a est la borne de gauche de I'univers-image de la variable aléatoire

T>a
X dont F est la fonction de répartition.

L’encadrement : Vo € I, 0 < ¥(x) < F(x) et le théoréme éponyme donnent :

lim ¥(x) =0
T>a

la limite & gauche en a est la méme, puisque s’il existe z < a, W(x) est alors nulle vu que [X < z]
est alors négligeable.

On peut donc passer a la limite quand = tend vers a dans la relation intégrale de la question
précédente (principe de définition des intégrales généralisées) pour obtenir :

Vyel, V(y) = /y f(&)h(t)dt

ce qu’on peut réécrire avec la variable x...

Soit z € I. On écrit ici :  [U < h(X)] = ([X <2NU < h(X)]) U ([X > 2] N[U < h(X)]),

union disjointe qui donne :
PU < (X)) = P(IX <aln[U <)) + P(IX > a] N [U < (X))

qu’on peut aussi voir comme une utilisation de la formule des probabilités totales avec le s.c.e.
<[X <zl [X > x]) et qui donne :

P(IX > 2] AU < h(X)]) = PU < h(X)) - ¥(x)

De facon analogue & ce qu’on a écrit plus haut :
L’inclusion [X > z] N [U < h(X)] C [X > z]| donne, par croissance de la probabilité :

O<P<[X>x]ﬂ[U<h(X)]) <P(X >12)=1-F(z)

Or lorsque x tend vers b, borne de droite de 'univers-image de la variable aléatoire X :

lin}) Fz)=1 < lin})l — F(z) = 0, donc toujours par encadrement, :
T— T—

iiEiP([X > 2]N[U < h(X)]) =0 = lim P(U < A(X))=¥(z) =0 <= lim ¥(z) = P(U < h(X))

z—b

puisque P(U < h(X)) ne dépend pas de la variable x. On peut donc, cette fois, passer a la limite
quand z tend vers b dans la relation intégrale obtenue en b), ce qui donne bien :

b
mv<mx»=/fmmwn



4. Tl est clair que, par événement contraire : P(U < h(X)) =1— P(U > h(X)), qu’on peut aussi
réécrire :

PU<KX)=1-PU>hX)=1-P(-U<~h(X)=1-P1-U<1-hX))

par opérations sur les inégalités.

Il reste a faire le lien avec ce qui précéde... Comme U suit la loi uniforme a densité sur [0,1], la
variable aléatoire V' = 1 — U suit aussi (transformée affine) la loi uniforme a densité sur [0,1].

La fonction h est continue sur I, a valeurs dans [0, 1], donc la fonction k : x +— 1 — h(z), est aussi
continue sur I, a valeurs dans [0, 1] également.
Veel: 0<h(x)<1 <= 0=-h(z)=>2-1 <= 1>21—h(z)>=0)

Le résultat de la question précédente s’applique donc encore avec la variable V' et la fonction k, qui
donne :

P(V < k(X)) = /bf(t)k(t)dt <« P1-U<1-hX))= /bf(t)(l — h(t))dt
— P1-U<1-h(X))= /b Fo)dt — /b F@h(t)dt

b
puisque X, de densité f, a pour support I =]a, b[, alors bien sir : / f(t)dt =1, et on peut donc
a

réécrire le résultat précédent :

b b
PA-U<1-h(X)=1— / FORBAt &= 1 -P(1-U<1-h(X)) = / F(OR(H)dt

— PU < WX)) = /  HOm(bat

NB : le "principe de symétrie" mis en ceuvre ici est trés courant en mathématiques, mais il fallait y
penser...!

Partie 2 - Le modéle économique de Leontiev fermé

Soient «v et 5 deux nombres réels appartenant a Uintervalle |0, 1[.

On s’intéresse a un modéle économique composé de trois secteurs d’activité Si, Sy et S3. On suppose
que :

e pour produire une unité de biens 1, il faut a unités du secteur 1 et o unités du secteur 2.
e pour produire une unité de biens 2, il faut 4 unités du secteur 1 et « unités du secteur 3.
e pour produire une unité de biens 3, il faut # unités du secteur 2 et § unités du secteur 3.

On dit que ce modeéle est viable s’il existe des quantités de productions z1, x5 et x3 des secteurs respectifs
S1, Sy et Ss, strictement positives et telles que chaque secteur soit excédentaire en quantité.

5. a) Le systéme est viable si et seulement si pour chacun des trois secteurs, la production excéde les
besoins :

e Le secteur S; doit fournir ar; unités pour la production de x; unités de son secteur, et Sxs
unités pour la production de x, unités du secteur 2, soit au total ax; + Sro unités. Cette
quantité doit bien étre inférieure aux x; unités effectivement produites par la secteur S, il

faut donc : ;1 > axy + PBxs.
e Le secteur S, fournit les secteurs S et S3, a raison de ax; unités et S unités respectivement.
La encore, la production doit excéder les besoins, donc : x5 > axy + fx3.



e Le secteur S3 se fournit lui-méme, ainsi que le secteur Ss, a raison de axy et [Sxs unités
respectivement. Il faut donc que x5 > axq + Sxs.

Le systeme est donc bien viable si et seulement si il existe un choix des productions 1 > 0, x5 >
0, x3 > 0 tels que :
x> oy + Py

Ty > owy + Pas

T3 > awy + B

a B 0 T
b) On considére la matrice A= |« 0 [ |. Pour toute matrice colonne X = | x5
0 a f T3

1 axy, + B r1 — axy — By

X—-AX=|x| —|ax;+Px3 | = | x0 — axy — fx3

T3 azy + B T3 — axy — Bag

Au vu du systéme précédent, le systéme est effectivement viable si et seulement s’il existe une telle
matrice colonne X a composantes strictement positives telle que X — AX n’a que des composantes
strictement positives.

-5 B 0
6. a) Lecalcul: A—(a+p)I3=| o« —a—F [ | permet de constater que cette matrice voit
0 « —

la somme de ses colonnes étre nulle, ce qui assure qu’elle est non-inversible, donc que aa + 3 est
valeur propre de A.

Pour déterminer le sous-espace propre associé, on résout le systéme : (A — (a+ 6).[3))( = 031,

x
d’inconnue X = | y
z
—pxr + By =0 —2+y=0 <= z =y puisque >0 v—y
ar — (a+Py + Bz = 0 <= Calz—y)+B(z—-y)=0 <:){
ay — az = 0 y—2=0 <= y =2 puisque a > 0 y==
1
Ainsi : Ea+5(A):Vect( 1 )
1

b) Avec ce vecteur X, dont toutes les composantes sont strictement positives :
X-AX=X—-(a+B)X=(1—(a+0)X;sia+p <1, alors 1 — (a+ ) >0 et le vecteur X
vérifie bien la condition de la question 5.b), donc le modéle est viable dans ce cas.

L’énoncé admettait pour la suite que le modéle est viable si et seulement si le spectre de A est inclus

dans | — 1,1].

7. a) On a déja vu que si a+ [ < 1, alors le modéle est viable. Réciproquement : si le modeéle est viable,

alors les valeurs propres sont toutes dans | — 1, 1] d’aprés ce qui vient d’étre admis par ’énoncé,
et en particulier : @+ 5 < 1. Il y a donc bien équivalence entre la viabilité du systéme est le fait
que a + 5 < 1.

b) On détermine les autres valeurs propres de A en échelonnant la matrice A — \.15 :

a—\ [ 0 Q@ - p « A I}
a =X p —— |la—X 0 0 af+AMa—A) —pla—2A)
0 a =X "7\ 0 o pg-)) BN\ a A=A



Q A 15} a —A 6]
— o a B— A 0 B— A
L3+ Lo 0 Q{B + )\(Q{ _ )\) —B(Q{ o )\) L3<—aL3—(0¢B+)\(a—)\))L2 0 0 Q()\)

Q) = —aBa—A) — (aB+ Ma =) (8- )
= —a’B+ B — af® + e — daB + Na+ N3 — \°
= —af(a+ B) + Aaf + N(a+ ) = N
=(A=(a+B)aB+X((a+8) =) == (a+5)(af =2

Ainsi, A est valeur propre de A si et seulement si :

A=a+f

ou M = ap

donc:  Sp(A4) = {a+ 5, Vapb, —\/075}

Comme « et § appartiennent & ]0,1[: 0 < af < 1, donc —1 < —/af <0 < /af < 1.

8. On suppose dans cette question seulement, que « est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme
sur |0, 1], et que (3 est une variable aléatoire a valeurs dans |0, 1[, admettant une densité de probabilité
f qui est CSP(]0, 1).

On cherche donc la probabilité :  Pla+p<1)=Pla<1—7).

La variable aléatoire « joue ici le role de U dans la partie 1, de méme que [ est définie selon des
hypothéses correspondant a celles de X ; il reste a dire que la fonction A utilisée iciest h: z — 1—ux,
fonction bien continue sur ]0, 1], & valeurs dans [0, 1], et ainsi :

b b b
Pla<1—p)=Pla<h(B)) = / f(t).(1 —t)dt = / f(t)dt — / tf(t)dt =1 — E(j)

9. On suppose désormais que « et 3 sont choisis de sorte que le modéle est viable. Pour i € {1,2,3}, on
note y; le coiit de production d'une unité de bien dans le secteur i, et y; + z; le prix de vente d’une
unité de bien du secteur . La marge z; est appliquée uniquement en cas de vente a un autre secteur,
I’échat a l'intérieur d’'un méme secteur se faisant au prix cottant y;.

On définit les deux matrices lignes : Y = (y1 Yo yg) et Z = (21 29 23), ainsi que la matrice
0 8 0

carrtéte B=|a 0 0
0 a 0

a) On évalue ici le produit de la vente de la production de chacun des secteurs : ce prix de vente
doit compenser le coiit de production.

e Le secteur S; achéte o unités a lui-méme et § unités au secteur S, d’ott un prix de :
ay1 + a(ys + 2z2), qui représente donc le cotit de production unitaire du secteur Sy, de sorte
que y; = ayy + a(yz + 22).

e Le secteur S5 achéte S unités au secteur S; et a unités au secteur Sz, d’oul un coiit de pro-
duction :  yo = B(yn + 21) + a(ys + 23).

e Le secteur S3 achéte o unités au secteur 2, et 5 unités a lui-méme, d’ott un coiit de production :
Y3 = a(y2 + 22) + Pys.



Les réels y1, Y2, y3 et z1, 29, z3 sont donc liés par les relations :

y1 = ayr + a(ys + 22)
Yo =By +21) +alys + 23)
ys = B(y2+ 22) + Bys

— (y1 Y2 y3) = (Oé(yl +y2) By +ays By + ys)) + (0422 Bz + azs 522)

a [ 0 0 8 0
= (2 ys) =0 w2 w3) [ 0 B|+(21 2 23) | 0
0 a 0 a 0

—Y=AY+7ZB (1)

b) La matrice I — A est inversible, sinon A = 1 serait valeur propre de A, ce qui est impossible
puisqu’on a supposé ici que le modéle est viable, donc que le spectre de A est inclus dans | — 1, 1].
On peut alors réécrire I’équation matricielle précédente sous la forme :

Y-YA=7B < Y(I-A) =7ZB < Y =7B(I - A)!

ce qui prouve bien que pour Z fixé, il existe un unique Y vérifiant (1).

Partie 3 - Simulation de variables aléatoires

Jusqu’a la fin du probléme, on note Z une variable aléatoire continue a valeurs dans I, de fonction
de répartition G' et admettant une densité g qui est CSP(7).

3a - Simulation par la méthode d’inversion

10. a) On note H la restriction de G a I. La stricte positivité de g sur I implique la stricte croissance
de H sur I, sur lequel cette restriction de la fonction de répartition GG est aussi continue.

Il reste a dire que puisque f est supposée nulle en-dehors de I =|a, b, alors nécessairement :
lim G(z) =0= lim H(z), tandis que liril G(z) =1= lim H(z).
T—ra r—0"

z—a™t x—>b~
On peut ainsi invoquer le théoréme éponyme qui garantit que H réalise une bijection de I sur
10, 1].

En notant H~! la bijection réciproque, le tableau de variations de H~! est le suivant :

T 0 1

b

a

Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur ]0, 1[. On pose X = H!(U), et on note F la
fonction de X.

b) Pour tout réel x de I :

F(z)=P(X <1)= P(H_l(U) < x) = P(U < H(x)) par stricte croissance et bijectivité de H



0 sit<O0

U suivant la loi uniforme sur |0, 1[, a en effet pour fonction de répartition Fyy : ¢ — t si0<t<l,
1 sit>1

et on utilise bien la deuxiéme expression puisque pour tout = de I, H(z) €]0, 1.

c¢) Il reste ici a dire que : X = H Y(U) est a valeurs dans ]a, b] d’aprés le tableau précédent, ce
qui garantit que (pour autant que cela ait un sens, suivant que a et/ou b sont infinis) :

Ve<a, F(x)=0=G(z) et Vr>b F(zx)=1=G(2)
et ainsi on peut écrire : Vo € R, F(z) = G(z). Les deux variables aléatoires X et Z ayant la

méme fonction de répartition, suivent par conséquent la méme loi.

11. Simulation de lois exponentielles.
On suppose dans cette question que Z suit la loi exponentielle de paramétre A > 0.

a) D’aprés le cours sur cette loi usuelle, en prenant un intervalle ouvert pour I :

Y

0 siz <0 0 stz <0
I=]0,400[, g: x> DX

Ae ™M siz>0 1—e™ siz>0

On obtient P'expression de la bijection réciproque H ! en résolvant, pour tout y de ]0, 1], I'équa-
tion :

1
Hr)=y <= l-e M=y <= l-y=e¢ ¥ & In(l-y) = -z < x:—xln(l—y):H’l(y)

b) Evidemment, Scilab dispose déja d’une fonction de simulation de la loi exponentielle (& sa-
voir grand(1,1,’exp’,1/lambda)), ce qui n’empéche pas d’écrire celle-ci, qui simule cette loi
uniquement & partir de la loi uniforme sur |0, 1] :

| function x = expo(lambda)
> y = rand()

3 x = -log(l-y)/lambda
4 endfunction

12. Simulation de la loi de Laplace.
On cherche dans cette question & simuler une variable aléatoire de densité g donnée par :

1
Ve e R, g(z) = 56"”3‘ (densité de Laplace).

Soit Y une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre 1.

Soit V' une variable aléatoire indépendante de Y, suivant la loi uniforme sur {—1, 1}, ce qui signifie :

PV=-1)=PV=1)= %

On pose X = VY.

a) Il est d’emblée clair que g est continue sur R comme composée de deux fonctions continues sur
R. La stricte positivité de exp sur R, assure également que g est strictement positive sur R.

1 1
Il convient enfin de remarquer que : Vz € R, g(—x) = 56“‘“”' = 56"“”' = g(x), la parité de la

fonction valeur absolue entraine celle de g.

+oo
Comme : / e “dx converge et vaut 1, puisque c’est I'intégrale sur son support, de la densité
0



T

1
de Y qui suit la loi £(1), et puisque g est paire sur R, avec : Vo € RT, g(z) = 56_ , alors

+oo
I'intégrale / g(x)dz converge, et vaut :

+o0 +o0 +o0
/ g(x)dx = 2/ g(x)dx = / e fdr =1
—o0 0 0

ce qui achéve de prouver que g est bien une densité de probabilité.

Les calculs de probabilités associés & X = VY vont se faire a l'aide de la formule des probabilités
totales et du systéme complet d’événements ([V = —1], [V = 1]) naturellement associé a V' :
e Pour tout z > 0 :
P(X >z)=P([V= X>ﬂMJMV:umw>ﬂ)
= P([V = Y >a]) + P([V=1N[Y >a])
=P(V = ) x PY <—z)+P(V=1)xPY >x) V et Y sont indépendantes
%P(Y > ) en effet : —z <0 donc P(Y < =x)=0

e De méme, pour tout x <0 :

P(X<2)=P(V =-1)xP(Y >—a)+P(V =1)x P(Y < 2)
1

= §P(Y > —x) en effet : 2 <0 donc P(Y <2)=0

On en déduit 'expression de la fonction de répartition de X :

e Pour tout x >0, F(x)=1-P(X>z)=1— ="

e Pour tout x <0, F(z)=P(X <z)==¢".

La fonction de répartition I de X est de classe C!, donc continue sur chacun des deux intervalles
] — 00,0[ et |0, 4+o00].

. 1 1 ) I, 1
De plus, xlggl_ F(z) = xlggl_ 56 =% et IIL%L F(z) = xlgélJr 1- 3¢ "= 1— 555 F(0), donc F
est bien continue en 0, et sur R tout entier.
La variable aléatoire X est donc bien continue et admet une densité f définie par dérivation de
F sur | —o0,0] et ]0, 400 :

1 1
vz E] T 0070[7 f(x) = 5633 et Vx E]O, —|—OO[7 f(;L’) = 5671
On constate qu'on a bien : Vz € R*, f(x) = g(z), et il suffit alors de choisir arbitrairement

1
f(0) = R g(0) pour en déduire que : Vo € R, f(z) = g(x), et donc que g est bien une densité
de X, ce qui prouve que X suit la loi de Laplace.

La fonction Scilab suivante simule la loi de Laplace ; on revient pour cela a la définition X = VY,
ou Y suit la loi exponentielle qu’on sait simuler avec la fonction précédente; pour V', on utilise

une simulation de la loi uniforme sur ]0, 1] : si on obtient une valeur inférieure a 5 (ce qui arrive

1
avec la probabilité 5), alors on donne & X la valeur de Y (V' vaut donc 1), et —Y sinon.
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| function x = laplace()

> y = expo(1)

N v = rand()

4 if v < 1/2 then
5 X =3y

6 else

7 X = -y

8 end

9 endfunction

3b - Simulation par la méthode du rejet

Dans la méthode dite du rejet, pour simuler la loi de Z de densité g (voir les notations en préambule
de la partie 3), on commence par déterminer une loi de probabilité que I'on sait simuler, de densité f
qui est CSP(I), et qui vérifie : il existe une constante ¢ > 0 telle que Vo € T, g(x) < cf(x).

est bien définie et

13. Puisque la fonction f est strictement positive sur I, la fonction h : = — (@)
cf(x

continue sur I, comme quotient de fonctions continues sur I, et vérifie bien :

Ve e I, cf(z)h(x) = g(z)...!

De plus : Vo € I, 0 < g(z) < ¢f(z), donc 0 < < 1 en divisant par cf(x) > 0, ce qui prouve

bien que h est a valeurs dans [0, 1].

On considére alors :

e une suite de variables aléatoires (Uy)ren+ qui suivent la loi uniforme sur 0, 1[.
e une suite de variables aléatoires (Xj)gen- & valeurs dans |a, b[, ayant toutes la méme loi de densité
de probabilité f et de fonction de répartition F.
On suppose de plus que pour tout entier n > 1, les variables X1, ..., X,,, U, ..., U, sont mutuellement
indépendantes.

On définit N la variable aléatoire prenant comme valeur le premier indice & vérifiant Uy < h(X}).

14. Pour tout entier k € N*, les variables aléatoires U, et X, vérifient les conditions d’application du
résultat de la partie I, qui donne :

b b
WheN, Pl b)) = [ fwh@ds = [ gloys =

au vu du résultat de la question 13., et puisque g est une densité de support |a, b|.

Les hypothéses faites ci-dessus prouvent que ([Uk < h(Xk)]) forme, d’aprés le lemme des coali-

keN*

1
tions, une suite d’événements mutuellement indépendants, tous de méme probabilité —.
c

Comme N est le temps d’attente de la premiére réalisation de I'un de ces événements (considéré

comme le sucees), tous indépendants et de méme probabilité, on en déduit effectivement que N suit

1
la loi géométrique de parameétre p = — :
c

1oy 1 1 1— 1
N@Q) =N, VkeN, P(N=k) =(1-=)""2 EWN)=-=c¢, V(N)=-"L="""x=c(c-1)
c c D P c

On définit la variable aléatoire X comme étant la valeur de Xy, c’est-a-dire la valeur de Xj pour le
premier indice & vérifiant Uy, < h(X}).

15. Soit z € 1.
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a) Soitn € N*: ’événement [ X < x]N[N = n] est réalisé si et seulement si X, est la premiére variable
aléatoire pour laquelle [U,, < h(X,,)] est réalisé, et donc : pour tout k de [1,n — 1], [Ux > h(Xy)]
est réalisé. Dans ce cas X prend la valeur X,,, donc [X,, < z] est réalisé. En clair :

X <2]N[N =n] = H[Uk > WX N [Un < h(X)] N [X, < 2]

k=1

b) Le résultat de la question 3.b) s’applique avec les variables aléatoires X,, et U,, qui donne, pour
tout n € N* :

P([X, <z]N U, < h(X,)]) = /w f(t)h(t)dt = %/ggg(t)dt = 1(G(a;) — lim G(t)) = %G(x)

C t—at

¢) L’'indépendance mutuelle des variables (U )rens €t (Xg)ren+ implique, dans le passage a la pro-
babilité pour I’événement de la question 15.a) :

P(IX < )N [N =n)) = [[ P(Us > h(X) % P (U, < h(X.)] 1 [ X < ])
= (1- 2 C()

On remarque donc que :  Vn € N*, Vo € I, P([X <z|N[N =n]) = P(N =n) x G(z).
d) Tl reste alors a citer la formule des probabilités totales, appliquée avec le systéme complet d’éveé-
nements ([N = n])neN*, qui donne, pour tout x de I :

P(X <z)=)» P(X <z]n[N =n])

+oo
= Z P(N =n) x G(z) d’aprés ce qu’'on a remarqué plus haut
k=1

—+00

= G(x) puisque Z P(N=n)=1

k=1

16. L’égalité précédente, qui s’écrit :  Va € I, Fx(z) = G(z), s’étend aussi en-dehors de I, puisque X
est & valeurs dans |a, b[ (comme les X,), F,, et G étant nulles avant a, égales a 1 aprés b.
Les variables aléatoires X et Z suivent donc la méme loi, puisqu’elles ont la méme fonction de
répartition : la méthode du rejet permet bien de simuler la loi de Z.

17. Simulation de la loi normale.

Dans cette question, Z suit la loi normale centrée et réduite, donc I = R.
1
Soit f la densité de Laplace (question 12.), définie par :  Vz € R, f(z) = 56*‘:’3‘.

22

2z est une densité de Z qui est clairement CSP(R).

1
a) C’est du cours : la fonction g : =z — ——e¢
) g o
2

2% est de classe C' sur [0, +-oc], et :

b) La fonction a : = +— e
2

V€ [0, 4+o00[, d'(z)=(1—x)e"" 2

L’exponentielle étant strictement positive, on en déduit que a’(z) a le méme signe que 1 — x : la
fonction a est par conséquent strictement croissante sur [0, 1], puis strictement décroissante sur
[1, +ool.
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c¢) De ce qui précéde, on déduit que la fonction a admet un maximum sur [0, +-00|, atteint en x = 1
et qui vaut : a(1) = /2 = |/e.

M

On en déduit :  Vz € [0, +o00[, €72 < /e < Vz € [0,+o0], e < (e

Vor SVor
e

C’est-a-dire : Vo € [0, +oo[, g(z) < ge_“*’ avec ¢ = 2 5
T

d) L’inégalité précédente est bien :  Vz € [0, +oo[, g(x) < cf(x).
Il suffit alors de remarquer que les deux densités g et f sont toutes les deux paires! Et que par

conséquent (principe de symétrie), 'inégalité précédente est aussi vraie pour tout z négatif : en
effet, —x est alors positif, donc :

Ve €] —00,0], g(—r) <cf(-x) <= g(z) <cf(x)

e) On peut alors reprendre le processus étudié précédemment pour simuler la loi normale A(0, 1)
suivie par la variable aléatoire Z :

On simule, autant de fois que nécessaire et successivement, U, et X suivant respectivement la
loi uniforme sur ]0, 1] et la loi de Laplace, jusqu’a ce que pour la premiére fois, [Uy < h(X})] soit
2

—=—€ 2 2
PR TV g\r V2 B e’ R .
réalisé, ot : Vo € R, h(z) = (z) = = — Fe€ 2775 : ¢l n est le rang du premier
\ cf (x) 2\/5-3€ , o _
succes, alors on donne a z la valeur de X,,, car on a vu qu’avec cette définition, X suit la méme

loi que Z.

f) On écrit donc, pour finir, la fonction Scilab permettant de simuler la loi normale centrée, réduite
par la méthode du rejet :

function z = normale()
x = laplace()
u = rand()
while u > 1/2%exp(-1/2 - x -x~2/2)

x = laplace()
u = rand()
end
zZ =X
endfunction

La valeur rendue par la fonction sera bien la derniére valeur prise par x : ce peut étre la toute
premiére si dés le début, [U; < h(X7)] est réalisé!

* x * FIN DU SUJET % % %
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