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Proposition de orrigé par David Meneu

Lyée Champollion - Grenoble, pour

Dans tout le sujet, I =]a, b[ est un intervalle ouvert non vide de R, où a et b sont réels ou in�nis.

On dit qu'une densité de probabilité f véri�e l'hypothèse CSP(I) lorsque f est :

� ontinue sur I ;

� stritement positive sur I ;

� nulle en dehors de I.

On érira alors simplement : f est CSP(I).

L'énoné admet que les prinipaux résultats du ours onernant l'indépendane des variables aléatoires

disrètes, s'appliquent également aux variables aléatoires ontinues.

Partie 1 : Calul d'une probabilité

On onsidère dans ette partie :

� X une variable aléatoire réelle ontinue à valeurs dans I, de fontion de répartition F et admettant

une densité de probabilité f qui est CSP(I).

� U une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur ]0, 1[ et qui est indépendante de X .

� h une fontion ontinue sur I à valeurs dans [0, 1].
On se propose d'établir la formule suivante :

P
(

[U 6 h(X)]
)

= P
(

[U < h(X)]
)

=

∫ b

a

f(t)h(t)dt.

On dé�nit sur I la foniton Ψ par : ∀x ∈ I, Ψ(x) = P
(

[X 6 x] ∩ [U 6 h(X)]
)

.

1. Pour tous réels x et y dans I tels que x < y, on pose M(x, y) = max
t∈[x,y]

h(t) et m(x, y) = min
t∈[x,y]

h(t).

a) Soit x dans I ; pour tout y dans l'intervalle ]x, b[ : la fontion h étant ontinue sur ]a, b[, elle l'est
aussi sur le segment fermé [x, y] qui est inlus dans I.

Un théorème sur les fontions ontinues assure alors que h atteint un maximum sur [x, y] en un

point αy tel que : h(αy) = min
t∈[x,y]

h(t) ⇐⇒ h(αy) = M(x, y).

b) Lorsqu'on fait tendre y vers x par valeurs supérieures : puisque x 6 αy 6 y, le théorème d'ena-

drement implique

lim
y→x
y>x

αy = x =⇒ lim
y→x
y>x

h(αy) = h(x)

la deuxième limite étant une onséquene de la ontinuité de h sur [0, 1]. Cela s'érit bien :

lim
y→x
y>x

M(x, y) = h(x)

) On suit le même raisonnement en éhangeant ette fois les r�les de x et y : pour tout y élément

de I �xé, et tout réel x ∈]a, y[ : la fontion h est ontinue sur le segment [x, y] ⊂ I, don admet

y admet un maximum, qui se note toujours M(x, y), atteint en βx ∈ [x, y], de sorte que :

∀x ∈]a, y[, x 6 βx 6 y et h(βx) = M(x, y)

1 ©



Lorsque x tend vers y par valeurs inférieures, à nouveau par enadrement : lim
x→y
x<y

βx = y,

don par ontinuité de h sur I : lim
x→y
x<y

h(βx) = h(y) ⇐⇒ lim
x→y
x<y

M(x, y) = h(y).

On montrerait de manière analogue (l'énonéne demandait pas de le véri�er) :

lim
y→x
y>x

m(x, y) = h(x) et lim
x→y
x<y

m(x, y) = h(y)

2. Soient x et y des réels de I tels que x < y.

a) Pour toute issue ω ∈ Ω telle que x < X(ω) 6 y : la valeur prise par h en X(ω) est alors

bien inférieure ou égale au maximum de ette fontion sur l'intervalle [x, y], qui vaut M(x, y) :
h
(

X(Ω)
)

6 M(x, y), et alors : U(ω) 6 h
(

X(ω)
)

implique bien U(ω) 6 M(x, y) par transitivité
de l'inégalité.

On a don bien l'impliation :

(x < X(ω) 6 y) et
(

U(ω) 6 h
(

X(ω)
)

)

=⇒ (x < X(ω) 6 y) et
(

U(ω) 6 M(x, y)
)

qui se traduit par l'inlusion d'événements :

[

x < X 6 y
]

∩
[

U 6 h(X)
]

⊂
[

x < X 6 y
]

∩
[

U 6 M(x, y)
]

La propriété de roissane de la probabilité donne déjà :

P
(

[

x < X 6 y
]

∩
[

U 6 h(X)
]

)

6 P
(

[

x < X 6 y
]

∩
[

U 6 M(x, y)
]

)

où :

� Par indépendane des variables aléatoires X et U :

P
(

[

x < X 6 y
]

∩
[

U 6 M(x, y)
]

)

= P (x < X 6 y)×P
(

U 6 M(x, y)
)

=
(

F (y)−F (x)
)

×M(x, y)

puisque U suit la loi uniforme sur [0, 1], et M(x, y) est bien dans et intervalle puisque 'est

une valeur de la fontion h.

� en érivant : [X 6 y] = [X 6 x] ∪ [x < X 6 y], union disjointe, on obtient :

[X 6 y] ∩ [U 6 h(X)] =
(

[X 6 x] ∩ [U 6 h(X)]
)

∪
(

[x < X 6 y] ∩ [U 6 h(X)]
)

par distributivité de l'intersetion sur l'union, qui est toujours disjointe, de sorte que le passage

à la probabilité donne :

P
(

[X 6 y] ∩ [U 6 h(X)]
)

= P
(

[X 6 x] ∩ [U 6 h(X)]
)

+ P
(

[x < X 6 y] ∩ [U 6 h(X)]
)

⇐⇒ Ψ(y) = Ψ(x) + P
(

[x < X 6 y] ∩ [U 6 h(X)]
)

de sorte que l'inégalité préédente se réérit e�etivement :

Ψ(y)−Ψ(x) 6
(

F (y)− F (x)
)

M(x, y)

b) Un raisonnement analogue donne l'inlusion d'événements :

[x < X 6 y] ∩ [U 6 m(x, y)] ⊂ [x < X 6 y] ∩ [U 6 h(X(ω))]

puisque ette fois, x < X(ω) 6 y et U 6 m(x, y) impliquent : U 6 m(x, y) 6 h(X(ω)).
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La roissane de la probabilité et l'indépendane de X et U donnent :

P (x < X 6 y)× P (U 6 m(x, y)) 6 P
(

[x < X 6 y] ∩ [U 6 h(X(ω))]
)

et m(x, y), valeur prise par h quelque part sur I, appartient à [0, 1], don

P (U 6 m(x, y)) = m(x, y). Le membre de droite de l'inégalité est le membre de gauhe de

l'inégalité préédente, don :

(

F (y)− F (x)
)

m(x, y) 6 Ψ(y)−Ψ(x)

e qui donne l'enadrement :

(

F (y)− F (x)
)

m(x, y) 6 Ψ(y)−Ψ(x) 6
(

F (y)− F (x)
)

M(x, y)

et omme x < y ⇐⇒ y − x > 0, la division de tous les membres par y − x donne bien :

F (y)− F (x)

y − x
m(x, y) 6

Ψ(y)−Ψ(x)

y − x
6

F (y)− F (x)

y − x
M(x, y)

) Soit x un élément de I, et y ∈ I tel que x < y : omme la densité f est ontinue sur I, F est de

lasse C1
, don dérivable en tout point de I, et : lim

y→x
y>x

F (y)− F (x)

y − x
= F ′(x) = f(x).

Mais omme on l'a aussi vu : lim
y→x
y>x

M(x, y) = h(x) = lim
y→x
y>x

m(x, y), de sorte que le théorème

d'enadrement s'applique ave elui qui a été obtenu à la question préédente, pour donner :

lim
y→x
y>x

Ψ(y)−Ψ(x)

y − x
= f(x)× h(x)

e qui prouve que Ψ est dérivable à droite en tout point x de I, ave Ψ′(d)(x) = f(x)h(x).

Il faut aussi prouver la dérivabilité à gauhe : si on �xe y dans I et x ∈ I tel que x < y, on a :

lim
x→y
x<y

F (y)− F (x)

y − x
= F ′(y) = f(y) puisque F est dérivable à droite et à gauhe en tout point.

Les résultats préédents donnent à nouveau :

lim
x→y
x<y

F (y)− F (x)

y − x
m(x, y) = f(y)× h(y) = lim

x→y
x<y

F (y)− F (x)

y − x
M(x, y)

don toujours d'après le théorème d'enadrement :

lim
x→y
x<y

Ψ(y)−Ψ(x)

y − x
= f(y)× h(y)

e qui prouve que Ψ est dérivable à gauhe en tout point y de I, ave Ψ′(g)(y) = f(y)h(y).

On a ainsi démontré, en utilisant provisoirement deux notations di�érentes pour la variable, que

Ψ est dérivable à gauhe et à droite en tout point de I, et a les mêmes dérivées à gauhe et à

droite : on onlut que Ψ est dérivable en tout point x de I, ave :

∀x ∈ I, Ψ′(x) = f(x)× h(x)

3. a) Conséquene direte du résultat préédent : Ψ est une primitive de f × h sur I (où f × h est

bien ontinue), don pour tous réels x et y dans I :

∫ y

x

f(t)h(t)dt =
[

Ψ(t)
]y

x
= Ψ(y)−Ψ(x)
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b) N'oublions pas les dé�nitions initiales ! Pour tout x de I, Ψ(x) est la probabilité de l'événement

[x 6 X ] ∩ [U 6 h(X)] et F (x) elle de l'événement [x 6 X ].

On a toujours : A ∩ B ⊂ A pour tous ensembles A et B, don ii :

[x 6 X ] ∩ [U 6 h(X)] ⊂ [x 6 X ], et la roissane de la probabilité donne bien :

∀x ∈ I, Ψ(x) 6 F (x)

Or pour tout x de I, 0 6 Ψ(x) puisque Ψ(x) est une probabilité, et par ailleurs il est ertain

que : lim
x→a
x>a

F (x) = 0, puisque a est la borne de gauhe de l'univers-image de la variable aléatoire

X dont F est la fontion de répartition.

L'enadrement : ∀x ∈ I, 0 6 Ψ(x) 6 F (x) et le théorème éponyme donnent :

lim
x→a
x>a

Ψ(x) = 0

la limite à gauhe en a est la même, puisque s'il existe x < a, Ψ(x) est alors nulle vu que [X 6 x]
est alors négligeable.

On peut don passer à la limite quand x tend vers a dans la relation intégrale de la question

préédente (prinipe de dé�nition des intégrales généralisées) pour obtenir :

∀y ∈ I, Ψ(y) =

∫ y

a

f(t)h(t)dt

e qu'on peut réérire ave la variable x...

) Soit x ∈ I. On érit ii : [U 6 h(X)] =
(

[X 6 x] ∩ [U 6 h(X)]
)

∪
(

[X > x] ∩ [U 6 h(X)]
)

,

union disjointe qui donne :

P (U 6 h(X)) = P
(

[X 6 x] ∩ [U 6 h(X)]
)

+ P
(

[X > x] ∩ [U 6 h(X)]
)

qu'on peut aussi voir omme une utilisation de la formule des probabilités totales ave le s..e.

(

[X 6 x], [X > x]
)

... et qui donne :

P
(

[X > x] ∩ [U 6 h(X)]
)

= P (U 6 h(X))−Ψ(x)

De façon analogue à e qu'on a érit plus haut :

L'inlusion [X > x] ∩ [U 6 h(X)] ⊂ [X > x] donne, par roissane de la probabilité :

0 6 P
(

[X > x] ∩ [U 6 h(X)]
)

6 P (X > x) = 1− F (x)

Or lorsque x tend vers b, borne de droite de l'univers-image de la variable aléatoire X :

lim
x→b

F (x) = 1 ⇐⇒ lim
x→b

1− F (x) = 0, don toujours par enadrement :

lim
x→b

P
(

[X > x]∩[U 6 h(X)]
)

= 0 ⇐⇒ lim
x→b

P (U 6 h(X))−Ψ(x) = 0 ⇐⇒ lim
x→b

Ψ(x) = P (U 6 h(X))

puisque P (U 6 h(X)) ne dépend pas de la variable x. On peut don, ette fois, passer à la limite

quand x tend vers b dans la relation intégrale obtenue en b), e qui donne bien :

P (U 6 h(X)) =

∫ b

a

f(t)h(t)dt
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4. Il est lair que, par événement ontraire : P (U < h(X)) = 1 − P (U > h(X)), qu'on peut aussi

réérire :

P (U < h(X)) = 1− P (U > h(X)) = 1− P (−U 6 −h(X)) = 1− P (1− U 6 1− h(X))

par opérations sur les inégalités.

Il reste à faire le lien ave e qui préède... Comme U suit la loi uniforme à densité sur [0, 1], la
variable aléatoire V = 1− U suit aussi (transformée a�ne) la loi uniforme à densité sur [0, 1].

La fontion h est ontinue sur I, à valeurs dans [0, 1], don la fontion k : x 7→ 1 − h(x), est aussi
ontinue sur I, à valeurs dans [0, 1] également.

(∀x ∈ I : 0 6 h(x) 6 1 ⇐⇒ 0 > −h(x) > −1 ⇐⇒ 1 > 1− h(x) > 0)

Le résultat de la question préédente s'applique don enore ave la variable V et la fontion k, qui

donne :

P (V 6 k(X)) =

∫ b

a

f(t)k(t)dt ⇐⇒ P (1− U 6 1− h(X)) =

∫ b

a

f(t)
(

1− h(t)
)

dt

⇐⇒ P (1− U 6 1− h(X)) =

∫ b

a

f(t)dt−
∫ b

a

f(t)h(t)dt

puisque X , de densité f , a pour support I =]a, b[, alors bien sûr :

∫ b

a

f(t)dt = 1, et on peut don

réérire le résultat préédent :

P (1− U 6 1− h(X)) = 1−
∫ b

a

f(t)h(t)dt ⇐⇒ 1− P (1− U 6 1− h(X)) =

∫ b

a

f(t)h(t)dt

⇐⇒ P (U < h(X)) =

∫ b

a

f(t)h(t)dt

NB : le "prinipe de symétrie" mis en ÷uvre ii est très ourant en mathématiques, mais il fallait y

penser... !

Partie 2 - Le modèle éonomique de Leontiev fermé

Soient α et β deux nombres réels appartenant à l'intervalle ]0, 1[.

On s'intéresse à un modèle éonomique omposé de trois seteurs d'ativité S1, S2 et S3. On suppose

que :

� pour produire une unité de biens 1, il faut α unités du seteur 1 et α unités du seteur 2.

� pour produire une unité de biens 2, il faut β unités du seteur 1 et α unités du seteur 3.

� pour produire une unité de biens 3, il faut β unités du seteur 2 et β unités du seteur 3.

On dit que e modèle est viable s'il existe des quantités de produtions x1, x2 et x3 des seteurs respetifs

S1, S2 et S3, stritement positives et telles que haque seteur soit exédentaire en quantité.

5. a) Le système est viable si et seulement si pour haun des trois seteurs, la prodution exède les

besoins :

� Le seteur S1 doit fournir αx1 unités pour la prodution de x1 unités de son seteur, et βx2

unités pour la prodution de x2 unités du seteur 2, soit au total αx1 + βx2 unités. Cette

quantité doit bien être inférieure aux x1 unités e�etivement produites par la seteur S1, il

faut don : x1 > αx1 + βx2.

� Le seteur S2 fournit les seteurs S1 et S3, à raison de αx1 unités et βx3 unités respetivement.

Là enore, la prodution doit exéder les besoins, don : x2 > αx1 + βx3.
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� Le seteur S3 se fournit lui-même, ainsi que le seteur S2, à raison de αx2 et βx3 unités

respetivement. Il faut don que x3 > αx2 + βx3.

Le système est don bien viable si et seulement si il existe un hoix des produtions x1 > 0, x2 >

0, x3 > 0 tels que :















x1 > αx1 + βx2

x2 > αx1 + βx3

x3 > αx2 + βx3

b) On onsidère la matrie A =





α β 0
α 0 β

0 α β





. Pour toute matrie olonne X =





x1

x2

x3





:

X −AX =





x1

x2

x3



−





αx1 + βx2

αx1 + βx3

αx2 + βx3



 =





x1 − αx1 − βx2

x2 − αx1 − βx3

x3 − αx2 − βx3





Au vu du système préédent, le système est e�etivement viable si et seulement s'il existe une telle

matrie olonne X à omposantes stritement positives telle que X−AX n'a que des omposantes

stritement positives.

6. a) Le alul : A− (α+ β).I3 =





−β β 0
α −α− β β

0 α −α





permet de onstater que ette matrie voit

la somme de ses olonnes être nulle, e qui assure qu'elle est non-inversible, don que aα + β est

valeur propre de A.

Pour déterminer le sous-espae propre assoié, on résout le système :

(

A − (α + β).I3
)

X = 03,1,

d'inonnue X =





x

y

z





:











−βx + βy = 0

αx − (α + β)y + βz = 0

αy − αz = 0

⇐⇒











−x+ y = 0 ⇐⇒ x = y puisque β > 0

α(x− y) + β(z − y) = 0

y − z = 0 ⇐⇒ y = z puisque α > 0

⇐⇒
{

x = y

y = z

Ainsi : Eα+β(A) = Vect
(





1
1
1





)

.

b) Ave e veteur X , dont toutes les omposantes sont stritement positives :

X −AX = X − (α+ β)X =
(

1− (α+ β)
)

X ; si α+ β < 1, alors 1− (α+ β) > 0 et le veteur X

véri�e bien la ondition de la question 5.b), don le modèle est viable dans e as.

L'énoné admettait pour la suite que le modèle est viable si et seulement si le spetre de A est inlus

dans ]− 1, 1[.

7. a) On a déjà vu que si α+β < 1, alors le modèle est viable. Réiproquement : si le modèle est viable,

alors les valeurs propres sont toutes dans ]− 1, 1[ d'après e qui vient d'être admis par l'énoné,

et en partiulier : α + β < 1. Il y a don bien équivalene entre la viabilité du système est le fait

que α + β < 1.

b) On détermine les autres valeurs propres de A en éhelonnant la matrie A− λ.I3 :





α− λ β 0
α −λ β

0 α β − λ



 −−−−→
L1↔L2





α −λ β

α− λ β 0
0 α β − λ



 −−−−−−−−−−−→
L2←αL2−(α−λ)L1





α −λ β

0 αβ + λ(α− λ) −β(α− λ)
0 α β − λ
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−−−−→
L3↔L2





α −λ β

0 α β − λ

0 αβ + λ(α− λ) −β(α− λ)



 −−−−−−−−−−−−−−−→
L3←αL3−(αβ+λ(α−λ))L2





α −λ β

0 α β − λ

0 0 Q(λ)





où :

Q(λ) = −αβ(α− λ)−
(

αβ + λ(α− λ)
)

(β − λ)

= −α2β + λαβ − αβ2 + λαβ − λαβ + λ2α+ λ2β − λ3

= −αβ(α+ β) + λαβ + λ2(α + β)− λ3

=
(

λ− (α + β)
)

αβ + λ2
(

(α+ β)− λ
)

=
(

λ− (α + β)
)

(αβ − λ2)

Ainsi, λ est valeur propre de A si et seulement si :







λ = α + β

ou λ2 = αβ
don : Sp(A) =

{

α + β,
√

αβ,−
√

αβ
}

Comme α et β appartiennent à ]0, 1[ : 0 < αβ < 1, don −1 < −√
αβ < 0 <

√
αβ < 1.

8. On suppose dans ette question seulement, que α est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme

sur ]0, 1[, et que β est une variable aléatoire à valeurs dans ]0, 1[, admettant une densité de probabilité

f qui est CSP(]0, 1[).

On herhe don la probabilité : P (α+ β < 1) = P (α < 1− β).

La variable aléatoire α joue ii le r�le de U dans la partie 1, de même que β est dé�nie selon des

hypothèses orrespondant à elles de X ; il reste à dire que la fontion h utilisée ii est h : x 7→ 1−x,

fontion bien ontinue sur ]0, 1[, à valeurs dans [0, 1], et ainsi :

P (α < 1− β) = P
(

α < h(β)
)

=

∫ b

a

f(t).(1− t)dt =

∫ b

a

f(t)dt−
∫ b

a

tf(t)dt = 1−E(β)

9. On suppose désormais que α et β sont hoisis de sorte que le modèle est viable. Pour i ∈ {1, 2, 3}, on
note yi le oût de prodution d'une unité de bien dans le seteur i, et yi + zi le prix de vente d'une

unité de bien du seteur i. La marge zi est appliquée uniquement en as de vente à un autre seteur,

l'éhat à l'intérieur d'un même seteur se faisant au prix oûtant yi.

On dé�nit les deux matries lignes : Y =
(

y1 y2 y3
)

et Z =
(

z1 z2 z3
)

, ainsi que la matrie

arrée B =





0 β 0
α 0 β

0 α 0





.

a) On évalue ii le produit de la vente de la prodution de haun des seteurs : e prix de vente

doit ompenser le oût de prodution.

� Le seteur S1 ahète α unités à lui-même et β unités au seteur S2, d'où un prix de :

αy1 + α(y2 + z2), qui représente don le oût de prodution unitaire du seteur S1, de sorte

que y1 = αy1 + α(y2 + z2).

� Le seteur S2 ahète β unités au seteur S1 et α unités au seteur S3, d'où un oût de pro-

dution : y2 = β(y1 + z1) + α(y3 + z3).

� Le seteur S3 ahète α unités au seteur 2, et β unités à lui-même, d'où un oût de prodution :

y3 = α(y2 + z2) + βy3.
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Les réels y1, y2, y3 et z1, z2, z3 sont don liés par les relations :















y1 = αy1 + α(y2 + z2)

y2 = β(y1 + z1) + α(y3 + z3)

y3 = β(y2 + z2) + βy3

⇐⇒
(

y1 y2 y3
)

=
(

α(y1 + y2) βy1 + αy3 β(y2 + y3)
)

+
(

αz2 βz1 + αz3 βz2
)

⇐⇒
(

y1 y2 y3
)

=
(

y1 y2 y3
)





α β 0
α 0 β

0 α β



+
(

z1 z2 z3
)





0 β 0
α 0 β

0 α 0





⇐⇒ Y = AY + ZB (1)

b) La matrie I − A est inversible, sinon λ = 1 serait valeur propre de A, e qui est impossible

puisqu'on a supposé ii que le modèle est viable, don que le spetre de A est inlus dans ]−1, 1[.

On peut alors réérire l'équation matriielle préédente sous la forme :

Y − Y A = ZB ⇐⇒ Y (I − A) = ZB ⇐⇒ Y = ZB(I −A)−1

e qui prouve bien que pour Z �xé, il existe un unique Y véri�ant (1).

Partie 3 - Simulation de variables aléatoires

Jusqu'à la �n du problème, on note Z une variable aléatoire ontinue à valeurs dans I, de fontion

de répartition G et admettant une densité g qui est CSP(I).

3a - Simulation par la méthode d'inversion

10. a) On note H la restrition de G à I. La strite positivité de g sur I implique la strite roissane

de H sur I, sur lequel ette restrition de la fontion de répartition G est aussi ontinue.

Il reste à dire que puisque f est supposée nulle en-dehors de I =]a, b[, alors néessairement :

lim
x→a+

G(x) = 0 = lim
x→a+

H(x), tandis que lim
x→b−

G(x) = 1 = lim
x→b−

H(x).

On peut ainsi invoquer le théorème éponyme qui garantit que H réalise une bijetion de I sur

]0, 1[.

En notant H−1 la bijetion réiproque, le tableau de variations de H−1 est le suivant :

x
0 1

H
−1

a

b

Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur ]0, 1[. On pose X = H−1(U), et on note F la

fontion de X .

b) Pour tout réel x de I :

F (x) = P (X 6 x) = P
(

H−1(U) 6 x
)

= P
(

U 6 H(x)
)

par strite roissane et bijetivité de H

= H(x) = G(x) puisque : ∀x ∈ I, H(x) ∈]0, 1[ !
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U suivant la loi uniforme sur ]0, 1[, a en e�et pour fontion de répartition FU : t 7→















0 si t 6 0

t si 0 < t < 1

1 si t > 1

,

et on utilise bien la deuxième expression puisque pour tout x de I, H(x) ∈]0, 1[.
) Il reste ii à dire que : X = H−1(U) est à valeurs dans ]a, b[ d'après le tableau préédent, e

qui garantit que (pour autant que ela ait un sens, suivant que a et/ou b sont in�nis) :

∀x < a, F (x) = 0 = G(x) et ∀x > b, F (x) = 1 = G(x)

et ainsi on peut érire : ∀x ∈ R, F (x) = G(x). Les deux variables aléatoires X et Z ayant la

même fontion de répartition, suivent par onséquent la même loi.

11. Simulation de lois exponentielles.

On suppose dans ette question que Z suit la loi exponentielle de paramètre λ > 0.

a) D'après le ours sur ette loi usuelle, en prenant un intervalle ouvert pour I :

I =]0,+∞[, g : x 7→
{

0 si x 6 0

λ.e−λx si x > 0
, G : x 7→

{

0 si x 6 0

1− e−λx si x > 0

On obtient l'expression de la bijetion réiproque H−1 en résolvant, pour tout y de ]0, 1[, l'équa-
tion :

H(x) = y ⇐⇒ 1−e−λx = y ⇐⇒ 1−y = e−λx ⇐⇒ ln(1−y) = −λx ⇐⇒ x = −1

λ
ln(1−y) = H−1(y)

b) Évidemment, Silab dispose déjà d'une fontion de simulation de la loi exponentielle (à sa-

voir grand(1,1,'exp',1/lambda)), e qui n'empêhe pas d'érire elle-i, qui simule ette loi

uniquement à partir de la loi uniforme sur ]0, 1[ :

1 funtion x = expo(lambda)

2 y = rand()

3 x = -log(1-y)/lambda

4 endfuntion

12. Simulation de la loi de Laplae.

On herhe dans ette question à simuler une variable aléatoire de densité g donnée par :

∀x ∈ R, g(x) =
1

2
e−|x| (densité de Laplae).

Soit Y une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre 1.

Soit V une variable aléatoire indépendante de Y , suivant la loi uniforme sur {−1, 1}, e qui signi�e :
P (V = −1) = P (V = 1) =

1

2
.

On pose X = V Y .

a) Il est d'emblée lair que g est ontinue sur R omme omposée de deux fontions ontinues sur

R. La strite positivité de exp sur R, assure également que g est stritement positive sur R.

Il onvient en�n de remarquer que : ∀x ∈ R, g(−x) =
1

2
e−|−x| =

1

2
e−|x| = g(x), la parité de la

fontion valeur absolue entraîne elle de g.

Comme :

∫ +∞

0

e−xdx onverge et vaut 1, puisque 'est l'intégrale sur son support, de la densité
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de Y qui suit la loi E(1), et puisque g est paire sur R, ave : ∀x ∈ R
+, g(x) =

1

2
e−x, alors

l'intégrale

∫ +∞

−∞
g(x)dx onverge, et vaut :

∫ +∞

−∞
g(x)dx = 2

∫ +∞

0

g(x)dx =

∫ +∞

0

e−xdx = 1

e qui ahève de prouver que g est bien une densité de probabilité.

b) Les aluls de probabilités assoiés à X = V Y vont se faire à l'aide de la formule des probabilités

totales et du système omplet d'événements

(

[V = −1], [V = 1]
)

naturellement assoié à V :

� Pour tout x > 0 :

P (X > x) = P
(

[V = −1] ∩ [X > x]
)

+ P
(

[V = 1] ∩ [X > x]
)

= P
(

[V = −1] ∩ [−Y > x]
)

+ P
(

[V = 1] ∩ [Y > x]
)

= P (V = −1)× P (Y < −x) + P (V = 1)× P (Y > x) V et Y sont indépendantes

=
1

2
P (Y > x) en e�et : −x 6 0 don P (Y < −x) = 0

� De même, pour tout x 6 0 :

P (X 6 x) = P (V = −1)× P (Y > −x) + P (V = 1)× P (Y 6 x)

=
1

2
P (Y > −x) en e�et : x 6 0 don P (Y 6 x) = 0

) On en déduit l'expression de la fontion de répartition de X :

� Pour tout x > 0, F (x) = 1− P (X > x) = 1− 1

2
e−x

� Pour tout x 6 0, F (x) = P (X 6 x) =
1

2
ex.

d) La fontion de répartition F de X est de lasse C1
, don ontinue sur haun des deux intervalles

]−∞, 0[ et ]0,+∞[.

De plus, lim
x→0−

F (x) = lim
x→0−

1

2
ex =

1

2
, et lim

x→0+
F (x) = lim

x→0+
1− 1

2
e−x = 1− 1

2
=

1

2
= F (0), don F

est bien ontinue en 0, et sur R tout entier.

La variable aléatoire X est don bien ontinue et admet une densité f dé�nie par dérivation de

F sur ]−∞, 0[ et ]0,+∞[ :

∀x ∈]−∞, 0[, f(x) =
1

2
ex et ∀x ∈]0,+∞[, f(x) =

1

2
e−x

On onstate qu'on a bien : ∀x ∈ R
∗, f(x) = g(x), et il su�t alors de hoisir arbitrairement

f(0) =
1

2
= g(0) pour en déduire que : ∀x ∈ R, f(x) = g(x), et don que g est bien une densité

de X , e qui prouve que X suit la loi de Laplae.

e) La fontion Silab suivante simule la loi de Laplae ; on revient pour ela à la dé�nitionX = V Y ,

où Y suit la loi exponentielle qu'on sait simuler ave la fontion préédente ; pour V , on utilise

une simulation de la loi uniforme sur ]0, 1[ : si on obtient une valeur inférieure à

1

2
(e qui arrive

ave la probabilité

1

2
), alors on donne à X la valeur de Y (V vaut don 1), et −Y sinon.
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1 funtion x = laplae()

2 y = expo(1)

3 v = rand()

4 if v < 1/2 then

5 x = y

6 else

7 x = -y

8 end

9 endfuntion

3b - Simulation par la méthode du rejet

Dans la méthode dite du rejet, pour simuler la loi de Z de densité g (voir les notations en préambule

de la partie 3), on ommene par déterminer une loi de probabilité que l'on sait simuler, de densité f

qui est CSP(I), et qui véri�e : il existe une onstante c > 0 telle que ∀x ∈ I, g(x) 6 cf(x).

13. Puisque la fontion f est stritement positive sur I, la fontion h : x 7→ g(x)

cf(x)
est bien dé�nie et

ontinue sur I, omme quotient de fontions ontinues sur I, et véri�e bien :

∀x ∈ I, cf(x)h(x) = g(x)...!

De plus : ∀x ∈ I, 0 6 g(x) 6 cf(x), don 0 6
g(x)

cf(x)
6 1 en divisant par cf(x) > 0, e qui prouve

bien que h est à valeurs dans [0, 1].

On onsidère alors :

� une suite de variables aléatoires (Uk)k∈N∗
qui suivent la loi uniforme sur ]0, 1[.

� une suite de variables aléatoires (Xk)k∈N∗
à valeurs dans ]a, b[, ayant toutes la même loi de densité

de probabilité f et de fontion de répartition F .

On suppose de plus que pour tout entier n > 1, les variables X1, . . . , Xn, U1, . . . , Un sont mutuellement

indépendantes.

On dé�nit N la variable aléatoire prenant omme valeur le premier indie k véri�ant Uk 6 h(Xk).

14. Pour tout entier k ∈ N
∗
, les variables aléatoires Uk et Xk véri�ent les onditions d'appliation du

résultat de la partie I, qui donne :

∀k ∈ N
∗, P

(

Uk 6 h(Xk)
)

=

∫ b

a

f(x)h(x)dx =
1

c

∫ b

a

g(x)dx =
1

c

au vu du résultat de la question 13., et puisque g est une densité de support ]a, b[.

Les hypothèses faites i-dessus prouvent que

(

[Uk 6 h(Xk)]
)

k∈N∗
forme, d'après le lemme des oali-

tions, une suite d'événements mutuellement indépendants, tous de même probabilité

1

c
.

Comme N est le temps d'attente de la première réalisation de l'un de es événements (onsidéré

omme le suès), tous indépendants et de même probabilité, on en déduit e�etivement que N suit

la loi géométrique de paramètre p =
1

c
:

N(Ω) = N
∗, ∀k ∈ N

∗, P (N = k) =
(

1−1

c

)k−1
.
1

c
, E(N) =

1

p
= c, V (N) =

1− p

p2
=

c− 1

c
×c2 = c(c−1)

On dé�nit la variable aléatoire X omme étant la valeur de XN , 'est-à-dire la valeur de Xk pour le

premier indie k véri�ant Uk 6 h(Xk).

15. Soit x ∈ I.
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a) Soit n ∈ N
∗
: l'événement [X 6 x]∩[N = n] est réalisé si et seulement siXn est la première variable

aléatoire pour laquelle [Un 6 h(Xn)] est réalisé, et don : pour tout k de J1, n− 1K, [Uk > h(Xk)]
est réalisé. Dans e as X prend la valeur Xn, don [Xn 6 x] est réalisé. En lair :

[X 6 x] ∩ [N = n] =
n−1
⋂

k=1

[Uk > h(Xk)] ∩ [Un 6 h(Xn)] ∩ [Xn 6 x]

b) Le résultat de la question 3.b) s'applique ave les variables aléatoires Xn et Un, qui donne, pour

tout n ∈ N
∗
:

P
(

[Xn 6 x] ∩ [Un 6 h(Xn)]
)

=

∫ x

a

f(t)h(t)dt =
1

c

∫ x

a

g(t)dt =
1

c

(

G(x)− lim
t→a+

G(t)
)

=
1

c
G(x)

) L'indépendane mutuelle des variables (Uk)k∈N∗
et (Xk)k∈N∗

implique, dans le passage à la pro-

babilité pour l'événement de la question 15.a) :

P
(

[X 6 x] ∩ [N = n]
)

=

n−1
∏

k=1

P
(

Uk > h(Xk)
)

× P
(

[Un 6 h(Xn)
]

∩ [Xn 6 x]
)

=
(

1− 1

c
)k−1 × 1

c
G(x)

On remarque don que : ∀n ∈ N
∗, ∀x ∈ I, P

(

[X 6 x] ∩ [N = n]
)

= P (N = n)×G(x).

d) Il reste alors à iter la formule des probabilités totales, appliquée ave le système omplet d'évé-

nements

(

[N = n]
)

n∈N∗
, qui donne, pour tout x de I :

P (X 6 x) =

+∞
∑

k=1

P
(

[X 6 x] ∩ [N = n]
)

=

+∞
∑

k=1

P (N = n)×G(x) d'après e qu'on a remarqué plus haut

= G(x) puisque

+∞
∑

k=1

P (N = n) = 1

16. L'égalité préédente, qui s'érit : ∀x ∈ I, FX(x) = G(x), s'étend aussi en-dehors de I, puisque X

est à valeurs dans ]a, b[ (omme les Xn), Fx et G étant nulles avant a, égales à 1 après b.

Les variables aléatoires X et Z suivent don la même loi, puisqu'elles ont la même fontion de

répartition : la méthode du rejet permet bien de simuler la loi de Z.

17. Simulation de la loi normale.

Dans ette question, Z suit la loi normale entrée et réduite, don I = R.

Soit f la densité de Laplae (question 12.), dé�nie par : ∀x ∈ R, f(x) =
1

2
e−|x|.

a) C'est du ours : la fontion g : x 7→ 1√
2π

e−
x
2

2
est une densité de Z qui est lairement CSP(R).

b) La fontion a : x 7→ ex−
x
2

2
est de lasse C1

sur [0,+∞[, et :

∀x ∈ [0,+∞[, a′(x) = (1− x)ex−
x
2

2

L'exponentielle étant stritement positive, on en déduit que a′(x) a le même signe que 1− x : la

fontion a est par onséquent stritement roissante sur [0, 1], puis stritement déroissante sur

[1,+∞[.
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) De e qui préède, on déduit que la fontion a admet un maximum sur [0,+∞[, atteint en x = 1
et qui vaut : a(1) = e1/2 =

√
e.

On en déduit : ∀x ∈ [0,+∞[, ex−
x
2

2 6
√
e ⇐⇒ ∀x ∈ [0,+∞[,

1√
2π

e−
x
2

2 6

√

e

2π
e−x,

C'est-à-dire : ∀x ∈ [0,+∞[, g(x) 6
c

2
e−x ave c = 2

√

e

2π
.

d) L'inégalité préédente est bien : ∀x ∈ [0,+∞[, g(x) 6 cf(x).

Il su�t alors de remarquer que les deux densités g et f sont toutes les deux paires ! Et que par

onséquent (prinipe de symétrie), l'inégalité préédente est aussi vraie pour tout x négatif : en

e�et, −x est alors positif, don :

∀x ∈]−∞, 0], g(−x) 6 cf(−x) ⇐⇒ g(x) 6 cf(x)

e) On peut alors reprendre le proessus étudié préédemment pour simuler la loi normale N (0, 1)
suivie par la variable aléatoire Z :

On simule, autant de fois que néessaire et suessivement, Uk et Xk suivant respetivement la

loi uniforme sur ]0, 1[ et la loi de Laplae, jusqu'à e que pour la première fois, [Uk 6 h(Xk)] soit

réalisé, où : ∀x ∈ R, h(x) =
g(x)

cf(x)
=

1√
2π
e−

x
2

2

2
√

e
2π
.1
2
e−x

= e−
1

2
+x−x

2

2
; si n est le rang du premier

suès, alors on donne à x la valeur de Xn, ar on a vu qu'ave ette dé�nition, X suit la même

loi que Z.

f) On érit don, pour �nir, la fontion Silab permettant de simuler la loi normale entrée, réduite

par la méthode du rejet :

1 funtion z = normale()

2 x = laplae()

3 u = rand()

4 while u > 1/2*exp(-1/2 - x -x^2/2)

5 x = laplae()

6 u = rand()

7 end

8 z = x

9 endfuntion

La valeur rendue par la fontion sera bien la dernière valeur prise par x : e peut être la toute

première si dès le début, [U1 6 h(X1)] est réalisé !

⋆ ⋆ ⋆ FIN DU SUJET ⋆ ⋆ ⋆
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