MATHEMATIQUES I - ESSEC E 2013

Proposition de corrigé par David Meneu

. 7 /. /2
Lycée Champollion - Grenoble, pour a/%-/ /2/79&/

Toutes les variables aléatoires de ce probléme sont définies sur le méme espace probabilisé (92, A, P).

Introduction

On s’intéresse dans ce probléme & la détermination de lois de probabilité composées qui interviennent en
particulier dans la gestion du risque en assurance et en théorie de la ruine.
On étudie le modéle suivant :

e le nombre de sinistres a prendre en charge par une compagnie d’assurances sur une période donnée est
une variable aléatoire N & valeurs dans N;

e les coits des sinistres successifs sont modélisés par une suite de variables aléatoires (Ug)gen+. On sup-
pose que les variables Uy sont a valeurs dans N, indépendantes et identiquement distribuées, et sont
indépendantes de N ;

n
e On pose, pour tout n € N*, X,, = " Uy, et Xy la variable certaine de valeur 0

k=1
e la charge sinistrale totale pour une compagnie d’assurance sur une période est donnée par la variable

aléatoire X définie par :
N
x=30
k=1

et I'on précise que X = Xy = 0 si N prend la valeur 0. On dit que X suit une loi composée.
Pour tout entier naturel j, on pose p; = P(N =j), ¢; = P(U1 = j) et rj = P(X = j).

Partie I - Des exemples

Dans cette partie I, on suppose que les variables Uy suivent la loi de Bernoulli de paramétre p, o p est un
réel de U'intervalle ]0; 1].

1. Soit n € N* : X, est la somme de n v.a.r. de Bernoulli de paramétre p, indépendantes et identiquement
distribuées : d’aprés le cours, X, suit donc la loi binomiale de paramétres (n,p).

2. Soit j € N : on calcule r; = P(X = j) avec la formule des probabilités totales et le systéme complet
d’événements associé a la v.a.r. N :

+oo
rj=P(X =j) = Py=a(X =j) x P(N =n)
n=0

+00 N 400 n
=Y Py (ZUk :j) P(N=n)=)_P (ZUk :j> P(N =n)
n=0 k=1
+oo
= P(X, = j)-pn
n=0

3. Dans cette question 3. on suppose que N suit la loi binomiale de paramétres m, entier naturel, et m, réel

dans |0;1[. Soit j un entier naturel.
N

(a) La v.a.r. N a pour univers image : N(Q2) = [0;m], donc X = ZUk est au maximum, une somme de

k=1
m v.a.r. de Bernoulli : par conséquent, X (w) < m pour tout w € Q, ce qui exprime en particulier que :

Vj>m, rj=P(X =j)=0.



<m>77”.(1 —m)"si0o<n<<m
n

(b) Soit j € [0;m] : vulaloi supposée de N,ona:p, = P(N =n) =

?

0 sinon
X, suit également une loi binomiale (cf 1.), et la formule du 2. se réécrit dans ce cas :

+oo m

rj = ZP(Xn =J).P(N =n)= Z <n)p](1 —p)"_j.<m>7rn.(1 —m)m (n) =0sin<j)
n=0 n=0j J n J

(c) Petit travail classique avec les factorielles : pour tous entiers j,n,m tels que 0 < j <n <m:

<Z> <T> B j!(nni j)!'n!(mmi ml — jl(n - JT;'L('m —n)l ﬂ(mmi M (n —(;!erf)i )l (7)(7:—_;)

(d) On peut donc reprendre le calcul de somme précédent en appliquant cette formule, puis en sortant en
facteur devant la somme, les termes qui ne dépendent plus de Iindice n; pour tout entier j € [0;m] :

(?)pj.(l — p)n ., (:) 7 (1 — )™
s (o)
J

ol I 1

] "~ ’ =0
= (7)o b ("7 )i = patia =yt

(e) On peut alors terminer le calcul précédent, puisqu’on reconnait dans la derniére somme la fomule du
binéme de Newton, avec I'exposant m — j et les réels a = (1 —p)met b= (1 —7) :

i€ ml, = PO =) = (") mp 1= o @ T = () -

Ceci permet de voir que dans ce cas, X suit la loi binomiale de paramétres (m, pr).

m

Ty = E
n=0

m
n=j

(m;]) (1 _p)ﬁﬂ_f-i-j(l _ 7_(_)m—(K—I—j)

4. On suppose dans cette question 4 que N suit la loi de Poisson de paramétre A, réel strictement positif.

(a) On repart de la formule établie a la q.2., cette fois la somme reste bien infinie puisque N(2) = N, et
pour tout entier naturel j :

rj = ZP(Xn =4).pn = Z (j)p](l —p)"_].e_)‘.m (on aencore P(X, =j)=0sin<j)
n=0 ’

n=j
I S AT = —p)"”
=Y %m - )= p>’”% =& (Aﬁ)] 2 Wgn —p;%! :
n=j "=

en écrivant classiquement : A" = A"/ = \"7I )\,

b) Comme précédemment on effectue le changement d’indice ¢ = n — § pour écrire :
p g Jbp

VjeN, rj=P(X =j) = efA'()\P)j +OOM

jle
Ap)d . .
= e*’\.%.e“k”) on a reconnu une série exponentielle
j.
_ e—)\p. ()‘p)J
4!

Ce qui permet de conclure que dans ce cas, X suit la loi de Poisson de paramétre Ap.




Partie IT - La loi binomiale négative

On généralise la définition des coefficients bin6miaux aux nombres réels en posant, pour tout y réel et tout

k—1
. « (v _ 1 . AN
entier k € N* : <k> =7 g(y i), et <0> =1

. On exploite ici le fait que les calculs de coefficients binomiaux, méme généralisés, peuvent se calculer de
proche en proche, par exemple gréace & la formule sans nom, dont les calculs suivants redonnent la preuve :

N 1wy -kt oy Dy -2.(y—k+1) y y-1
vk > 2, (k)—gil_%(y_z)_ k(k —1)...1 k5 (k—1)(k—-2)..1 _E<k—1)'

D’ou la fonction récursive en Pascal :

function cb(y:real;k:integer) :real;
if k=0 then cb:=1
else cb:=y/k*cb(y-1,k-1);
end;
Les fonctions récursives sont toujours trés courtes a rédiger!!
. la formule du bindme négatif
Soit ¢ un réel strictement positif, et = un réel de [0;1][.

(a) Rappelons ici ’énoncé de la formule de Taylor avec reste intégral (a Pordre n) : si f est une fonction de
classe C"*! sur un intervalle I, et a et b deux éléments de I, alors :

~ [¥(a) R 1P (nt1) Ok w._ .
fb) = Z (b—a)+—= [ (b=t)".f ) ()dt, ou f*) est la dérivee k-ieme de f.
k=0 a

k! n!

1
La fonction ici considérée est f: z — ﬁ, qui est de classe C*° sur [0; 1| comme fonction rationnelle
-z
(de seule valeur interdite 1).
Pour tout z € [0;1] : f(z) = (1—2)"¢ donc f'(z) = (=1).(—e).(1—z) ¢ = ﬁ (penser a écrire
-z

un inverse comme puissance négative pour dériver facilement!).

Une récurrence évidente(!) montre que plus généralement, pour tout entier k € N et tout réel z € [0;1] :
cle+1)..(c+k—-1)

k) () =
f ($) (1 _ x)chk‘
En appliquant alors la formule de Taylor avec reste intégral pour a = 0 et b = x, on obtient :
k) 1 [
f@) =3 e -0k 4 2 @ - e 0a
k! n! 0
k=0
Cx~cletD)(e+k=1) . 1 @ . 1
= -1
:Z<c+k )xk+c.<c+n)ln
k n
k=0
k—1
-1 1 -1 —2)...
Puisqu’en effet : <C+IZ )ZHZ];[)(C-i-k—l—i):(C—i_k )(]:!+k )€
n—1
—1)... 1
1 <c+n) _ lH(c+n—i) _(ctn)lctn—1)..(c+1)
n ! e n!
—t
(b) Pour tout ¢ € [0; z], sachant que x € [0;1[, on a bien sir : z —¢ > 0 et 1 —¢ > 0, donc T > 0.

Pour établir le membre de droite de I'inégalité, on étudie le signe de la différence :
r—t w—wst—x+t t(1—-2x)

T -7 = 11 13 > 0 comme produit et quotient de trois termes tous positifs.
Tz —1
On a bien : Vt € [0;z], 0 < 1= < z.

La croissance de la fonction puissance y — y™ sur [0; +00[ donne alors :
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T —t
1-t¢
0 < (1—xz) < (1 -t puis par inverse : Vt € [0;7], 0 <

Vit € [0;x], 0< < ) < 2", de méme, puisque 0 < 1 —x < 1 — ¢ pour tout ¢ € [0; x|, alors

1 :
A= e < A=z ce qui donne

finalement par produit membre & membre d’inégalités entre réels tous positifs :

(x —t)" "
(1 _ t)n+c+1 = (1 _ x)chl
Les fonctions concernées (de la variable ¢, celle de droite est donc considérée comme une fonction
constante) sont continues sur [0;z], avec > 0 (bornes dans l'ordre croissant), donc par positivité
et croissance de l'intégrale :

Vit € [0;x], 0 <

o</z (z—t)" dt</z Y gt e 0K < (r-0) x — o e 0 Iy < o
~ T N LAl ~ T NA1 ~ ~ T — o N1 ~ X 745 N1
A (1 _ t)n+c+1 0 (1 _ x)c+1 n (1 _ x)chl Z (1 _ x)chl

(c+n)(c+n—1)(c+2)(c+1)
n(n—1)..21

1 n—1
(c) 1. Soit m € N* : par définition, <C * n> = — H(c +n—1i)=
n n! Pl

c+nc+n—1 c+2 c+1 c+k i c
- . e - 1 —).
n n—1 2 H H< +k:

ii. Question ultra-classique, qu’on resout par un argument de convexité : la fonction h : t — In(1 +¢)

1
est de classe C2 sur [0;+oo[, avec : V¢t > 0, h'(t) = T | et B'(t) = R La fonction h est

donc concave sur [0; +o00[, et sa courbe est située au-dessous de toutes ses tangentes, en particulier
celle au point d’abscisse 0, qui a pour équation : y = h'(0)(t—0)+h(0) < y = t. D’ou l'inégalité :
Vit >0, In(1+1¢) <t

iii. Encore une question ultra-classique, qu’on peut rédiger avec 'inégalité des accroissements finis ou
par un argument d’intégration :

1
la fonction inverse x +— — étant décroissante sur ]|0;+oo[, pour tout entier naturel k& > 2, on a :

1 1
Vit k— 1Lk, - < (< —).
puisque k — 1 < k, la croissance de l'intégrale donne :
k k
1 1 1
/ —dt < / —dt <= (k—(k—1)) x =< [lmt]i_1 =
k-1 k k-1t k

Le passage a la somme dans cette inégalité pour k variant de 2 & n donne alors :

Z Zln —In(k — 1) @Zk In(n) — In(1) <:>Z <1+ In(n).

k= 2 k=2 =
Attentlon a ne sommer que pour des valeurs de k pour lesquelles 1 1negahte est valide!

Ici le terme pour k = 1 (qui vaut 1) est rajouté en dernier aux deux membres de 'inégaliteé.

Par continuité des fonctions concernées sur l'intervalle cité, et

L (k) =k — 1),

=N

iv. Des questions précédentes, on déduit :

()] ST )

k=1

n

Zln(l—i— > Zk C.Z%éc.(l—i-ln(n))

k=1 =1

3 +

k
. . . o c+n
La croissance de la fonction exponentielle sur R permet alors d’écrire : ( ) L efHn(m) — e pe

. ct+n - ) : : )
dou:0 < < ).x”“ < €2 Etant donné qu’on a pris € [0; 1], les croissances comparées
n

classiques donnent : lim n¢2"t! =0(= lim z"*!). Ainsi grace & encadrement précédent,
n——+o0o n—-+o0o

PUNN A . c+n
le théoréeme du méme nom assure que : lim < >.x”+1 = 0.
n—-+oo n

n
k—1 1
(d) Larelation obtenue & la question 6.(a) s’écrivant : Vn € N, g <c + I )xk = ﬁ_a (C + n) "t
-z n

D

c+n c c+n

0< c( ¥ )In < W< * )x"“ d’apres 6.(b). Le résultat précédent donne alors, encore une
n —x n

n
k—1 1
fois par le théoréme d’encadrement : lim c(c + n> I, =0,dou: lim E <C + ) = (7
n

n—-+o00 n—+o00 part k 1-— x)c’
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7. Soit p un réel de ]0; 1[ et r un réel strictement positif. Pour tout entier k € N, p, =

+oo
k—1 k—1 1
ce qui exprime bien que la série E <c * i ) converge, et a pour somme E <c * I ) = ﬁ
—x
k>0 k=0

r+k—1
L >(1 - )"
est un réel positif; par ailleurs, la formule du bindéme négatif précédemment obtenue permet d’écrire :

‘A

+oo
k—1 1
Zpk, — pr. ZO <T + k >(1 — p)k = prm = % =1. Ainsi, la Suite (pk;)neN déﬁnlt bien la ].Ol

de probabilit(; d’une variable aléatoire & valeurs dans N. (loi binomiale négative de paramétres r et p)

. Soit Y une variable aléatoire suivant la loi binomiale négative de paramétres 7 = 1 et p : on a alors Y (Q2) = N
1+k-1 k
et :Vk €N, P(Y =k) = ( L )(1 —p)p' = <k>(1 —p)'p=(1-p)*p.

Onaalors : (Y +1)(Q) =N* et :VkeN*, PY +1=k)=P(Y =k—1)=(1-p)klp.
L’univers-image et I’expression de la probabilité identifient la loi géométrique de paramétre p.

. Espérance et variance.
Soit Z une variable aléatoire suivant la loi binomiale négative de paramétres r réel strictement positif et
p €]0; 1[.

(a) Encore une petite question technique de calcul avec le coefficient binomial généralisé : attention, puisque
r est réel, on ne peut pas toujours faire intervenir des factorielles!

wks1, k(TR —kik]_[l( +k—1—')—; k]—f( +k—1—i)x (r+k—1—(k—1))
=1, L = .k!izor 7 —(k_l)!.izor ? r

k—2
1 k—1 k—1
=7rx mﬂ)(r%—k—l—i), ce qui donne bien : Vk € N* k:(r—i_k ) :r(r—;_l > avec la
définition.
(b) Comme Z(Q) =N, la v.a.r. Z admet une espérance si et seulement si la série Z kP(Z = k) est
k>0
absolument convergente; comme c’est une série a termes positifs (k € N, P(Z = k) > 0 comme proba-

bilité), il suffit d’étudier la convergence simple :

Vnewiﬁém%zzkyzﬁik<r+z_l>( Yepr =p". §j<r+k‘3y1—mk
k=0 =
IR Z (T H) —p) Tt =rp".(1-p). i (T s 1)(1 —p)

k=0 J

dans la derniére somme, on reconnait le terme général de la formule du binéme négatif, avec ¢ = r + 1.
Comme (1 — p) €]0; 1], la série est donc convergente, et Z admet une espérance qui vaut :

<2 X X lr+1+k-1 . 1
ngP(sz)zrp (1—p)z< N >(1—p)”“=7“p A-Pg—g

k=0
p’(1—-p) 7(1—p)
pr+1 — P .

(c) D’apres le théoréeme de transfert, la v.axr. Z(Z — 1) admet une espérance si et seulement si la série

Z k(k —1)P(Z = k) est absolument convergente; 14 encore c’est une série & termes positifs, et méme

k=0
nuls pour k =0 et k = 1; il suffit donc d’étudier la convergence simple :

Vn > 2, Zk ~V)P(Z=Fk) = f:(k—nk(”Z_l)(l— p—pz —1)r (HkIl)(l—p)’“

k=2

n—1 . n—1 .
==t o™ (I (4 it — (1 , "IN — )
= rp '1J< : )(1 p) p"(1—p) > ( +1)<j_1>(1 p)
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10.

n—2 .
—renr - (T T a-ay

- (3
=0

On reconnait & nouveau la formule du binome négatif, cette fois avec ¢ = r + 2. Comme 1a encore
(1 —p) €]0;1], la série est convergente et Z(Z — 1) admet une espérance, qui vaut :

+o00 +00 .
B(Z(Z 1) =3 k(k—D)P(Z = k) = r(r + D' (1~ p)* Y ( t24i = 1)(1 )
k=0

7

1=0
1 r(r+1)p (1 —p)*  r(r+1)(1=p)?
:7’(7"+1)Pr(1—19)2-(1_(1_p))r+2 e ;ﬁg pr_rix ;g R

Par linéarité de I'espérance : Z2 = Z(Z — 1) + Z admet une espérance comme somme de deux v.a.r. qui
en admettent une, et :

E(Z*)=E(Z(Z -1)+ E(Z) = rlr+ 1;
rd=plr+HA -p)+pl 7

p2

PP rp) )0 p)? £
= D)
p p
1—p)(r+1—rp).

p2

~ [\JA

La v.a.r. Z admet alors, d’apres la formule de Koenig-Huygens, une variance qui vaut :

r - T -T 7’2 y 2 T - T —Trp—rr — r —
V(Z) = B(Z%) — B(Z) = (1 p)(p;rl p) (1p2p) _rd-p)l +1p2 p—r(1—-p) _ (1p2p)_

Partie III - Les lois de Panjer

On reprend les notations du début du probléme : la variable aléatoire N & valeurs dans N a sa loi donnée
par pp = P(N = k) pour k € N.

On suppose dans tote la suite du sujet que la loi de N vérifie la relation de Panjer : il existe deux réels a et
b, avec a < 1l et a+b >0, tels que

b
Vk € N*, pp = (a + E) Pr-1
On dira alors que N suit la loi P(a,b).
Détermination des lois de Panjer.
k
(a) Vu la relation de récurrence vérifiée par les py, 'expression générale pp = H (a + —,) est immédiate par
i
i=1
induction... La preuve, puisqu’il en faut une, se fait par récurrence sur k :

1

b b

Pour k=1 : pg H <a + —,) = pg- <a + I) = p; d’aprés la relation de récurrence pour k = 1.

i
i=1

Supposons la propriété vraie pour un certain entier k € N*; montrons qu’alors elle est encore vraie

au rang suivant :

k k+1
b b
DPk+1 = (a + k——|—1> . po.il;ll (a % ;) ( + k——i-1> = po. H (a + ), donc P(k + 1) est vraie

si P(k) Dest.
La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout entier &k € N*, d’aprés le
principe de récurrence.

(b) Dans cette question on suppose que a = 0. Dans ce cas, avec I’expression précédente :

b b b b bk

Vk e N* px = = e —— = =g

P = pon p012 F—1k Pok!
Comme la suite (pk)keN définit la loi d’une variable aléatoire, on doit enfin avoir :
“+oo “+o0o k:
Zpk =1 < pg. Z e =1 < pp.e® =1 < py =€’ (on a reconnu une série exponentielle).
k=0 =

bk

Finalement : Vk € N, p; = e_b.y, ce qui prouve qu’ici, N suit la loi de Poisson de paramétre b.
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(c) Dans cette question, on suppose que a < 0.

i. Comme I’énoncé l'indique, supposons que les réels p; sont tous strictement positifs : la relation de

b b

récurrence pg = <a + Z .pr—1 implique alors que pour tout entier naturel non nul k, on a a+ Z > 0.
b

C’est bien sir impossible! Vu que lim a+— = a < 0, il existe un premier rang ko tel que a+— < 0.
k—4o00 k ko

b
Mais dans ce cas, pg, = <a + k_> Pko—1 < 0 puisque pg,—1 > 0 par hypothese. Cela contredit donc
0

le fait qu’on doit aussi avoir py, > 0.

On a ainsi démontré par ’absurde, que les pg ne sont pas tous strictement positifs. Comme ce sont
des réels positifs (ne pas perdre de vue que ce sont des probabilités!) mais pas tous strictement
positifs, il existe donc un plus petit entier r tel que p, # 0 et p,+1 = 0.

b
Dans ce cas, on a pyy2 = (a + n 2) .pr+1 = 0, et ainsi de suite : Vk > r, pr = 0. Pour la méme
T
raison, aucun des p; n’est nul pour k < r, sinon on aurait p, = 0.
b

ii. Par définition de l'entier r : p,. # 0 et Pre1 = (a + ?> .pr = 0; la regle du produit nul assure

donc que : a =0 << a=— < b= —a(r+1).

d + r+1 r+1 (r+1)

iii. On peut donc réécrire la relation obtenue en 10. ( )
k
(r+1 7“—&—1—1 rrr—1 r—k+1
Vk € [1; = pp. — | = — np.(—a)k.~.
e [l o pOH<a pon (-t T -
=po+ (—a)k o (—a)* " La formule est encore vraie pour k = 0 puisque (] = 1
—Po R &) PO PORE A= PHRARe (o) =

par convention.

Une fois de plus, la suite (pg)ren+ définissant la loi d’une variable aléatoire, elle doit vérifier :

1
Zpk—1<:>poz<>— —1<:>p0(a—i—l)r:l{:)po:m.()nareconnu
au passage la formule du binome de Newton.
1 —a)k 1
iv. Finalement, laloi de N est donnée par : Vk € [0; ], pr = <;> .(—a)k.m = (2) (i —ac)z)k =
ce qui correspond & une loi binomiale de paramétres (r, 1_ ).
—a

—a b
Remarque : T > 0 puisqu’ici, a < 0let r = —— — 1.
——— 1l-a a

(d) Dans cette question, on suppose que a > 0.

. Pour tout entier naturel &, 10.(a) donne cette fois : Vk € N*,

k b b b b
z—i-— p e+ DG +2)- (5 +k) otk
Pk = Do- H<a+ )-po Ha Po-a”. 12 & :po.ak‘, ak .

ii. Il reste & calculer pg, ou 'on exprime une fois de plus la condition :

400 Q-i—k‘ 1 b
Zpk =1 <— po.z (‘1 ) =1 <<= pp——— <= po=(1- a)E“. On a ici utilisé la
—\ k (1—a)at!

formule du bindéme négatif, avec ¢ = 2 + 1.

b
Y . 2+ k b .
Ainsi donc, la loi de N est donnée par : Vk € N, p. = <‘1 i ).ak.(l — a)ZH, ce qui correspond &
une loi binomiale négative de paramétres g +letp=1-—a.

11. On étudie successivement les trois cas :
* Lorsque a = 0, N suit la loi de Poisson de paramétre b, donc E(N) = V(IN) = b, ce qui correspond bien

b b
aE(N)_(f+ tV( ) ﬁavecazo.
. . - . —a —ar b+a
* Lorsque a < 0, N suit la binomiale de paramétres (r, 1—), et dans ce cas E(N) = . =1
—a —a —a



12.

13.

- 1 b
puisque b = —a(r + 1), et V(N) = 1 i”;z. .= (1a_+a)2, on obtient bien les formules attendues.

* Enfin quand a > 0, la va.r. N suit la loi binomiale négative de paramétres g +1letp=1-—a, don (voir

b b

=4+ 1). =4 1).

(c+ )a:b+a,etV(N):(“+)a: a+b
1-a 1—a

les résultats de la partie IT) : E(N) = (1—aZ O —ap
—a —a

Partie IV - L’algorithme de Panjer

e On reprend les notations du sujet et de la partie IIT
e Si A est un événement et Y une variable aléatoire, on note, si elle existe, F4(Y) l'espérance de la loi
conditionnelle de Y sachant A.
C’est-a-dire que tous les calculs se font avec la probabilité conditionnelle Py : quand Y est une v.a.r.
discrete, E4o(Y) = Z y.PA(Y = y) sous réserve d’existence de cette somme.
yey (Q)

Soit n € N: P(X,, =0) (Z U; = 0) (ﬂ U; =0 |. En effet, puisque les U; sont des variables a

valeurs dans N donc positives, leur somme est nulle si et seulement si elles sont toutes nulles. L’indépendance
de ces mémes variables aléatoires permet de poursuivre :
n n

n
= HP(UZ' =0) = H PU =0)= H qo = qo". En effet, les variables U; suivent toutes la méme
i= i= i=1
loi, celle de U;. 11 suffit alors de reprendre la formule établie & la question 2. (partie I) pour obtenir :

+o0 +o0
ro =Y  P(Xn=0)pn= Y q"pa:
n=0 n=0
Soit j € N*.
(a) Sachant que [X,, = j] est réalis¢, I'espérance conditionnelle de X,, est celle d’'une variable certaine!
Cest-a-dire qu’évidemment : Eix, _;(Xn) = j. Or X, = ZUZ-, et la linéarité de I'espérance donne :
i=1

Erx,—j(X ZE =] ( = j=nXxEx,—;(U1) < Ex,—;U1) = % puisque, encore une

fois, les U; su1vent toutes la méme loi (et donc aussi la méme loi conditionnelle sachant [Xn = j]).

(b) Sachant que j € N*, P(Xy = j) = 0 (puisqu Xy = 0) et la relation de Panjer donne bien, lorsqu’on
revient & la formule de la question 2. :

+o0 = b
rj= Y P(Xp=j)pn =) P(Xn=j) (a + 5) Pn-1, Ol :
n:Q’] n=1

b b b b
a+—=a+ - l =a+ - E[Xn_]](Ul) Eix,.—j <a + —,.U1> par linéarité de I'espérance.
Jjmn J

n

b
On a bien obtenu la relation : r; = E Eix,—j <a + 3.U1> P(Xy =7).pn-1
n=1

(c) Sachant que l’événement [X, = j| est réalisé, et puisque X,, = ZUi’ Punivers-image conditionnel de
i=1
U, sachant [X,, = j], est inclus dans [0; j] (dans une somme de termes positifs, I'un d’eux ne peut pas
étre supérieur au tout!). On peut done écrire, par le théoréme de transfert :
J

b b
Eix,—] (a + EUI) = Z <a + ;z) Pix,—;(U1 =), et donc :

=0
b ’ bi

bi
= <a + —l) P([X, = j]N[U; =1i]) (probabilités composées)
J

0
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n

:§5<G+E>J%Wp:ﬂmQ:Uk:j—m

k=2

j .
b
= g <a + —l) P(U; =1).P(X,,—1 = j — i)par indépendance des Uy

n
sachant que Z U}, suit la méme loi que X,,_1 puisque ce sont toutes les deux des sommes de n — 1 v.a.r.

k=2
de la suite (Ug)ken+ qui suivent toutes la méme loi et sont indépendantes.

(d) Les résultats précédents permettent donc d’écrire :

+oo Jj ;
Lo . .
T‘j = Z (a + ;) P(Ul = Z)P(anl = .] - Z)‘pnfl

+oo
a+ —_) P(U; =1). Z P(X,—1 =j —1).pn—1 (apreés interversion des symboles sommes)
n=1

bi —+00
a+ ;Z> -qi- ZP(Xk =j —1).pr (avec k=n-1)
k=0

bi
(a + —Z> QT (toujours d’apres la q. 2)
J

Dans la derniére somme, on retrouve en fait le membre de gauche r;, lorsque ¢ = 0. En le sortant de la
somme et en le regroupant avec celui de gauche, on obtient :

J . J .
o] bi
rj = a.qo.rj + Z (a + ;) Qirj—i = 715.(1 —a.qo) = Z <a + 7) qi-Tj—i

i=1 =1

1 7 bi

i=1
Cette formule permet de calculer récursivement (c’est-a-dire les uns apreés les autres de proche en proche),
les nombres 7; et ainsi de déterminer la loi de X.
14. Des exemples d’application.
(a) Dans cette question, les variables U; suivent la loi de Bernoulli de paramétre p.
i. On reprend donc le résultat de la question 13.(d), sachant qu’ici :

@o=PUi=0)=1-p, q=PUr=1)=petVi>2, =Pl =1i)=0;
1

. N b b
dans ce cas, Vj € N*, r; = m. (a—i— 3> Q11 = 1_;%@}9. (a + 3> Ti—1-

Tous les termes de la somme sont en effet nuls, sauf pour ¢ = 1.

B
On peut écrire cette relation sous la forme : Vj € N*, p; = <A + 7) .pj—1 avec :

b
A= P 4pB—_P
1l—a+ap l—a+ap
de Panjer de parameétres A et B.

, ce qui permet bien de conclure que X suit dans ce cas une loi

ii. Comme on a repris dans cette partie les notations de la partie I1II, la v.a.r. N elle-méme suit une loi
de Panjer de paramétres a et b. Pour retrouver les résultats des questions 3. et 4. de la partie I, on

considére donc deux cas :
—a

oV suit une loi binomiale de paramétres m =r et m = 1 lorsque a < 0.

_ ap

- 1-a(l-p)

tamment : 1 —p > Oetl — a(1 — p) > 0). Mais alors, toujours selon les résultats de la partie III,

X elleméme (remplacant N dans son role a cette partie III), suit une loi binomiale de parameétres
B b —A —ap l—a+ap —a

R=—-2_1=-2_1 -
A e 1= A 1—a+apx 1-a Py

—a

Dans ce cas, A est aussi strictement négatif, puisque p €]0; 1] (cequi implique no-

= pm. C’est bien le résultat
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donné par la question 3.!

o N suit une loi de Poisson de paramétre b si a = 0, dans ce cas A = 0 aussi, et toujours en disant
que ce qui vaut, dans la partie ITI, pour N s’applique aussi & X qui suit par conségent une loi de
Poisson de parameétre B = bp, ce qui est bien, a nouveau, le résultat obtenu a la question 4.!

(b) Dans cette question, on suppose que a = 0, rappelons que cela entraine que N suit la loi de Poisson de
parameétre b. Soit p un réel de l'intervalle ]0; 1].

i

i. La famille de nombres réels (¢;)ien = <a.g> , définit la loi de probabilité d’une variable
1EN*

ii.

iii.

1v.

i

aléatoire a valeurs dans N si et seulement si tous les ¢; sont positifs, et si la série g q; est convergente,
i1

de somme 1. Il est donc déja nécessaire d’avoir a > 0.

Ensuite, la convergence de la série se prouve de fagon théorique avec un théoréme de comparaison :

(3
Il est évident que : Vi € N*, 0 < % < p', done (o >0) : Vi e N*, 0< g <ap.

La série Z a.p’ est convergente comme série géométrique de raison p €]0;1[; par le théoréme de
1EN*
comparaison, la série Z q; est donc convergente, et il est possible d’introduire la derniére condition
i1
sous la forme :

+oo 4 1
Z ¢ =1 << qa. Z% =1 <= a= T p , ce qui définit bien « de facon unique!

2

i
i=
On pose ¢o = 0, et on suppose que les va bles Uy suivent toutes cette loi de probabilité, dite lo:

logarithmique discréte.
Avec cette loi pour les variables Uy, la relation obtenue en 13.(d) devient (rappelons qu’ici a = 0) :
1 bi ¢ bor &
Vj e N* r; = =10 .a.%.rj_i = Zp .rj—; aprés simplifications et en sortant en facteurs
=1
devant la somme, les termes qui ne dependent pas de l'indice 1.

Question trés subtile ici : pour réussir a n’écrire r; qu’en fonction de r;_1, il faut réaliser que dans
la somme précédente, on peut faire apparaitre r;_; en utilisant tous les termes pour ¢ variant de 2
a 7! Plus précisément, pour tout entier j > 2 :

b I b - [k=i—1] boy -
= PTioi= = (p i1+ ZP”U‘-’) = T \pre 2
; k=1

=2

b ba.p p(j—1) ba =
:7297“] 1+—p Zp i1k = ; i1+ - —.Zpk.rj_l_k
k=1

i i-1
ba.p 1 p.(ba — 1
= ——Tj-1+D. (1 — —.) i1 = <p + ¥) Ti—1
J J J
. p(ba — 1) . . .. o
Lorsque j =1: (p+ .y | .o = pba..rg, & comparer avec la relation obtenue en ii., qui était
elle valable dés j =1: r; = 5 Zp r1_; = ba.p.rg, la formule ci-dessus est donc encore vraie

i=1
pour j = 1.

La relation obtenue a la question précédente est une relation de Panjer vérifiée par la v.a.r. X, avec
A=p>0et B=plba—1).

La question 10.(d)ii. permet donc de conclure que X suit bien une loi binomiale négative,

de parameétres :

B
Z—}—l:baetl—A:l—p

%% FIN DU SUJET %%
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