MATHEMATIQUES I - ESSEC E 2012

Proposition de corrigé par David Meneu

. 7 /. /2
Lycée Champollion - Grenoble, pour a/%-/ /2/79&/

Ce probléme comporte trois parties relativement indépendantes.
Dans la premiére partie on étudie les lois log-normales. On s’intéresse dans la partie II & une modélisation du
cours d’une action appelée modeéle binomial ou de Cox-Rubinstein et & son comportement asymptotique. Dans
la troisiéme partie, on établit la formule de Black et Scholes, pour le prix d’une option dans le modéle limite
obtenu dans la partie IL.

NOTATIONS ET DEFINITIONS

e Les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont toutes définies sur le méme espace
probabilisé (€2, A, P).

e On note ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

e On note respectivement E(X) et V(X) l'espérance et la variance d’une variable aléatoire X, lorsque
celles-ci existent.

e Soit m un réel et o un réel strictement positif. On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi log-normale de
paramétres (m,o?) si X est a valeurs strictement positives, et si In(X) suit la loi normale de paramétres
(m,o?). On écrit alors X < LN (m, 0?).

PARTIE I - QUELQUES PROPRIETES DES LOIS LOG-NORMALES

On note dans cette partie m un réel et o un réel strictement positif.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi log-normale de paramétres (m, 02). Dans la suite, on utilise la variable

aléatoire Y = In(X).

1. Soient a et b deux réels avec a # 0 : d’aprés le cours sur les lois normales, on sait en effet que si U < N (m, o?),
alors la v.a.r. a.U + b suit encore une loi normale ; ses parameétres sont respectivement son espérance et sa
variance, or d’aprés les propriétés de ces deux moments :

E(aU 4 b) = aE(U) 4 b = am + b par linéarité de 'espérance
V(aU +b) = a*V(U) = a*.0% = (a.0)?

Donc a.U + b — N(a.m + b, (a.0)?).
2. Cas o m = 0. On suppose dans cette question que X < LN (0,02).
(a) Densité. Puisque X suit une loi log-normale, c’est une variable aléatoire a valeurs strictement positives,
donc : Y& €] — 00;0], Fx(x) = P(X <xz)=0.
Si z €]0; 4+o0[ : en rappelant que Y = In(X) < A(0,0?), et par bijectivité de In de ]0; +oo[ dans R, on
peut écrire :

Fx(z) = P(X <) = P(In(X) < In(z)) = P(Y < In(z)) = P (Z < M)

o o
. .Y Y-0 Y-EY)
puisque g > 0, ou : — = =
o o oY)

que Y* — N(0,1). Ainsi :

= Y™ variable centrée réduite associée a Y, dont on sait

Ve <0,Fx(z)=0
Ve >0, Fx(z)=® <M>

g

La fonction Fy est continue et de classe C! sur | — 0o;0[ (fonction nulle), elle 1'est aussi sur ]0; +oo|
comme composée de fonctions de classe C! (trés précisément, In est de classe C! sur ]0; 4+o0[, & valeurs



dans R sur lequel ® est de classe C1).
En0: lim Fx(z)= lim 0=0= Fx(0).

z—0~ z—0~
In(z
lim In(z) = —oco = lim In(x) (0 >0),et lim ®(¢) =0 (car  est une fonction de répartition), donc :
z—07t z—0t O t——o0
lim Fx(z) =0= Fx(0), et F'x est continue en 0.
z—0t
) Fx est continue sur R
Finalement :

Fx est de classe C! sur R sauf peut-étre en 0
Donc X est une variable & densité, qui est obtenue par dérivation de sa fonction de répartition :

0 six <O
VGR*, :F/ = ;
PR SO =B = (L L (B0 s
(o2 X g

1 —x2/2.

ou ¢ = @’ est la densité de la loi normale centrée réduite : Vo € R, ¢(z) =

On peut prendre f(0) = 0, et ainsi :
0 siz <0

Vz €R, f(z)= (1r12(902))2 -
e o S1x >

(b) Espérance.
i. Les v.ar. X et Y vérifient la relation : Y = In(X) qui s’écrit aussi : X = Y. Le théoréme de transfert
assure donc l'existence de ’espérance de X, sous réserve de convergence absolue de l'intégrale

+o0o
| ey
—00
v
oil fy est une densité de la variable Y < N(0,0?), donnée par : Yz € R, fy(y) = 5 e 202,
oV2m
Pour tout réel y : e fy (y) — — L y 1 <1<y2 2>>tt_t -
our tout réel y : e¥. =——e" 22 = ——.exp|—= | =5 — est strictement positif.
Yy Yy U\/ﬂ oo P 2\ 52 Y p
*x Lorsque y > 0:e¥xev. fy(y) = ! ezy*ﬁ —— 0 puisque 2 _y_2 ~ _y_2 —00
que y : Jy Y oo oo puisq Y 202 yotoo 202 yotoo .

+o0
Donc : e¥. fy (y) = 0400(e7Y), et / e Ydy converge (elle vaut 1 : cf la loi exponentielle £(1)), donc
0

+00
par comparaison d’intégrales de fonctions continues, positives : / €Y. fy (y)dy converge.
0

0
* Lorsque y — —o0 : e ¥ < 1, donc 0 < €¥.fy(y) < fy(y), et / fy(y)dy converge (et vaut
—0o0

1 0
Fy(0) = 5), donc par comparaison d’intégrales de fonctions continues, positives : / e’ fy (y)dy
converge. -
400 0 400
Finalement, / e’ fy(y)dy = / e’ . fy(y)dy + / €Y. fy (y)dy est bien (absolument) conver-
oo _ 0

o
gente, ce qui assure ’existence de ’espérance de X, avec :

o Sl o (4

ii. Le changement de variable ¢ = Y _ 5 est bien bijectif de classe C! puisque y Y _ 5 est une
o

o
fonction affine strictement croissante, donc :

-tz [~ (5

_ ! /_:O exp (—% ((t+0)* —2(ct + 02))> odt

oV 2




_ ! /+OO 1(752+2 t+0° =20t —20%) | dt = e/ L /+OO r dt
_\/ﬂ' N exp 5 ot+o o o =e ol exp 5

1 “+oo “+oo
ol on reconnait dans la derniére ligne . / e */2d¢ = / @(t)dt = 1 puisqu’il s’agit de la
\/§7T —00 —0o0

densité de la loi normale centrée, réduite. On a donc obtenu :

E(X)=¢""si X < LN(0,0?)

(c) Variance.

i. Soit o un réel non nul. Comme X est & valeurs strictement positives, X¢ = exp(aIn(X)) est bien
définie, et & valeurs strictement positives, et :
Z = In(X?%) = a.In(X) = a.Y est une variable aléatoire qui suit, d’aprés la question 1., la loi
normale de paramétres (0, (a.0)?) puisqu'ici, Y — N(0,02).
On en déduit que X suit la loi log-normale de paramétres (0, (a.c)?).
2

Ainsi, la variable aléatoire X? suit la loi log-normale de paramétres (0,402), et a ce titre, elle admet

4o
une espérance d’aprés la question (b), qui vaut : E(X?) = exp (T = 2"
La variable aléatoire X admet par conséquent une variance, donnée par la formule de Koenig-
Huygens :

V(X)=E(X?) - E(X)?=¢% — (6‘72/2)2 = —¢” =, (602 - 1)

3. On reprend le cas général : X < LN (m,0?).

(a) Soit p un réel strictement positif : alors p.X est encore une variable aléatoire & valeurs strictement
positive, et on peut considérer la variable aléatoire
X =In(p.X) =In(p) + In(X) = In(p) + Y. Toujours d’apres la question 1. (ici avec a = 1 et b = In(u),
on peut affirmer que W — N (m + In(u), 02), et donc que p.X — LN (m + In(u), 0?).
(b) On peut alors astucieusement utiliser le résultat précédent avec p = e~™ > 0, de sorte que :
m+In(p) =m —+In(e™™) =m —m =0, et donc : e=™.X < LN(0,5?).
Ainsi, d’aprés 2. : e7™. X admet une espérance, et E(e ™. X) = e’ /2,
La linéarité de I'espérance assure alors ’existence de I’espérance de X, et donne : E(e”™.X) = e ™. E(X),
d’ou : ,
E(X)=e"E(e™mX) =7

De méme, et toujours d’apres 2., la variable aléatoire e~"*.X admet une variance, qui vaut :
V(e mX) = e ("1,
Par conséquent, et d’aprés les propriétés de la variance, X = ¢™.(e”™ X)) admet une variance, qui vaut :

V(X) = (™2 V(eT™X) = e*™ x e (6‘72 - 1) = e2mto” <e"2 — 1)

PARTIE II - LE MODELE BINOMIAL DE C0X-R0SS-RUBINSTEIN

Soit n un entier naturel non nul.
On souhaite modéliser I’évolution du cours d’une action entre les dates 0 et ¢ fixé, strictement positif.

On suppose qu'initialement ce cours est Sy, = 1 et sil’on note Sy, la valeur aléatoire de ce cours a la date —,
n

k € {1..n}, on a la relation :

v
Skn = Sk—1,n X (1 + % + %Yk>

ou :
e 1 est une constante réelle strictement positive liée au rendement moyen de I’action sur une durée égale
at;
e v est une constante réelle strictement positive, appelée volatilité de ’action sur la durée ¢ ;
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(Yk)ren= est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur {—1;1} :

1
autrement dit, P(Yy = —-1)=P(Yy =1) = 7

W

v
On suppose que n est assez grand pour que 1 + — — — > 0 (hypothese licite vu que cette quantité tend vers
n

vn

1 lorsque n tend vers +00).

On admet que Sy, 0, - , S, sont des variables aléatoires discretes.
On note C), la variable aléatoire S, ,,, qui modélise le cours de ’action & l'instant ¢.

4. Simulation de la variable aléatoire C,,

(a)

(b)

(b)

L’expression Pascal random(2) prend avc équiprobabilité les valeurs 0 et 1.
Par conséquent, 2*random(2) -1 prend avec équiprobabilité les valeurs : 2 x0—1=—-1let2x1—-1=1.
Cette expression permet donc de simuler 'une des variables aléatoires Y.

function C (n: integer; mu, v :real) :real;
var k:integer; tmp:real;
begin
tmp:=1; {S_O,n = 1}
for k:=1 to n do
tmp :=tmp* (1+mu/n+v/sqrt (n) * (2*random(2)-1)) ;

C:=tmp;
end;
Pour tout entier k € N*, Y}, admet une espérance et une variance car c¢’est une v.a.r. finie, et :
1 1
1 1
V(Y;) = E(Y) — E(YV;)? = B(YR) = (~1)2P(Yj, = —1) + 12P(Y}, = 1) = L )

Les v.a.r. Y, sont donc toutes centrées, réduites.

i. Pour tout entier naturel non nul n € N* :

v
Cn - Sn,n = Pn—1n X (1 + % + %Yn>

7 v 7 v
= Sy_ 14—+ —Y,_ 1+ -+ —Y,
nZ,nX<+n+\/ﬁ n1>x<+n+\/ﬁ n)

7 v 7 v 7 v
=5 14+ —+—.Y; 14—+ —7=Y,_ 1+—4+—4=Y,
O,nx<+n+\/ﬁ 1)X X<+n+\/ﬁ nl)x<+n+\/ﬁ n)

n

Et comme Sy, = 1 (variable certaine), cela s’écrit bien : C,, = H <1 +E4 L.Yk>.
P n  n

ii. Comme les variables aléatoires (Yj)gen+ sont mutuellement indépendantes, les variables aléatoires

no

d’une variable Y.

Par conséquent, et puisque C,, est une variable aléatoire finie, elle admet une espérance qui vaut :

v
(1 + H + —.Yk> sont également mutuellement indépendantes, comme fonctions chacune
1<k<n

n
= H E <1 + L + L.Yk) par indépendance des (Yj)ren=
b n o \/n
= v
= H <1 By —E(Yk)> (linéarité de I’espérance)
P n n
n n
:H(1+H):<1+ﬁ> E(Yk)zoet1+ﬁnedépendpasdek
n n n
k=1
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De méme, V(C,,) existe et vaut V(C,) = E(C?) — E(C,)?, ou1 :

2
= H E (1 + i + L.Yk> toujours par indépendance des (Y%)
Pt n  \/n
n 2 2 2
v V(X)=FE(X*)—- EX
(v (1 ) s (e [ {00 B0 B
P vn vn — BE(X2)=V(X)+ E(X)
2 2 E(Yy) =0
- 11 (v—V(Yk) (1 + ) > V(aX) = a®V(X) et (¥%)
g \ 7 V() =1
2 2
= ((1 +5)+ —)
n n
La formule de Koenig-Huygens permet de conclure :
) ) N v\" [\ 2n
V(Cy) = E(C?) — B(C,)? = ((1 + E) + g> - (1+ 5) .
(c) Ces calculs de limites sont des incontournables! <1 + E)n = exp (n In (1 + H)), ou :
n n
In <1 + H) ~ E pulsque lim £ = 0,
n/ n—+oo n —+oon
doncnln(l—kﬁ) ~  nX H = pu,ie: lim nln(l-l—ﬁ) = u, d’ot:| lim (1—|—H)n:e“.
n/ n—+oo n n—+00 n n—-+00 n
2
On en déduit : lim (1 + ﬁ) " (e“)2 = 21,
n—-+oo n
2 2 2 2 2 2 2 2 )
Enfin : In <1+H> +v— =1In 1+_,u+,u_+v_ ~ prv —i—'u— ~ 'u+v,donc
n n n n? n)nste 0 n2 ns4oo  n
2 2 2 2
nln <<1+H> —{—v—> ~ 2u+v%ie: lim nln ((1—|— H) + v_) =2u+v% et
n n ) n—+oo n—-+00 n n
AN uN2 o v? 2
lim <<1 + —) + —) = lim exp (nln ((1 + —> + —>> = e2tv7,
n—+00 n n n—+00 n n
inal : — 2 2 2u+v2_2u:2u<v2_>
Ainsi : nll)I_’I_loo V(Ch) nll)l;r_looE(C )—E(C,)"=e e et (e 1)}
On a vu a la partie I que si X < LA(m,02), alors E(X) = ¢™7°/2 et V(X)) = e2mto?, <e"2 — 1).
2
Il est alors clair qu’en prenant |v =0 et m = y — % , les deux moments correspondent respectivement
aux deux limites obtenues.
) ) . Yi(w) =—1ou
6. (a) On sait que les variables aléatoires Yj prennent seulement les valeurs —1 et 1: Vw € €, ) )
plw) =
I v
In{l+=——] ou
et donc Yw € €, ln<1+H+L.Yk>: no Vn
m oV n(1+2+ £
n n
Les deux réels a,, et b, doivent donc vérifier les deux contraintes suivantes :
an, —b, =In 1+H—L a, —b, =In 1+H_L
“f = L
by =In|(1 — 2 =ln(l4+=-—— In(1 — | L L1+ L

. N _1 W v 1 N2 v?

Smt.VnEN,an—2 <<1+ >X<1+n+\/ﬁ>>_21n<<l+n> n>
N 1 W v o v

- — : n{(l+=——|-In(14+=4+—=]]|

\/ﬁ>,801t Vn € N*) b, 2[11( —i—n \/ﬁ> n( +n+\/ﬁ>}

5 © Mojor Fgon
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(b) La variable aléatoire C), est & valeurs strictement positives puisque :
VweQ, VEe{l,---,n}, 1+ i + L.Yk(w) > 1+ B 5o pour n assez grand, comme Supposé
n n

vn Vn
au début de cette partie.
Donc la variable aléatoire In(C},) est bien définie, et d’aprés ’expression obtenue en 5.(b)i. :

In(C,) = In (lﬁ<1+%+%yk>)
Z <1+ +7Yk>

n
= an + b,.Y:) avec les réels a, et b, obtenus précédemment
p
k=1

n
= na, + by. Z Y, puisque a, et b, ne dépendent pas de n
k=1

(c¢) (Yx)ken+ est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi, centrées et ré-

n
: . . . . S
duites; si on appelle S, = g Y}, la variable centrée réduite associée est alors S = ——

k=1

<

1
Le théoréme de la limite centrée assure alors que la suite (S} )pen-, c'est-a-dire la suite <7 Yi+---+ Yn)> )
n neN*
converge en loi vers la loi normale centrée, réduite quand n tend vers +oco.

2
. (a) Le développement limité a l'ordre 2 en 0 demandé est : In(1 +z) =z — % + 0p(2?).
(b) Puisque lim vz + px? = 0, alors :
i (vz + px?)?
In(1 + vz 4 px?) = (ve + pa?) — + + op(z?)
2.2 34 2.4
T4+ 2pvx” + pir
= vz + px? — ,u2 = 0o(z?)
.
=0T + (,u - ?) 2% + op(z?)
De méme, lim —vax + pa? = 0, donc
z—0 (_vx n xz)z
In(1 — vz + pa?) = (—ve + pa?) — + + op(z?)
2,2 3.4 2,4
T° = 2vpx’ + px
= —vx + px? — g e, oo(z?)
02
= —vr+ <u - 5) 2% 4 op(2?)
1
(¢c) Avec x = —= ——— 0, on peut utiliser les 2 développements limités précédents, qui donnent :

\/ﬁ n——+o0o

1 v+ v ><1+ (1)+v+ v? ><1+ (1)
=3 vn 5 n Oty Vn 5 n oty

2 2
v ost-adi NIt _, v
Donc na,, = p — 5 + 0400(1), c’est-a-dire que : ngrfw NGy = b 5 |
De méme :
L[ v (p—0%/2) v (p—0*/2) 1
by = = | — 42— 2 /4 _(_Z W77/ -
" 2[\/5+ n n+ n +O+°O(n)
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1
Donc : y/nb, = v—|—0+oo(7), soit :| lim +/nb, =v|.
n

= % + 0+oo(%)

n—-+o00

Le réel v est strictement positif, donc pour n assez grand, \/nb,,, trés proche de v, est également stricte-
ment positif, c’est-a-dire que b, seul est strictement positif car v/n > 0 pour n € N*.

1
8. On note F,, la fonction de répartition de —=(Y1 +--- +Y,,), et G, la fonction de répartition de In(C),).

Soit x un réel. On pose y =

Jn
v2
T— U+ 5
v

(a) Soit € un réel strictement positif.

i. Comme @ est une fonction de répartition, elle est croissante sur R.

ii.

iii.

Ainsi, pour tout réel n > 0 : y —n < y + 1, donc on a toujours ®(y —n) < &(y) < (y + 7).
On évalue alors :

. ytn—y _
0<Q(y+n)—2(y) = / e(t)dt < d’apres 'inégalité de la moyenne, la densité
Y

V2 J_

1
.t ——e~°/2 de la loi normale centrée réduite, étant majorée par
¥ Nors J
T

De méme :

o< o) - oy -n = [ e I T
y=n N &

Ainsi pour 7 assez petit, concrétement tel que :

T <f — ngex\/g,onabien:0<<1>(y+n)—<1>(y)<

sur R.

1
\ 2T

= P(y+n) <Py + 5

| ™

V2r 2

€ €
et 0<2(y) 2y —m) <5 = 2y) -5 S Sy=n)
On a bien établi 'existence d’un réel 7 strictement positif tel que :

Mw—§<¢@—m<¢@+m<¢@+g

Remarque : la nature bien connue de la fonction ¢ permet de fournir ici un résultat au moyen d’ar-

guments d’une difficulté théorique raisonnable pour le programme de ECE2; mais on peut proposer
une rédaction bien plus succinte encore par des arguments de continuité !

On sait ainsi que ® est continue sur R comme fonction de répartition d’une variable & densité.
Elle est en particulier continue au point y, ce qui s’écrit :

Ve >0, In>0; Vz eR, jy —z| <n=|P(y) — D(z)| <
£
2

€
y—n<z<y+n= oy - 3
€
_— o . bly) -5 < ey -
En particulier, pour x = y—n et x = y+n, 'implication est vraie, et donne : €
Oy +m) < 2(y) +3
2
. . ) v
On sait depuis 7.(c) que : ngrfw NGy = b — 7’ et hl;{loo Vnb, =v > 0.

. .\ —na, T—p+% , .
Donc par opérations sur les limites : lim = = y, ce qu’on peut écrire avec

n——+oo \/_b N v

des quantificateurs tels que suggérés par 1’énoncé :
T — nay <
N

nzng==y-—1n<s

Vn >0, dng e N;n > ng =

1
On sait depuis 6.(c) que (— Y1+ + Yn)> converge en loi vers la loi normale centrée réduite.
\/ﬁ neN*

Par définition, cela signifie qu’en tout point de continuité de la fonction de répartition ®, c’est-a-dire



pour tout réel z, on a : lim F,(z) = ®(z).
n—+oo

On peut donc écrire, avec y et n introduits précédemment :

[z=y+n]Ini€eN;n>n = |F(y+n) — 2y +n)| <

Do ™

n

WV

g
n1=><1>(y+77)—5<Fn(y+n)<¢(y+77)+

Do M

[t =y—n] Iz eN;n =ny = |Fo(y —n) — 2(y —n)| <

| ™

n

WV

g g
n2=><1>(y—n)—§<Fn(y—n)<<I>(y—77)+§

Ainsi, si on note N = max(ni,nz), pour tout entier n > N, les deux implications précédentes sont
vraies, on retient :
5

13
n>N= F(y+n) <®y+n)+5et Faly—n) >0y —n—3

iv. Ve e R : Gn(z) = P(In(C,) < x)

n
:P<nan+anYk§x

Se)
)

=P (Z Y < w) (by, > 0 pour n assez grand, cf. 7.(c))

1 & T — nag,
_ Y, < — 2
ﬁkz:l b \/ﬁbn)

T —na
ce qui exprime exactement que : Vx € R, G, (z) = F, ( ">

Vb,
by, >0
Pour n entier suffisamment grand tel que : < n > ng , tous les résultats précédents depuis 7.(c)
n>N
sont valides, et on peut écrire :

T —na
d’apres 8.(a)ii.,, y —n < o

J/ibn

< y + 1 donc puisque F), est croissante sur R comme fonction de

répartition :
T — nay,
Fly—n<F,|[>—"") <F et
w(y —n) n< b, ) n(y+mn),e
e € € T — nan, € € €
P(y)———— < P(y—n)—=- < Fyly—) < F, [ —" ) < F <P S <o 4
(y) 573 (y—n) 5 S n(y—n) n< \/ﬁbn> n(y+mn) (y+n)+2 (y)+2+2

ce qui donne, en conservant les deux termes extrémes des encadrements précédents :
T — nay

V/nbn,

a:—,u—}—%
v

@@—s<&( ):Gamsyw+e¢$m4m—ﬂw<e

Soit : |G (x) — @ < g, inégalité valable pour tout réel x, dés que n est suffisamment

grand tel qu’exprimé plus haut.

2
T — u+ v
(b) Tl faut comprendre que le résultat précédent exprime que : Vo € R, lirf Gn(x) =@ (#) ou,
n——+0oo

si X est une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite :

T — +ﬁ T — —}—ﬁ
¢<_JLJ>ZP<X<_JLJJ
v v
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:P(ngw—,u—i—%)
:P<(UX+(,u—%)§x> = Fy(x)

2
v
ou on note Z = vX + (u — 5), variable aléatoire qui suit la loi normale de parameétres (u — %,’02)

comme rappelé au début de la partie 1.
On a donc obtenu : Vo € R, lirf Gn(z) = Fz(z), ce qui signifie par définition, que la suite (In(Cy,)),, cpe
n—-+0oo

v2

converge en loi vers la loi normale de paramétres (u — %, v?).

Z . W prend bien des valeurs toutes

9. Avec les notations précédentes, si on définit la variable aléatoire W = e
2
strictement positives, et bien sir Z = In(W); donc W — LN (u — %, v?).
Soit alors « € R, on distingue deux cas, sachant que C), prend des valeurs toutes strictement positives :
esiz<0:P(C,<z)=0—>0=Fy(x).
n——+00
e si x > 0 : par stricte croissance de In sur R,
P(C, < z)= P(In(C,) < In(z)) — P(Z <In(z)) = P(e? < 2) = Fy(z)
n—-+0oo

Ainsi : |Vz € R, lim Fg, (z) = Fy(x)|,
n—+o0o

ce qui exprime que la suite (C),)pen+ converge en loi vers W < LN (u — %, v?).

PARTIE III - LA FORMULE DE BLACK ET SCHOLES

Soit ¢ un réel strictement positif.
A la date 0, un investisseur achéte sur un marché une option sur une action dont la date d’échéance est ¢ et le
prix d’exercice K, un réel strictement positif.
e Si a la date t, le cours C de ’'action est supérieur ou égal a K, il peut acheter I'action au prix K et la
revendre au prix C';
e dans le cas contraire, son option n’a plus de valeur a la date ¢
Le but de cette partie est de donner une valeur raisonnable au prix d’achat de I'option, que I'on note 7.

On fait les hypothéses suivantes :
e On choisit comme unité le cours de ’action a la date 0, c’est-a-dire qu’a cet instant le cours de I’action
vaut 1 (soit 100%).
e Le cours de l'action a la date ¢ est une variable aléatoire C' qui suit une loi log-normale de paramétres
(m,v?).
e On suppose qu’il existe sur le marché un actif non risqué dont le taux de rentabilité entre les dates 0 et
t vaut €” — 1, ol r est un réel strictement positif.
e On définit la fonction f sur R par : Vo € R, f(z) = max(0, z).
10. (a) D’aprés I’énonceé : si a la date t, 0 > K <= C — K > 0, alors ’acheteur paie I’action au prix K, et la
revent au prix C. Le bénéfice réalisé est alors C' — K, c’est la valeur de l'option.
Si par contre, C < K <= C — K <0, alors I'option a une valeur nulle.
La valeur de I'option a la date ¢ est bien max(0,C — K) = f(C — K).
(b) Le taux de rentabilité du placement non risqué est le coefficient de proportionnalité qui permet de
calculer I’évolution (ici 1’enchérissement) de ’actif non risqué entre les dates 0 et t, c’est-a-dire que :
V(t) = V(0)
V(0)
Soit : V(t) — g =wx(e" — 1) <= |V(t) = x.€" |

e —1= , ot V(0) = 7 est la valeur initiale, correspondant au prix d’achat a ¢t = 0.

(¢) La valeur finale de I"actif non risquée vaut toujours 7g.e", quoi qu’il arrive, tandis que la valeur finale
de loption f(C — K), est soumise aux aléas du marché : la valeur moyenne de cette variable aléatoire
est (sous réserve d’existence) son espérance E(f(C — K)).
Ces deux stratégies ont donc la méme rentabilité moyenne si et seulement si :

mi.e" = E(f(C - K)) < ng =e ".E(f(C - K))

Dans les questions suivantes, c’est cette valeur de mx que 'on utilise.
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11. (a)

2_.
0 siz<0 "
iz <
Vr € R, f(x) = max(0,z) = . :
x siz>0 0
-2 -1 0 1 2
—1+

La fonction f est continue sur | — oo; 0] (fonction constante nulle), et sur ]0; +oo[ (fonction affine).

On étudie donc la continuité en 0 : hm f(z) = hm 0=0=f(0), et hm f(z) = 1im+x = 0= f(0),
z—0

donc f est continue aussi en 0, c’est- a—dlre qu elle est continue sur R.

La variable aléatoire ¢ suivant une loi log-normale, on se raméne une fois de plus & la loi normale via la

variable aléatoire Y = In(C) < N (m,v?) qui vérifie donc : C' = €Y.

La variable aléatoire f(C'— K) = f(e¥ — K) admet donc, d’aprés le théoréme de transfert, une espérance

si et seulement si 'intégrale :

+oo 1 _ 2
/ f(e* —k) exp <—M) dz est absolument convergente

—o00 vV 2 202
" —K <0 < "< K < 1z < In(K), donc sur | — oo;In(K)], la fonction considérée est nulle et

/IH(K)f(x K)— ( (x_m)2>d t absolument §
e — ex —_—— X est absolument convergente.
oo vV 2T P 202 &

Sur (1), +osl, 7(e% — ) = ——exp (~ ) — (o - ) enp (-0

est une fonction positive, et

1 (x—m)2> 1 - ( (aj—m)2> 1 ( (x—m)2>
e’ — K exp | — = e’.exp | ————— | — K. exp | ————
( )v\/ o P ( 202 vV 2T P 202 vV 2T P 202
ou la premiére intégrale est absolument convergente sur | — oo, +-00[, donc sur [In(K); +oo[ : 'intégrale
sur R vaut E(C) qui existe (cf. partie I), tandis que la deuxiéme intégrale est absolument convergente
sur | — oo; 400 (valant 1 : densité d’une loi normale), donc sur [In(K); 400

Par somme d’intégrales absolument convergentes, 1’intégrale considérée est bien absolument convergente
sur R, c’est-a-dire que ’espérance de f(C — K) existe, et vaut bien, d’apres le théoréme de transfert :

L 10 (-5

E(f(C = K))

Tk =e E(f(C—-K))

1 +oo

y T—r -r (.%' — m)2
= v\/_ ln(K (e K.e").exp ( 502 dz

—2% + 2mx — m22+ 202y — 21)27“) do — Ko 1 o0 exp <_(w — 2n)2> o
2v v\ 271 In(K) 2v

2% —2(m+v?)z + m? + 2v2r) do — K.e™ [*To° exp (_ (x — 1;1)2) e
21 JIn(K) 2v

B v\/27r ln(K

\ v\/27r In(K)

1 (o — 2132 _ 22 2 | 9,2 Ke—r [+ )2
1 (z—(m+v?)) (mQ—i-v) +m* + vr)_ e eXp(_(w gn) >dx
2 v 2 In(K) 2v

_ 2y 2 00 _ 2
(M) Com— 0?4 o] | dw K€ exp <_M> do
V21 Jin(K) 2v

vy 2T ln(K

B v\/27r In(K)
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On réalise alors un changement de variable affine dans chacune des deux intégrales :

z— (m+0?)

i x
y = ——— = dans la premiére intégrale, et t =

1 1
Ainsi :dy = de <= dx =vdy, et dt = de <= dx = vdt, d’ou :

1

TK =

—

a
centrée réduite.

?}2

1. On suppose que m =r — >

identiques. Dans ce cas, ’expression précédente se simplifie, puisque m — r + 2 0 < e

m +v? — In(K)

2 1,2
7TK:<D<U +7r — 30 — In(K)

v

_ (%UQ—{—T‘—ID(K)

v 2

v

\ s
) et

Tk = (LD(K) + 3) —Ke’“.@(

+oo 1,2 v2
e 2V x eI ydy — Ke "
vV 2 JIn(E) —(m+v2) 1
v

02
WKZGXI)(’ITL—T’—FE) .<I><

—m
dans la seconde.
v

) - xea(

2

+o0

r—3v% — In(K)

r—In(K)

3)

v

r —In(K)

v

)

In(K)=m 9+/27
v

m — In(K)

)

+o00
car / e(t)dt = 1—®(a) = ®(—a) d’apreés les propriétés de la fonction de répartition de la loi normale

, ce qui signifie que le rendement moyen de ’action et de I’actif non risqué sont

m—r—l—%vQ =1 -

13. Dans la pratique, le prix de 'option est fixé par le marché et vaut x, ot x est un réel strictement positif. On
pose § = r — In(K), de sorte que le prix d’échéance vaut K = exp(r — 0).
On appelle alors volatilité implicite de I'action, tout réel positif v, s’il en existe, tel que :

0
:U:<1><——|——

(%

0
On définit alors la fonction ¥ : v +— & <— + —> —e %0 <
v

(a) La fonction ® est une fonction de répartition d'une loi normale, & ce titre elle est de classe C* sur R.

0 v 0 v
Les fonctions v — — + — et v —» — — 3 étant de classe C! sur ]0; +00[ comme somme de fonctions de
v

v
références (fonction inverse, affine), alors par composition puis somme, la fonction ¥ est bien de classe

C! sur ]0; +ool.

Yo >0, ¥ (v) = (—%4—%) ¢(%+g> _

CE

ee_<_v£22_
(543))+(

1
2V o

1

18
2 2

o

0

v

v

)

Ve

<_

2

1

5"

1 /62
-




(b)

1 1 /6 v\?
Soit : Vv > 0, ¥'(v) = _27T.exp (—5 <5 + 5) )

Il est alors évident que : Vo > 0, ¥'(v) > 0, et donc que la fonction ¥ est strictement croissante sur
10; +o0].

Calculs des limites :

quel que soit le réel 8, lim 0 + v 400, donc lim & <% + %) = lim ®(X) =1 car ¢ est une

v—+00 U 2 v—+00 X—+400
fonction de répartition.

0 0
De méme, lim - — - —o0, donc  lim & <— — E) = lim ®(X) = 0, toujours par le méme
v—-+00 U 2 v——+00 v 2 X——00
argument.
Ainsi, dans tous les cas : | lim ¥(v) =1|
Vv—+00
0 0
e Sif>0: lim ——|—E:+oo: lim __97
v=0+ v 2 v=0t v 2
0 0
donc lim @~ + <) = lim ®(x)=1= lim 2.2 ,
v—07F v 2 X —+o0 v—+o00 \ v 2
et :| lim ¥(x)=1 —e Y|
z—0+
[ 0
¢ Sif<0: lim -+ 2= lim 2 — 2 = o0,

x0TV 2 w0t v 2

0 0

v—0+ v 2 ——00 v—0+ v 2
et :| lim ¥(v) =0]|
v—07T
. Si@zO:\I/(@)z@(%) —@(—%) —— ®(0) ~ 2(0) = 0

On en déduit deux tableaux de variations différents suivant que 6 > 0 ou 6 <0 :

v 0 +00 v 0 +o00
1 1

v 3
0> 0) (0 <0)

1—e? 0

e Si 6 > 0 : la fonction ¥, continue (car de classe C!) et strictement croissante sur |0; 4+oc[, réalise
une bijection de ]0; +o0o[ dans |1 — e~%; 1[. Dans ce cas, I'équation ¥(v) = z d’inconnue v, admet une
unique solution v €]0; +o0o] si et seulement si : 1 —e % <z < 1.

Remarquons que dans ce cas : 0 < e ¥ < 1, donc 1 —e=? > 0.

e Si 6 <0 :la fonction ¥, continue (car de classe C') et strictement croissante sur ]0; +oc[, réalise une
bijection de ]0; +00[ dans ]|0;1[. Dans ce cas, ’équation ¥(v) = x d’inconnue v, admet une unique
solution v €]0; +o0] si et seulement 81 : 0 < z < 1.

Cette fois : e ? > 1, donc 1 — e ? <0.
De facon générale, on peut dire que 'on peut définir la volatilité implicite (en résolvant Iéquation
U (v) = x) si et seulement si :

max(0,1 —e ) <2<1 = fl-ef<z<1

%% FIN DU SUJET %%
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