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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Ce problème 
omporte trois parties relativement indépendantes.

Dans la première partie on étudie les lois log-normales. On s'intéresse dans la partie II à une modélisation du


ours d'une a
tion appelée modèle binomial ou de Cox-Rubinstein et à son 
omportement asymptotique. Dans

la troisième partie, on établit la formule de Bla
k et S
holes, pour le prix d'une option dans le modèle limite

obtenu dans la partie II.

Notations et définitions

� Les variables aléatoires qui interviennent dans 
e problème sont toutes dé�nies sur le même espa
e

probabilisé (Ω,A, P ).
� On note Φ la fon
tion de répartition de la loi normale 
entrée réduite.

� On note respe
tivement E(X) et V (X) l'espéran
e et la varian
e d'une variable aléatoire X, lorsque


elles-
i existent.

� Soitm un réel et σ un réel stri
tement positif. On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi log-normale de

paramètres (m,σ2) si X est à valeurs stri
tement positives, et si ln(X) suit la loi normale de paramètres

(m,σ2). On é
rit alors X →֒ LN (m,σ2).

Partie I - Quelques propriétés des lois log-normales

On note dans 
ette partie m un réel et σ un réel stri
tement positif.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi log-normale de paramètres (m,σ2). Dans la suite, on utilise la variable

aléatoire Y = ln(X).

1. Soient a et b deux réels ave
 a 6= 0 : d'après le 
ours sur les lois normales, on sait en e�et que si U →֒ N (m,σ2),
alors la v.a.r. a.U + b suit en
ore une loi normale ; ses paramètres sont respe
tivement son espéran
e et sa

varian
e, or d'après les propriétés de 
es deux moments :

E(aU + b) = aE(U) + b = am+ b par linéarité de l'espéran
e

V (aU + b) = a2V (U) = a2.σ2 = (a.σ)2

Don
 a.U + b →֒ N (a.m+ b, (a.σ)2).

2. Cas où m = 0. On suppose dans 
ette question que X →֒ LN (0, σ2).

(a) Densité. Puisque X suit une loi log-normale, 
'est une variable aléatoire à valeurs stri
tement positives,

don
 : ∀x ∈]−∞; 0], FX(x) = P (X 6 x) = 0.
Si x ∈]0;+∞[ : en rappelant que Y = ln(X) →֒ N (0, σ2), et par bije
tivité de ln de ]0;+∞[ dans R, on
peut é
rire :

FX(x) = P (X 6 x) = P (ln(X) 6 ln(x)) = P (Y 6 ln(x)) = P

(
Y

σ
6

ln(x)

σ

)

puisque σ > 0, où :

Y

σ
=

Y − 0

σ
=

Y − E(Y )

σ(Y )
= Y ∗

, variable 
entrée réduite asso
iée à Y , dont on sait

que Y ∗ →֒ N (0, 1). Ainsi :






∀x 6 0, FX (x) = 0

∀x > 0, FX(x) = Φ

(
ln(x)

σ

)

La fon
tion FX est 
ontinue et de 
lasse C1 sur ] − ∞; 0[ (fon
tion nulle), elle l'est aussi sur ]0;+∞[

omme 
omposée de fon
tions de 
lasse C1 (très pré
isément, ln est de 
lasse C1 sur ]0;+∞[, à valeurs
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dans R sur lequel Φ est de 
lasse C1).
En 0 : lim

x→0−
FX(x) = lim

x→0−
0 = 0 = FX(0).

lim
x→0+

ln(x) = −∞ = lim
x→0+

ln(x)

σ
(σ > 0), et lim

t→−∞

Φ(t) = 0 (
ar Φ est une fon
tion de répartition), don
 :

lim
x→0+

FX(x) = 0 = FX(0), et FX est 
ontinue en 0.

Finalement :

{

FX est 
ontinue sur R

FX est de 
lasse C1 sur R sauf peut-être en 0

Don
 X est une variable à densité, qui est obtenue par dérivation de sa fon
tion de répartition :

∀x ∈ R
∗, f(x) = F ′

X(x) =







0 si x < 0
1

σ
× 1

x
× φ

(
ln(x)

σ

)

si x > 0
,

où φ = Φ′
est la densité de la loi normale 
entrée réduite : ∀x ∈ R, φ(x) =

1√
2π

.e−x2/2
.

On peut prendre f(0) = 0, et ainsi :

∀x ∈ R, f(x) =







0 si x 6 0

1

xσ
√
2π

.e
−

(ln(x))2

2σ2
si x > 0

(b) Espéran
e.

i. Les v.a.r. X et Y véri�ent la relation : Y = ln(X) qui s'é
rit aussi : X = eY . Le théorème de transfert

assure don
 l'existen
e de l'espéran
e de X, sous réserve de 
onvergen
e absolue de l'intégrale

∫ +∞

−∞

ey.fY (y)dy

où fY est une densité de la variable Y →֒ N (0, σ2), donnée par : ∀x ∈ R, fY (y) =
1

σ
√
2π

.e
−

y2

2σ2
.

Pour tout réel y : ey.fY (y) =
1

σ
√
2π

.ey−
y2

2σ2 =
1

σ
√
2π

. exp

(

−1

2

(
y2

σ2
− 2y

))

est stri
tement positif.

⋆ Lorsque y > 0 : ey×ey.fY (y) =
1

σ
√
2π

e2y−
y2

2σ2 −−−−→
y→+∞

0 puisque 2y− y2

2σ2
∼

y→+∞

− y2

2σ2
−−−−→
y→+∞

−∞.

Don
 : ey.fY (y) = o+∞(e−y), et

∫ +∞

0
e−ydy 
onverge (elle vaut 1 : 
f la loi exponentielle E(1)), don


par 
omparaison d'intégrales de fon
tions 
ontinues, positives :

∫ +∞

0
ey.fY (y)dy 
onverge.

⋆ Lorsque y → −∞ : e−y 6 1, don
 0 6 ey.fY (y) 6 fY (y), et

∫ 0

−∞

fY (y)dy 
onverge (et vaut

FY (0) =
1

2
), don
 par 
omparaison d'intégrales de fon
tions 
ontinues, positives :

∫ 0

−∞

ey.fY (y)dy


onverge.

Finalement,

∫ +∞

−∞

ey.fY (y)dy =

∫ 0

−∞

ey.fY (y)dy +

∫ +∞

0
ey.fY (y)dy est bien (absolument) 
onver-

gente, 
e qui assure l'existen
e de l'espéran
e de X, ave
 :

E(X) =
1

σ
√
2π

∫ +∞

−∞

exp

(

−1

2

(
y2

σ2
− 2y

))

dy

ii. Le 
hangement de variable t =
y

σ
− σ est bien bije
tif de 
lasse C1 puisque y 7→ y

σ
− σ est une

fon
tion a�ne stri
tement 
roissante, don
 :

E(X) =
1

σ
√
2π

∫ +∞

−∞

exp

(

−1

2

(
y2

σ2
− 2y

))

dy)

=
1

σ
√
2π

∫ +∞

−∞

exp

(

−1

2

(
(t+ σ)2 − 2(σt+ σ2)

)
)

σdt
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=
1√
2π

.

∫ +∞

−∞

exp

(

−1

2

(
t2 + 2σt+ σ2 − 2σt− 2σ2

)
)

dt = eσ
2/2.

1√
2π

∫ +∞

−∞

exp

(

− t2

2

)

dt

où on re
onnaît dans la dernière ligne

1√
2π

.

∫ +∞

−∞

e−t2/2dt =

∫ +∞

−∞

ϕ(t)dt = 1 puisqu'il s'agit de la

densité de la loi normale 
entrée, réduite. On a don
 obtenu :

E(X) = eσ
2/2

si X →֒ LN (0, σ2)

(
) Varian
e.

i. Soit α un réel non nul. Comme X est à valeurs stri
tement positives, Xα = exp(α ln(X)) est bien
dé�nie, et à valeurs stri
tement positives, et :

Z = ln(Xα) = α. ln(X) = α.Y est une variable aléatoire qui suit, d'après la question 1., la loi

normale de paramètres (0, (α.σ)2) puisqu'i
i, Y →֒ N (0, σ2).
On en déduit que Xα

suit la loi log-normale de paramètres (0, (α.σ)2).

Ainsi, la variable aléatoire X2
suit la loi log-normale de paramètres (0, 4σ2), et à 
e titre, elle admet

une espéran
e d'après la question (b), qui vaut : E(X2) = exp

(
4σ2

2

)

= e2σ
2
.

La variable aléatoire X admet par 
onséquent une varian
e, donnée par la formule de Koenig-

Huygens :

V (X) = E(X2)− E(X)2 = e2σ −
(

eσ
2/2
)2

= e2σ
2 − eσ

2
= eσ

2
.
(

eσ
2 − 1

)

3. On reprend le 
as général : X →֒ LN (m,σ2).

(a) Soit µ un réel stri
tement positif : alors µ.X est en
ore une variable aléatoire à valeurs stri
tement

positive, et on peut 
onsidérer la variable aléatoire

X = ln(µ.X) = ln(µ) + ln(X) = ln(µ) + Y . Toujours d'après la question 1. (i
i ave
 a = 1 et b = ln(µ),
on peut a�rmer que W →֒ N (m+ ln(µ), σ2), et don
 que µ.X →֒ LN (m+ ln(µ), σ2).

(b) On peut alors astu
ieusement utiliser le résultat pré
édent ave
 µ = e−m > 0, de sorte que :

m+ ln(µ) = m−+ ln(e−m) = m−m = 0, et don
 : e−m.X →֒ LN (0, σ2).

Ainsi, d'après 2. : e−m.X admet une espéran
e, et E(e−m.X) = eσ
2/2

.

La linéarité de l'espéran
e assure alors l'existen
e de l'espéran
e deX, et donne : E(e−m.X) = e−m.E(X),
d'où :

E(X) = em.E(e−mX) = em+σ2

2

De même, et toujours d'après 2., la variable aléatoire e−m.X admet une varian
e, qui vaut :

V (e−mX) = eσ
2(σ2

−1)
.

Par 
onséquent, et d'après les propriétés de la varian
e, X = em.(e−mX) admet une varian
e, qui vaut :

V (X) = (em)2.V (e−mX) = e2m × eσ
2
.
(

eσ
2 − 1

)

= e2m+σ2
.
(

eσ
2 − 1

)

Partie II - Le modèle binomial de Cox-Ross-Rubinstein

Soit n un entier naturel non nul.

On souhaite modéliser l'évolution du 
ours d'une a
tion entre les dates 0 et t �xé, stri
tement positif.

On suppose qu'initialement 
e 
ours est S0,n = 1 et si l'on note Sk,n la valeur aléatoire de 
e 
ours à la date

kt

n
,

k ∈ {1..n}, on a la relation :

Sk,n = Sk−1,n ×
(

1 +
µ

n
+

v√
n
Yk

)

où :

� µ est une 
onstante réelle stri
tement positive liée au rendement moyen de l'a
tion sur une durée égale

à t ;
� v est une 
onstante réelle stri
tement positive, appelée volatilité de l'a
tion sur la durée t ;
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� (Yk)k∈N∗
est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur {−1; 1} :

autrement dit, P (Yk = −1) = P (Yk = 1) =
1

2
.

On suppose que n est assez grand pour que 1 +
µ

n
− v√

n
> 0 (hypothèse li
ite vu que 
ette quantité tend vers

1 lorsque n tend vers +∞).

On admet que Sn,0, · · · , Sn,n sont des variables aléatoires dis
rètes.

On note Cn la variable aléatoire Sn,n, qui modélise le 
ours de l'a
tion à l'instant t.

4. Simulation de la variable aléatoire Cn

(a) L'expression Pas
al random(2) prend av
 équiprobabilité les valeurs 0 et 1.

Par 
onséquent, 2*random(2)-1 prend ave
 équiprobabilité les valeurs : 2× 0− 1 = −1 et 2× 1− 1 = 1.
Cette expression permet don
 de simuler l'une des variables aléatoires Yk.

(b) fun
tion C (n: integer; mu, v :real) :real;

var k:integer; tmp:real;

begin

tmp:=1; {S_0,n = 1}

for k:=1 to n do

tmp:=tmp*(1+mu/n+v/sqrt(n)*(2*random(2)-1));

C:=tmp;

end;

5. (a) Pour tout entier k ∈ N
∗
, Yk admet une espéran
e et une varian
e 
ar 
'est une v.a.r. �nie, et :

E(Yk) = −1.P (Yk = −1) + 1.P (Yk = 1) = −1

2
+

1

2
= 0.

V (Yk) = E(Y 2
k )− E(Yk)

2 = E(Y 2
k ) = (−1)2P (Yk = −1) + 12P (Yk = 1) =

1

2
+

1

2
= 1.

Les v.a.r. Yk sont don
 toutes 
entrées, réduites.

(b) i. Pour tout entier naturel non nul n ∈ N
∗
:

Cn = Sn,n = Sn−1,n ×
(

1 +
µ

n
+

v√
n
.Yn

)

= Sn−2,n ×
(

1 +
µ

n
+

v√
n
.Yn−1

)

×
(

1 +
µ

n
+

v√
n
.Yn

)

= · · ·

= S0,n ×
(

1 +
µ

n
+

v√
n
.Y1

)

× · · · ×
(

1 +
µ

n
+

v√
n
.Yn−1

)

×
(

1 +
µ

n
+

v√
n
.Yn

)

Et 
omme S0,n = 1 (variable 
ertaine), 
ela s'é
rit bien : Cn =

n∏

k=1

(

1 +
µ

n
+

v√
n
.Yk

)

.

ii. Comme les variables aléatoires (Yk)k∈N∗
sont mutuellement indépendantes, les variables aléatoires

(

1 +
µ

n
+

v√
n
.Yk

)

16k6n

sont également mutuellement indépendantes, 
omme fon
tions 
ha
une

d'une variable Yk.

Par 
onséquent, et puisque Cn est une variable aléatoire �nie, elle admet une espéran
e qui vaut :

E(Cn) = E

(
n∏

k=1

(

1 +
µ

n
+

v√
n
.Yk

))

=
n∏

k=1

E

(

1 +
µ

n
+

v√
n
.Yk

)

par indépendan
e des (Yk)k∈N∗

=
n∏

k=1

(

1 +
µ

n
+

v√
n
.E(Yk)

)

(linéarité de l'espéran
e)

=

n∏

k=1

(

1 +
µ

n

)

=
(

1 +
µ

n

)n
E(Yk) = 0 et 1 +

µ

n
ne dépend pas de k
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De même, V (Cn) existe et vaut V (Cn) = E(C2
n)− E(Cn)

2
, où :

E(C2
n) = E

(
n∏

k=1

(

1 +
µ

n
+

v√
n
.Yk

)2
)

=
n∏

k=1

E

[(

1 +
µ

n
+

v√
n
.Yk

)2
]

toujours par indépendan
e des (Yk)

=

n∏

k=1

(

V

(

1 +
µ

n
+

v√
n
.Yk

)

+

[

E

(

1 +
µ

n
+

v√
n
.Yk

)]2
) {

V (X) = E(X2)−E(X)2

⇐⇒ E(X2) = V (X) + E(X)2

=

n∏

k=1

(
v2

n
V (Yk) +

(

1 +
µ

n

)2
)

V (aX) = a2V (X) et

{

E(Yk) = 0

V (Yk) = 1

=

((

1 +
µ

n

)2
+

v2

n

)n

La formule de Koenig-Huygens permet de 
on
lure :

V (Cn) = E(C2
n)− E(Cn)

2 =

((

1 +
µ

n

)2
+

v2

n

)n

−
(

1 +
µ

n

)2n
.

(
) Ces 
al
uls de limites sont des in
ontournables !

(

1 +
µ

n

)n
= exp

(

n ln
(

1 +
µ

n

))

, où :

ln
(

1 +
µ

n

)

∼
n→+∞

µ

n
puisque lim

n→+∞

µ

n
= 0,

don
 n ln
(

1 +
µ

n

)

∼
n→+∞

n× µ

n
= µ, ie : lim

n→+∞

n ln
(

1 +
µ

n

)

= µ, d'où : lim
n→+∞

(

1 +
µ

n

)n
= eµ .

On en déduit : lim
n→+∞

(

1 +
µ

n

)2n
= (eµ)2 = e2µ.

En�n : ln

((

1 +
µ

n

)2
+

v2

n

)

= ln

(

1 +
2µ

n
+

µ2

n2
+

v2

n

)

∼
n→+∞

2µ + v2

n
+

µ2

n2
∼

n→+∞

2µ+ v

n
, don
 :

n ln

((

1 +
µ

n

)2
+

v2

n

)

∼
n→+∞

2µ+ v2, ie : lim
n→+∞

n ln

((

1 +
µ

n

)2
+

v2

n

)

= 2µ+ v2 et

lim
n→+∞

((

1 +
µ

n

)2
+

v2

n

)n

= lim
n→+∞

exp

(

n ln

((

1 +
µ

n

)2
+

v2

n

))

= e2µ+v2
.

Ainsi : lim
n→+∞

V (Cn) = lim
n→+∞

E(C2
n)−E(Cn)

2 = e2µ+v2 − e2µ = e2µ.
(

ev
2 − 1

)

.

On a vu à la partie I que si X →֒ LN (m,σ2), alors E(X) = em+σ2/2
et V (X) = e2m+σ2

.
(

eσ
2 − 1

)

.

Il est alors 
lair qu'en prenant v = σ et m = µ− σ2

2
, les deux moments 
orrespondent respe
tivement

aux deux limites obtenues.

6. (a) On sait que les variables aléatoires Yk prennent seulement les valeurs−1 et 1 : ∀ω ∈ Ω,

{

Yk(ω) = −1 ou

Yk(ω) = 1

et don
 ∀ω ∈ Ω, ln

(

1 +
µ

n
+

v√
n
.Yk

)

=







ln

(

1 +
µ

n
− v√

n

)

ou

ln

(

1 +
µ

n
+

µ√
n

)
.

Les deux réels an et bn doivent don
 véri�er les deux 
ontraintes suivantes :





an − bn = ln

(

1 +
µ

n
− v√

n

)

an + bn = ln

(

1 +
µ

n
+

v√
n

) ⇐⇒







an − bn = ln

(

1 +
µ

n
− v√

n

)

2an = ln

(

1 +
µ

n
− v√

n

)

+ ln

(

1 +
µ

n
+

v√
n

)

L2 ← L1 + L2

Soit : ∀n ∈ N
∗, an =

1

2
. ln

((

1 +
µ

n
− v√

n

)

×
(

1 +
µ

n
+

v√
n

))

=
1

2
ln

((

1 +
µ

n

)2
− v2

n

)

et bn = an − ln

(

1 +
µ

n
− v√

n

)

, soit : ∀n ∈ N
∗, bn =

1

2

[

ln

(

1 +
µ

n
− v√

n

)

− ln

(

1 +
µ

n
+

v√
n

)]

.
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(b) La variable aléatoire Cn est à valeurs stri
tement positives puisque :

∀ω ∈ Ω, ∀k ∈ {1, · · · , n}, 1 +
µ

n
+

v√
n
.Yk(ω) > 1 +

µ

n
− v√

n
> 0 pour n assez grand, 
omme supposé

au début de 
ette partie.

Don
 la variable aléatoire ln(Cn) est bien dé�nie, et d'après l'expression obtenue en 5.(b)i. :

ln(Cn) = ln

(
n∏

k=1

(

1 +
µ

n
+

v√
n
.Yk

))

=

n∑

k=1

ln

(

1 +
µ

n
+

v√
n
.Yk

)

=

n∑

k=1

(an + bn.Yk) ave
 les réels an et bn obtenus pré
édemment

= nan + bn.

n∑

k=1

Yk puisque an et bn ne dépendent pas de n

(
) (Yk)k∈N∗
est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de même loi, 
entrées et ré-

duites ; si on appelle Sn =

n∑

k=1

Yk, la variable 
entrée réduite asso
iée est alors S∗

n =
Sn√
n

.

Le théorème de la limite 
entrée assure alors que la suite (S∗

n)n∈N∗
, 
'est-à-dire la suite

(
1√
n
(Y1 + · · ·+ Yn)

)

n∈N∗

,


onverge en loi vers la loi normale 
entrée, réduite quand n tend vers +∞.

7. (a) Le développement limité à l'ordre 2 en 0 demandé est : ln(1 + x) = x− x2

2
+ o0(x

2).

(b) Puisque lim
x→0

vx+ µx2 = 0, alors :

ln(1 + vx+ µx2) = (vx+ µx2)− (vx+ µx2)2

2
+ o0(x

2)

= vx+ µx2 − v2x2 + 2µvx3 + µ2x4

2
+ o0(x

2)

= vx+

(

µ− v2

2

)

x2 + o0(x
2)

De même, lim
x→0
−vx+ µx2 = 0, don


ln(1− vx+ µx2) = (−vx+ µx2)− (−vx+ µx2)2

2
+ o0(x

2)

= −vx+ µx2 − v2x2 − 2vµx3 + µ2x4

2
+ o0(x

2)

= −vx+

(

µ− v2

2

)

x2 + o0(x
2)

(
) Ave
 x =
1√
n
−−−−−→
n→+∞

0, on peut utiliser les 2 développements limités pré
édents, qui donnent :

an =
1

2

[

− v√
n
+

(

µ− v2

2

)

× 1

n
+ o+∞(

1

n
) +

v√
n
+

(

µ− v2

2

)

× 1

n
+ o+∞(

1

n
)

]

=

(

µ− v2

2

)

× 1

n
+ +∞(

1

n
)

Don
 nan = µ− v2

2
+ o+∞(1), 
'est-à-dire que : lim

n→+∞

nan = µ− v2

2
.

De même :

bn =
1

2

[
v√
n
+

(µ − v2/2)

n
−
(

− v

n
+

(µ− v2/2)

n

)

+ o+∞(
1

n
)

]
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=
v√
n
+ o+∞(

1

n
)

Don
 :

√
nbn = v + o+∞(

1√
n
), soit : lim

n→+∞

√
nbn = v .

Le réel v est stri
tement positif, don
 pour n assez grand,

√
nbn, très pro
he de v, est également stri
te-

ment positif, 
'est-à-dire que bn seul est stri
tement positif 
ar

√
n > 0 pour n ∈ N

∗
.

8. On note Fn la fon
tion de répartition de

1√
n
(Y1 + · · ·+ Yn), et Gn la fon
tion de répartition de ln(Cn).

Soit x un réel. On pose y =
x− µ+ v2

2

v
.

(a) Soit ε un réel stri
tement positif.

i. Comme Φ est une fon
tion de répartition, elle est 
roissante sur R.

Ainsi, pour tout réel η > 0 : y − η < y + η, don
 on a toujours Φ(y − η) 6 Φ(y) 6 Φ(y + η).
On évalue alors :

0 6 Φ(y+η)−Φ(y) =

∫ y+η

y
ϕ(t)dt 6

y + η − y√
2π

=
η√
2π

d'après l'inégalité de la moyenne, la densité

ϕ : t 7→ 1√
2π

e−t2/2
de la loi normale 
entrée réduite, étant majorée par

1√
2π

sur R.

De même :

0 6 Φ(y)−Φ(y − η) =

∫ y

y−η
ϕ(t)dt 6

y − (y − η)√
2π

=
η√
2π

.

Ainsi pour η assez petit, 
on
rètement tel que :

η√
2π

6
ε

2
⇐⇒ η 6 ε×

√
π

2
, on a bien : 0 6 Φ(y + η)− Φ(y) 6

ε

2
⇐⇒ Φ(y + η) 6 Φ(y) +

ε

2

et 0 6 Φ(y)− Φ(y − η) 6
ε

2
⇐⇒ Φ(y)− ε

2
6 Φ(y − η).

On a bien établi l'existen
e d'un réel η stri
tement positif tel que :

Φ(y)− ε

2
6 Φ(y − η) 6 Φ(y + η) 6 Φ(y) +

ε

2

Remarque : la nature bien 
onnue de la fon
tion ϕ permet de fournir i
i un résultat au moyen d'ar-

guments d'une di�
ulté théorique raisonnable pour le programme de ECE2 ; mais on peut proposer

une réda
tion bien plus su

inte en
ore par des arguments de 
ontinuité !

On sait ainsi que Φ est 
ontinue sur R 
omme fon
tion de répartition d'une variable à densité.

Elle est en parti
ulier 
ontinue au point y, 
e qui s'é
rit :

∀ε > 0, ∃η > 0; ∀x ∈ R, |y − x| 6 η =⇒ |Φ(y)− Φ(x)| 6 ε

2

y − η 6 x 6 y + η =⇒ Φ(y)− ε

2
6 Φ(x) 6 Φ(y) +

ε

2

En parti
ulier, pour x = y−η et x = y+η, l'impli
ation est vraie, et donne :







Φ(y)− ε

2
6 Φ(y − η)

Φ(y + η) 6 Φ(y) +
ε

2

ii. On sait depuis 7.(
) que : lim
n→+∞

nan = µ− v2

2
, et lim

n→+∞

√
nbn = v > 0.

Don
 par opérations sur les limites : lim
n→+∞

x− nan√
nbn

=
x− µ+ v2

2

v
= y, 
e qu'on peut é
rire ave


des quanti�
ateurs tels que suggérés par l'énon
é :

∀η > 0, ∃n0 ∈ N; n > n0 =⇒
∣
∣
∣
∣

x− nan√
nbn

− y

∣
∣
∣
∣
6 η

n > n0 =⇒ y − η 6
x− nan√

nbn
6 y + η

iii. On sait depuis 6.(
) que

(
1√
n
(Y1 + · · · + Yn)

)

n∈N∗


onverge en loi vers la loi normale 
entrée réduite.

Par dé�nition, 
ela signi�e qu'en tout point de 
ontinuité de la fon
tion de répartition Φ, 
'est-à-dire
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pour tout réel x, on a : lim
n→+∞

Fn(x) = Φ(x).

On peut don
 é
rire, ave
 y et η introduits pré
édemment :

[x = y + η] ∃n1 ∈ N; n > n1 =⇒ |Fn(y + η)− Φ(y + η)| 6 ε

2

n > n1 =⇒ Φ(y + η)− ε

2
6 Fn(y + η) 6 Φ(y + η) +

ε

2

[x = y − η] ∃n2 ∈ N; n > n2 =⇒ |Fn(y − η)− Φ(y − η)| 6 ε

2

n > n2 =⇒ Φ(y − η)− ε

2
6 Fn(y − η) 6 Φ(y − η) +

ε

2

Ainsi, si on note N = max(n1, n2), pour tout entier n > N , les deux impli
ations pré
édentes sont

vraies, on retient :

n > N =⇒ Fn(y + η) 6 Φ(y + η) +
ε

2
et Fn(y − η) > Φ(y − η)− ε

2

iv. ∀x ∈ R :

Gn(x) = P (ln(Cn) 6 x)

= P

(

nan + bn

n∑

k=1

Yk 6 x

)

= P

(

bn

n∑

k=1

Yk 6 x− nan

)

= P

(
n∑

k=1

Yk 6
x− nan

bn

)

(bn > 0 pour n assez grand, 
f. 7.(
))

= P

(

1√
n

n∑

k=1

Yk 6
x− nan√

nbn

)


e qui exprime exa
tement que : ∀x ∈ R, Gn(x) = Fn

(
x− nan√

nbn

)

.

Pour n entier su�samment grand tel que :







bn > 0

n > n0

n > N

, tous les résultats pré
édents depuis 7.(
)

sont valides, et on peut é
rire :

d'après 8.(a)ii., y − η 6
x− nan√

nbn
6 y + η don
 puisque Fn est 
roissante sur R 
omme fon
tion de

répartition :

Fn(y − η) 6 Fn

(
x− nan√

nbn

)

6 Fn(y + η), et :

Φ(y)− ε

2
− ε

2
6 Φ(y−η)− ε

2
6 Fn(y−η) 6 Fn

(
x− nan√

nbn

)

6 Fn(y+η) 6 Φ(y+η)+
ε

2
6 Φ(y)+

ε

2
+
ε

2


e qui donne, en 
onservant les deux termes extrêmes des en
adrements pré
édents :

Φ(y)− ε 6 Fn

(
x− nan√

nbn

)

= Gn(x) 6 Φ(y) + ε ⇐⇒ |Gn(x)− Φ(y)| 6 ε

Soit :

∣
∣
∣
∣
∣
Gn(x)− Φ

(

x− µ+ v2

2

v

)∣
∣
∣
∣
∣
6 ε, inégalité valable pour tout réel x, dès que n est su�samment

grand tel qu'exprimé plus haut.

(b) Il faut 
omprendre que le résultat pré
édent exprime que : ∀x ∈ R, lim
n→+∞

Gn(x) = Φ

(

x− µ+ v2

2

2

)

où,

si X est une variable aléatoire suivant la loi normale 
entrée réduite :

Φ

(

x− µ+ v2

2

v

)

= P

(

X 6
x− µ+ v2

2

v

)
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= P (vX 6 x− µ+
v2

2
)

= P

(

(vX + (µ− v2

2
) 6 x

)

= FZ(x)

où on note Z = vX + (µ − v2

2
), variable aléatoire qui suit la loi normale de paramètres (µ − v2

2 , v
2)


omme rappelé au début de la partie I.

On a don
 obtenu : ∀x ∈ R, lim
n→+∞

Gn(x) = FZ(x), 
e qui signi�e par dé�nition, que la suite (ln(Cn))n∈N∗ ,


onverge en loi vers la loi normale de paramètres (µ − v2

2 , v
2).

9. Ave
 les notations pré
édentes, si on dé�nit la variable aléatoire W = eZ : W prend bien des valeurs toutes

stri
tement positives, et bien sûr Z = ln(W ) ; don
 W →֒ LN (µ− v2

2 , v
2).

Soit alors x ∈ R, on distingue deux 
as, sa
hant que Cn prend des valeurs toutes stri
tement positives :

� si x 6 0 : P (Cn 6 x) = 0 −−−−−→
n→+∞

0 = FW (x).

� si x > 0 : par stri
te 
roissan
e de ln sur R
∗

+,

P (Cn 6 x) = P (ln(Cn) 6 ln(x)) −−−−−→
n→+∞

P (Z 6 ln(x)) = P (eZ 6 x) = FW (x)

Ainsi : ∀x ∈ R, lim
n→+∞

FCn(x) = FW (x) ,


e qui exprime que la suite (Cn)n∈N∗

onverge en loi vers W →֒ LN (µ− v2

2 , v
2).

Partie III - La formule de Bla
k et S
holes

Soit t un réel stri
tement positif.

Á la date 0, un investisseur a
hète sur un mar
hé une option sur une a
tion dont la date d'é
héan
e est t et le
prix d'exer
i
e K, un réel stri
tement positif.

� Si à la date t, le 
ours C de l'a
tion est supérieur ou égal à K, il peut a
heter l'a
tion au prix K et la

revendre au prix C ;

� dans le 
as 
ontraire, son option n'a plus de valeur à la date t
Le but de 
ette partie est de donner une valeur raisonnable au prix d'a
hat de l'option, que l'on note πK .

On fait les hypothèses suivantes :

� On 
hoisit 
omme unité le 
ours de l'a
tion à la date 0, 
'est-à-dire qu'à 
et instant le 
ours de l'a
tion

vaut 1 (soit 100%).

� Le 
ours de l'a
tion à la date t est une variable aléatoire C qui suit une loi log-normale de paramètres

(m, v2).
� On suppose qu'il existe sur le mar
hé un a
tif non risqué dont le taux de rentabilité entre les dates 0 et

t vaut er − 1, où r est un réel stri
tement positif.

� On dé�nit la fon
tion f sur R par : ∀x ∈ R, f(x) = max(0, x).

10. (a) D'après l'énon
é : si à la date t, C > K ⇐⇒ C −K > 0, alors l'a
heteur paie l'a
tion au prix K, et la

revent au prix C. Le béné�
e réalisé est alors C −K, 
'est la valeur de l'option.

Si par 
ontre, C < K ⇐⇒ C −K < 0, alors l'option a une valeur nulle.

La valeur de l'option à la date t est bien max(0, C −K) = f(C −K).

(b) Le taux de rentabilité du pla
ement non risqué est le 
oe�
ient de proportionnalité qui permet de


al
uler l'évolution (i
i l'en
hérissement) de l'a
tif non risqué entre les dates 0 et t, 
'est-à-dire que :

er − 1 =
V (t)− V (0)

V (0)
, où V (0) = πK est la valeur initiale, 
orrespondant au prix d'a
hat à t = 0.

Soit : V (t)− πK = πK(er − 1) ⇐⇒ V (t) = πK .er .

(
) La valeur �nale de l'a
tif non risquée vaut toujours πK .er, quoi qu'il arrive, tandis que la valeur �nale

de l'option f(C −K), est soumise aux aléas du mar
hé : la valeur moyenne de 
ette variable aléatoire

est (sous réserve d'existen
e) son espéran
e E(f(C −K)).
Ces deux stratégies ont don
 la même rentabilité moyenne si et seulement si :

πK .er = E(f(C −K)) ⇐⇒ πK = e−r.E(f(C −K))

Dans les questions suivantes, 
'est 
ette valeur de πK que l'on utilise.
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11. (a) ∀x ∈ R, f(x) = max(0, x) =

{

0 si x 6 0

x si x > 0
.

0 1 2−1−2
0

1

2

−1

La fon
tion f est 
ontinue sur ]−∞; 0[ (fon
tion 
onstante nulle), et sur ]0;+∞[ (fon
tion a�ne).

On étudie don
 la 
ontinuité en 0 : lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

0 = 0 = f(0), et lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

x = 0 = f(0),

don
 f est 
ontinue aussi en 0, 
'est-à-dire qu'elle est 
ontinue sur R.

(b) La variable aléatoire c suivant une loi log-normale, on se ramène une fois de plus à la loi normale via la

variable aléatoire Y = ln(C) →֒ N (m, v2) qui véri�e don
 : C = eY .
La variable aléatoire f(C−K) = f(eY −K) admet don
, d'après le théorème de transfert, une espéran
e

si et seulement si l'intégrale :

∫ +∞

−∞

f(ex − k)
1

v
√
2π

exp

(

−(x−m)2

2v2

)

dx est absolument 
onvergente

ex −K 6 0 ⇐⇒ ex 6 K ⇐⇒ x 6 ln(K), don
 sur ] −∞; ln(K)], la fon
tion 
onsidérée est nulle et

∫ ln(K)

−∞

f(ex −K)
1

v
√
2π

exp

(

−(x−m)2

2v2

)

dx est absolument 
onvergente.

Sur [ln(K),+∞[, f(ex −K) =
1

v
√
2π

exp

(

−(x−m)2

2v2

)

= (ex −K)
1

v
√
2π

exp

(

−(x−m)2

2v2

)

est une fon
tion positive, et

(ex −K)
1

v
√
2π

exp

(

−(x−m)2

2v2

)

=
1

v
√
2π

.

ex. exp

(

−(x−m)2

2v2

)

−K.
1

v
√
2π

exp

(

−(x−m)2

2v2

)

où la première intégrale est absolument 
onvergente sur ] −∞,+∞[, don
 sur [ln(K);+∞[ : l'intégrale
sur R vaut E(C) qui existe (
f. partie I), tandis que la deuxième intégrale est absolument 
onvergente

sur ]−∞; +∞[ (valant 1 : densité d'une loi normale), don
 sur [ln(K);+∞[.
Par somme d'intégrales absolument 
onvergentes, l'intégrale 
onsidérée est bien absolument 
onvergente

sur R, 
'est-à-dire que l'espéran
e de f(C −K) existe, et vaut bien, d'après le théorème de transfert :

E(f(C −K)) =
1

v
√
2π

∫ +∞

ln(K)
(ex −K). exp

(

−(x−m)2

2v2

)

dx.

12. (a)

πK = e−r.E(f(C −K))

=
1

v
√
2π

∫ +∞

ln(K)
(ex−r −K.e−r). exp

(

−(x−m)2

2v2

)

dx

=
1

v
√
2π

∫ +∞

ln(K)
exp

(−x2 + 2mx−m2 + 2v2x− 2v2r

2v2

)

dx−K.e−r.
1

v
√
2π

∫ +∞

ln(K)
exp

(

−(x−m)2

2v2

)

dx

=
1

v
√
2π

∫ +∞

ln(K)
exp

(

−1

2
.
x2 − 2(m+ v2)x+m2 + 2v2r

v2

)

dx− K.e−r

v
√
2π

∫ +∞

ln(K)
exp

(

−(x−m)2

2v2

)

dx

πK =
1

v
√
2π

∫ +∞

ln(K)
exp

(

−1

2
.
(x− (m+ v2))2 − (m+ v2)2 +m2 + 2v2r

v2

)

− K.e−r

v
√
2π

∫ +∞

ln(K)
exp

(

−(x−m)2

2v2

)

dx

=
1

v
√
2π

∫ +∞

ln(K)
exp

(

−1

2
.

[(
x− (m+ v2)

v

)2

− 2m− v2 + 2r

])

dx− K.e−r

v
√
2π

∫ +∞

ln(K)
exp

(

−(x−m)2

2v2

)

dx
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On réalise alors un 
hangement de variable a�ne dans 
ha
une des deux intégrales :

y =
x− (m+ v2)

v
dans la première intégrale, et t =

x−m

v
dans la se
onde.

Ainsi :dy =
1

v
dx ⇐⇒ dx = vdy, et dt =

1

v
dx ⇐⇒ dx = vdt, d'où :

πK =
1

v
√
2π

∫ +∞

ln(K)−(m+v2)
v

e−
1
2
.y2 × em+ v2

2
−rvdy −Ke−r.

∫ +∞

ln(K)−m

v

e−
1
2
t2

v
√
2π

vdt

⇐⇒ πK = exp

(

m− r +
v2

2

)

.Φ

(
m+ v2 − ln(K)

v

)

−Ke−rΦ

(
m− ln(K)

v

)


ar

∫ +∞

a
ϕ(t)dt = 1−Φ(a) = Φ(−a) d'après les propriétés de la fon
tion de répartition de la loi normale


entrée réduite.

1. On suppose que m = r − v2

2
, 
e qui signi�e que le rendement moyen de l'a
tion et de l'a
tif non risqué sont

identiques. Dans 
e 
as, l'expression pré
édente se simpli�e, puisque m− r +
v2

2
= 0 ⇐⇒ em−r+ 1

2
v2 = 1 :

πK = Φ

(

v2 + r − 1
2v

2 − ln(K)

v

)

−Ke−r.Φ

(

r − 1
2v

2 − ln(K)

v

)

= Φ

(
1
2v

2 + r − ln(K)

v

)

−Ke−rΦ

(
r − ln(K)

v
− v2

2v

)

πK = Φ

(
r − ln(K)

v
+

v

2

)

−Ke−r.Φ

(
r − ln(K)

v
− v

2

)

13. Dans la pratique, le prix de l'option est �xé par le mar
hé et vaut x, où x est un réel stri
tement positif. On

pose θ = r − ln(K), de sorte que le prix d'é
héan
e vaut K = exp(r − θ).
On appelle alors volatilité impli
ite de l'a
tion, tout réel positif v, s'il en existe, tel que :

x = Φ

(
θ

v
+

v

2

)

− e−θΦ

(
θ

v
− v

2

)

.

On dé�nit alors la fon
tion Ψ : v 7→ Φ

(
θ

v
+

v

2

)

− e−θΦ

(
θ

v
− v

2

)

.

(a) La fon
tion Φ est une fon
tion de répartition d'une loi normale, à 
e titre elle est de 
lasse C1 sur R.

Les fon
tions v 7→ θ

v
+

v

2
et v 7→ θ

v
− v

2
étant de 
lasse C1 sur ]0;+∞[ 
omme somme de fon
tions de

référen
es (fon
tion inverse, a�ne), alors par 
omposition puis somme, la fon
tion Ψ est bien de 
lasse

C1 sur ]0;+∞[.

∀v > 0, Ψ′(v) =

(

− θ

v2
+

1

2

)

.φ

(
θ

v
+

v

2

)

− e−θ.

(

− θ

v2
− 1

2

)

.φ

(
θ

v
− v

2

)

=

(
1

2
− θ

v2

)

.
1√
2π

. exp

(

−1

2
.

(
θ

v
+

v

2

)2
)

+

(
1

2
+

θ

v2

)

.
1√
2π

exp

(

−1

2
.

(
θ

v
− v

2

)2
)

=
1√
2π

. exp

(

−1

2
.

(
θ

v
+

v

2

)2
)

.

(
1

2
− θ

v2

)

+
1√
2π

. exp

(

−1

2
.

(
θ2

v2
− θ +

v2

4
+ 2θ

))

.

(
1

2
+

θ

v2

)

∀v > 0,Ψ′(v) =
1√
2π

. exp

(

−1

2
.

(
θ

v
+

v

2

)2
)

.

(
1

2
− θ

v2

)

+
1√
2π

. exp

(

−1

2

(
θ2

v2
+ θ +

v2

4

))

︸ ︷︷ ︸

=−
1
2
.( θ

v
+ v

2)
2

.

(
1

2
+

θ

v2

)

=
1√
2π

. exp

(

−1

2
.

(
θ

v
+

v

2

)2
)

.

[
1

2
− θ

v2
+

1

2
+

θ

v2

]
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Soit : ∀v > 0, Ψ′(v) =
1√
2π

. exp

(

−1

2
.

(
θ

v
+

v

2

)2
)

Il est alors évident que : ∀v > 0, Ψ′(v) > 0, et don
 que la fon
tion Ψ est stri
tement 
roissante sur

]0;+∞[.

Cal
uls des limites :

quel que soit le réel θ, lim
v→+∞

θ

v
+

v

2
= +∞, don
 lim

v→+∞

Φ

(
θ

v
+

v

2

)

= lim
X→+∞

Φ(X) = 1 
ar Φ est une

fon
tion de répartition.

De même, lim
v→+∞

θ

v
− v

2
= −∞, don
 lim

v→+∞

Φ

(
θ

v
− v

2

)

= lim
X→−∞

Φ(X) = 0, toujours par le même

argument.

Ainsi, dans tous les 
as : lim
v→+∞

Ψ(v) = 1 .

� Si θ > 0 : lim
v→0+

θ

v
+

v

2
= +∞ = lim

v→0+

θ

v
− v

2
,

don
 lim
v→0+

Φ

(
θ

v
+

v

2

)

= lim
X→+∞

Φ(x) = 1 = lim
v→+∞

(
θ

v
− v

2

)

,

et : lim
x→0+

Ψ(x) = 1− e−θ
.

� Si θ < 0 : lim
x→0+

θ

v
+

v

2
= lim

v→0+

θ

v
− v

2
= −∞,

don
 lim
v→0+

Φ

(
θ

v
+

v

2

)

= lim
X→−∞

Φ(X) = 0 = lim
v→0+

Φ

(
θ

v
− v

2

)

,

et : lim
v→0+

Ψ(v) = 0 .

� Si θ = 0 : Ψ(v) = Φ
(v

2

)

− Φ
(

−v

2

)

−−−−→
v→0+

Φ(0)− Φ(0) = 0

On en déduit deux tableaux de variations di�érents suivant que θ > 0 ou θ 6 0 :

v
0

+∞

1− e−θ

1

Ψ

(θ > 0)

v
0

+∞

0

1

Ψ

(θ 6 0)

(b) � Si θ > 0 : la fon
tion Ψ, 
ontinue (
ar de 
lasse C1) et stri
tement 
roissante sur ]0;+∞[, réalise
une bije
tion de ]0;+∞[ dans ]1− e−θ; 1[. Dans 
e 
as, l'équation Ψ(v) = x d'in
onnue v, admet une

unique solution v ∈]0;+∞[ si et seulement si : 1− e−θ < x < 1.
Remarquons que dans 
e 
as : 0 < e−θ < 1, don
 1− e−θ > 0.

� Si θ 6 0 : la fon
tion Ψ, 
ontinue (
ar de 
lasse C1) et stri
tement 
roissante sur ]0;+∞[, réalise une
bije
tion de ]0;+∞[ dans ]0; 1[. Dans 
e 
as, l'équation Ψ(v) = x d'in
onnue v, admet une unique

solution v ∈]0;+∞[ si et seulement si : 0 < x < 1.
Cette fois : e−θ > 1, don
 1− e−θ 6 0.

De façon générale, on peut dire que l'on peut dé�nir la volatilité impli
ite (en résolvant l'équation

Ψ(v) = x) si et seulement si :

max(0, 1 − e−θ) < x < 1 ⇐⇒ f(1− e−θ) < x < 1

⋆⋆⋆ FIN DU SUJET ⋆⋆⋆

12 ©


