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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

PROBLÈME 1 - Évolution des intentions de vote

Dans une éle
tion à venir, deux 
andidats A et B se présentent.

Un groupe d'éle
teurs est 
omposé de m individus, ave
 m > 2.
Initialement, au jour appelé � jour 0 �, le nombre d'individus préférant le 
andidat A vaut a (il y en a don


m− a préférant le 
andidat B).

On peut alors reformuler un peu l'énon
é pour une meilleure 
ompréhension ; ensuite, 
haque jour :

� un individu E1 est 
hoisi au hasard dans le groupe

� il ren
ontre un autre individu E2 du groupe, pris au hasard également, et il lui parle des éle
tions.

� Si leurs intentions de vote di�èrent, E1 
onvain
 E2 de voter 
omme lui.

Pour tout entier naturel n, on note Xn le nombre d'individus du groupe ayant l'intention de voter pour le


andidat A le soir du n-ième jour.

Ainsi, Xn est une variable aléatoire à valeurs dans [[0,m]].
On remarque que X0 est une variable aléatoire 
ertaine : P (X0 = a) = 1.

Partie I - Un 
as parti
ulier : m = 4

Dans 
ette partie, on étudie le 
as d'un groupe formé de quatre éle
teurs.

1. Soit i et j deux entiers dans [[0, 4]]. On note pi,j la probabilité pour qu'il y ait exa
tement j personnes dans

le groupe ayant l'intention de voter pour A un jour donné, sa
hant qu'il y en avait i la veille.

On utilisera dans la suite les événements :

A1 =� l'éle
teur E1 a l'intention de voter pour A � et B1 = A1,

A2 = � l'éle
teur E2 a l'intention de voter pour B � et B2 = A2.

a) Si un jour donné, personne ne vote pour A : tous votent pour B, et quelles que soient les deux personnes

qui se ren
ontrent, elles sont toujours du même avis en n'en 
hangent don
 jamais. On a bien p0,0 = 1, et
de même p4,4 = 1 (tout le monde vote dé�nitivement pour A).

b) Pour |i − j| > 2, pi,j est la probabilité qu'il y ait au moins deux personnes qui 
hangent d'avis (dans

un sens ou dans l'autre) d'un jour au suivant. C'est bien sûr impossible, puisque seul l'éle
teur E2 peut

éventuellement 
hanger d'avis sur une journée.


) p1,0 est la probabilité que le seul votant pour A 
hange d'avis : 
'est don
 qu'il a ren
ontré un des 3

éle
teurs E1 de B, et qu'il est E2 :

p1,0 = P (B1 ∩A2) = P (B1).PB1
(A2) =

3

4
.
1

3
=

1

4
.

De même : p1,2 = P (A1 ∩B2) = P (A1).PA1
(B2) =

1

4
.1 =

1

4
.

p1,1 est la probabilité que le nombe de votants pour A reste stable à une seule personne : la seule

possibilité est que E1 soit un éle
teur de B, et en ren
ontre un autre E2 qui vote aussi pour B : p1,1 =

P (B1).PB1
(B2) =

3

4
.
2

3
=

1

2
.

On peut alors 
ompléter le diagramme, qui 
ontient 
es probabilités des transitions entre les di�érentes

valeurs possibles du nombre de votants pour A :

0 1 2 3 4

0 1/4 1/3 1/4
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p2,1 = P (B1).PB1
(A2) =

2

4
.
2

3
=

1

3

p2,2 = P (B1).PB1
(B2) + P (A1).PA1

(A2) =
2

4
.
2

3
=

1

3
.

p2,3 = P (A1).PA1
(B2) =

2

4
.
2

3
=

1

3
.

p0,1 = p4,3 = 0 
ar dès que tout le monde vote pour le même 
andidat, les avis n'évoluent plus.

2. On dé�nit la matri
e M =





1/2 1/3 0
1/4 1/3 1/4
0 1/3 1/2




, et pour tout entier naturel n, on dé�nit la matri
e 
olonne

Un =





P (Xn = 1)
P (Xn = 2)
P (Xn = 3)




.

a) Le s
héma pré
édent permet d'exprimer le lien entre la loi de Xn et 
elle de Xn+1, via la formule des

probabilités totales, et le s.
.e. ([Xn = k])06k64 asso
ié à Xn :

P (Xn+1 = 1) =P (Xn = 0).PXn=0(Xn+1 = 1) + P (Xn = 1).PXn=1(Xn+1 = 1) + P (Xn = 2).PXn=2(Xn+1 = 1)

+ P (Xn = 3).PXn=3(Xn+1 = 1) + P (Xn = 4).PXn=4(Xn+1 = 1)

=0 +
1

2
.P (Xn = 1) +

1

3
.P (Xn = 2) + 0 + 0

P (Xn+1 = 2) =P (Xn = 0).PXn=0(Xn+1 = 2) + P (Xn = 1).PXn=1(Xn+1 = 2) + P (Xn = 2).PXn=2(Xn+1 = 2)

+ P (Xn = 3).PXn=3(Xn+1 = 2) + P (Xn = 4).PXn=4(Xn+1 = 2)

=0 +
1

4
.P (Xn = 1) +

1

3
.P (Xn = 2) +

1

4
.P (Xn = 3)

P (Xn+1 = 3) =P (Xn = 0).PXn=0(Xn+1 = 3) + P (Xn = 1).PXn=1(Xn+1 = 3) + P (Xn = 2).PXn=2(Xn+1 = 3)

+ P (Xn = 3).PXn=3(Xn+1 = 3) + P (Xn = 4).PXn=4(Xn+1 = 3)

=0 + 0 +
1

3
.P (Xn = 2) +

1

2
.P (Xn = 3) + 0

Matri
iellement, on obtient bien :

Un+1 =





P (Xn+1 = 1)
P (Xn+1 = 2)
P (Xn+1 = 3)



 =





1/2 1/3 0
1/4 1/3 1/4
0 1/3 1/2









P (Xn = 1)
P (Xn = 2)
P (Xn = 3)



 = M.Un.

La ré
urren
e habituelle (la relation pré
édente est de type géométrique), donne bien :

∀n ∈ N, Un = Mn.U0.

b) Un réel λ est valeur propre de la matri
e M si et seulement si M − λ.I3 est non-inversible :

M − λ.I3 =





1/2 − λ 1/3 0
1/4 1/3 − λ 1/4
0 1/3 1/2− λ




L1↔L2−−−−→





1/4 1/3− λ 1/4
1/2 − λ 1/3 0

0 1/3 1/2 − λ





L2←1/4L2−(1/2−λ)L1

−−−−−−−−−−−−−−→





1/4 1/3 − λ 1/4
0 1/12 − (1/2 − λ)(1/3 − λ) −1/4(1/2 − λ)
0 1/3 1/2 − λ





L2↔L3−−−−→





1/4 1/3− λ 1/4
0 1/3 1/2 − λ
0 −λ2 + 5/6λ− 1/12 −1/4(1/2 − λ)




L3←1/3L3−(−λ2+5/6λ−1/12)L2

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→





1/4 1/3− λ 1/4
0 1/3 1/2 − λ
0 0 Q(λ)





où :

Q(λ) =
1

3
(−

1

8
+

1

4
λ)− (

1

2
− λ)(−λ2 +

5

6
λ−

1

12
) = (

1

2
− λ)(

1

12
− λ2 +

5

6
λ−

1

12
) = (

1

2
− λ).λ.(−λ+

5

6
).

La matri
e é
helonnée est alors non-inversible si et seulement si Q(λ) = 0 : les valeurs propres de M sont

don
 0 6 α = 0 < β =
1

2
< γ =

5

6
< 1 .

La matri
e M de format 3 × 3, possède don
 trois valeurs propres distin
tes : elle véri�e don
 le 
ritèr

su�sant de diagonalisabilité.
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Il existe une matri
e de passage P (formée de ve
teurs propres pour 
ha
une des trois valeurs propres

telle que : P−1MP =





0 0 0
0 1/2 0
0 0 5/6





︸ ︷︷ ︸

=D

est bien diagonale.


) La relation pré
édente se réé
rit : M = PDP−1, et la ré
urren
e habituelle donne :

∀n ∈ N, Mn = PDnP−1, où Dn =





0n 0 0
0 (1/2)n 0
0 0 (5/6)n





omme puissan
e d'une matri
e diagonale.

On a don
 : ∀n ∈ N, Un = PDnP−1U0, où P−1U0 est une matri
e 
olonne du type





a
b
c




au vu des

formats des matri
es, et : ∀n ∈ N, Un = P





a.0n

b.(1/2)n

c.(5/6)n



 =





a.p1,1.0
n + b.p1,2.(1/2)

n + c.p1,3.(5/6)
n

a.p2,1.0
n + b.p2,2.(1/2)

n + c.p2,3.(5/6)
n

a.p3,1.0
n + b.p3,2.(1/2)

n + c.p3,3.(5/6)
n




.

d) Au vu des expressions pré
édemment obtenues, et puisque 0 < 1/2 < 5/6 < 1 :

lim
n→+∞

(
1

2

)n

= lim
n→+∞

(
5

6

)n

= 0, 
e qui donne dire
tement :

lim
n→+∞

P (Xn = 1) = 0 = lim
n→+∞

P (Xn = 2) = lim
n→+∞

P (Xn = 3)

3. Comme Xn est une variable aléatoire à valeurs dans J0; 4K, on a :

∀n ∈ N, P (Xn = 0) + P (Xn = 1) + P (Xn = 2) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4) = 1
P (Xn = 0) + P (Xn = 4) = 1 − P (Xn = 1) − P (Xn = 2) − P (Xn = 3), 
e qui donne d'après la question

pré
édente :

lim
n→+∞

P (Xn = 0) + P (Xn = 4) = 1− 0− 0− 0 = 1.

On interprète 
e résultat en disant qu'au bout d'un grand nombre de jours, il devient presque 
ertain que

tous les éle
teurs �nissent par être du même avis : tous pour A, ou tous pour B...

Partie II - Le 
as général

On revient dans 
ette partie au 
as général d'un groupe de m éle
teurs.

On note πn,k = P (Xn = k), la probabilité pour qu'il y ait exa
tement k éle
teurs envisageant de voter pour A
à l'issue du n-ième jour.

4. Soit n un entier naturel.

a) ⋆ Sa
hant qu'il y a k personnes prévoyant de voter pour A au jour n (et don
 m− k pour B) :

[Xn+1 = k + 1] est réalisé ssi E1 vote pour A, et 
onvain
 E2 qui voulait voter pour B, de 
hanger

d'avis :

PXn=k(Xn+1 = k + 1) = P (A1 ∩B2) = P (A1).PA1
(B2) =

k

m
×

m− k

m− 1
=

k(m− k)

m(m− 1)
.

⋆ Sa
hant qu'il y a k personnes prévoyant de voter pour A au jour n (et don
 m− k pour B) :

[Xn+1 = k − 1] est réalisé ssi E1 vote pour B, et 
onvain
 E2 qui voulait voter pour A, de 
hanger

d'avis :

PXn=k(Xn+1 = k − 1) = P (B1 ∩A2) = P (B1).PB1
(A2) =

m− k

m
×

k

m− 1
=

k(m− k)

m(m− 1)
.

⋆ Sa
hant qu'il y a k personnes prévoyant de voter pour A au jour n (et don
 m− k pour B) :

[Xn+1 = k] est réalisé ssi les deux éle
teurs qui se ren
ontrent veulent voter pour la même personne,

et ne 
hangent don
 pas d'avis ni l'un, ni l'autre :

PXn=k(Xn+1 = k) = P (A1 ∩A2) + P (B1 ∩B2) =
k

m
×

k − 1

m− 1
+

m− k

m
×

m− k − 1

m− 1

=
1

m(m− 1)
[k(k − 1) + (m− k)(m− k − 1) =

1

m(m− 1)
[k2 − k +m(m− 1)− km− km+ k2 + k]

=
2k2 − 2km+m(m− 1)

m(m− 1)
= 1− 2

k(m− k)

m(m− 1)
.

b) Soit k ∈ J1;m − 1K : πn+1,k = P (Xn+1 = k) est la probabilité d'avoirk votants pour A au jour n + 1.
D'après l'étude pré
édente, il n' y a que trois valeurs possibles de 
e nombre de votants au jour n qui
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pré
ède :

soit k − 1, soit k, soit k + 1, 
'est-à-dire que :

P (Xn+1 = k) =P ([Xn = k − 1] ∩ [Xn+1 = k]) + P ([Xn = k] ∩ [Xn+1 = k]) + P ([Xn = k + 1] ∩ [Xn+1 = k])

=P (Xn = k − 1).P[Xn=k−1](Xn+1 = k) + P (Xn = k).P[Xn=k](Xn+1 = k)

+ P (Xn = k + 1).P[Xn=k+1](Xn+1 = k)

=
(k − 1)(m− (k − 1))

m(m− 1)
.πn,k +

(

1− 2
k(m− k)

m(m− 1)

)

.πn,k +
(k + 1)(m− (k + 1))

m(m− 1)
.πn,k+1

En pro
édant aux dé
alages d'indi
es né
essaires dans les probabilités 
onditionnelles de la question

pré
édente.

En réduisant tout au même dénominateur, on obtient bien la formule demandée :

πn+1,k =
(k − 1)(m+ 1− k)πn,k−1 + [m(m− 1)− 2k(m− k)]πn,k + (k + 1)(m− 1− k)πn,k+1

m(m− 1)
.

5. a) Soit, pour n ∈ N, la propriété P(n) : ∀k ∈ J1;m− 1K, πn,k 6

(
m(m−1)−2
m(m−1)

)n
.

I. Pour n = 0 : si k 6= a, π0,k = P (X0 = k) = 0 et π0,a = P (X0 = a) = 1.

Comme

(
m(m−1)−2
m(m−1)

)0
= 1, on a bien : π0,k 6

(
m(m−1)−2
m(m−1)

)0
dans tous les 
as, et P(0) est vraie.

H. Supposons la propriété vraie pour un 
ertain entier n ∈ N, montrons qu'alors elle est vraie au rang

n+ 1 :

On sait don
 que ∀k ∈ J1;m − 1K, πn,k 6

(
m(m−1)−2
m(m−1)

)n
; 
'est en parti
ulier vrai pour πn,k−1, πn,k et

πn,k+1 et la relation obtenue en 1.b) donne alors :

πn+1,k 6

(k − 1)(m+ 1− k)
(
m(m−1)−2
m(m−1)

)n
+ [m(m− 1)− 2k(m− k)]

(
m(m−1)−2
m(m−1)

)n
+ (k + 1)(m− 1− k)

(
m(m−1)−2
m(m−1)

)n

m(m− 1)

6
(k − 1)(m+ 1− k) +m(m− 1)− 2k(m− k) + (k + 1)(m− 1− k)

m(m− 1)

(
m(m− 1) − 2

m(m− 1)

)n

6
mk + k − k2 −m− 1 + k +m2 −m− 2mk + 2k2 +mk − k − k2 +m− 1− k

m(m− 1)

(
m(m− 1)− 2

m(m− 1)

)n

πn+1,k 6
m2 −m− 2

m(m− 1)

(
m(m− 1)− 2

m(m− 1)

)n

=
m(m− 1)− 2

m(m− 1)

(
m(m− 1)− 2

m(m− 1)

)n

=

(
m(m− 1)− 2

m(m− 1)

)n+1

Don
 P(n+ 1) est vraie si P(n) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout entier n ∈ N, d'après le

prin
ipe de ré
urren
e.

b) Pour tout k ∈ J1;m− 1K, πm,k étant une probabilité, on peut é
rire :

0 6 πn,k 6

(
m(m− 1)− 2

m(m− 1)

)n

Mais puisque m > 2 : 0 6
m(m− 1)− 2

m(m− 1)
< 1, don
 : lim

n→+∞

(
m(m−1)−2
m(m−1)

)n
= 0.

Ainsi, par le théorème d'en
adrement : ∀k ∈ J1;m− 1K, lim
n→+∞

πn,k = 0.

6. On dé�nit l'évènement VA (respe
tivement VB) suivant : � au bout d'un 
ertain nombre de jours, tous les

individus du groupe ont l'intention de voter pour A (respe
tivement pour B) �.

a) L'événement VA est réalisé si et seulement si il existe au moins un entier n tel que [Xn = m] est réalisé
(au jour n, les m membres du groupe veulent tous voter pour A).

Cela s'é
rit : VA =
⋃

n∈N

[Xn = m].

Mais : si au jour n tous les membres du groupe veulent voter pour A, ils sont tous du même avis et n'en


hangeront don
 plus jamais : la réalisation de [Xn = m] implique 
elle de [Xn+1 = m], 
e qui s'é
rit :

∀n ∈ N, [Xn = m] ⊂ [Xn+1 = m], et exprime que la suite d'événements ([Xn = m])n∈N est 
roissante
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pour l'in
lusion.

D'après la propriété de limite monotone, on a don
 :

P (VA) = P

(
⋃

n∈N

[Xn = m]

)

= lim
n→+∞

P (Xn = m)

De la même manière : VB =
⋃

n∈N

[Xn = 0] (à partir d'un 
ertain jour n, tous les membres du groupe veulent

voter pour B), et [Xn = 0] ⊂ [Xn+1 = 0], don
 :

P (VB) = P

(
⋃

n∈N

[Xn = 0]

)

= lim
n→+∞

P (Xn = 0)

b) Le résultat de la question 2.b) de 
ette partie, exprime que pour toute valeur k autre que 0 et m dans

l'univers-image Xn(Ω) = J0;mK : lim
n→+∞

P (Xn = k) = 0.

Mais 
omme :

m∑

k=0

P (Xn = k) = 1 ⇐⇒ P (Xn = 0) +

m−1∑

k=1

P (Xn = k) + P (Xn = m) = 1

⇐⇒ P (Xn = 0) + P (Xn = m) = 1−

m−1∑

k=1

P (Xn = k), on a bien :

lim
n→+∞

P (Xn = 0) + P (Xn = m) = 1−
m−1∑

k=1

0 = 1 ⇐⇒ P (VA) + P (VB) = 1.

Comme à la question �nale de la partie 1, 
ela signi�e que l'événement : VA ∪ VB est presque-
ertain, ou

en
ore qu'il est presque sûr qu'au bout d'un nombre �ni de jour, tous les membres du groupes voudront

voter pour un seul des deux 
andidats.

7. Pour tout entier naturel n, on pose Zn = Xn+1 −Xn.

a) Comme on l'a vu, en passant du jour n au jour n + 1, il n'y a que trois évolutions possibles du nombre

de votants pour A :

⋆ Soit E1 vote pour A et 
onvain
 E2 votant pour B de 
hanger d'avis :

dans 
e 
as, Xn+1 = 1 +Xn ⇐⇒ Zn = 1
⋆ Soit E1 vote pour B et 
onvain
 E2 votant pour A de 
hanger d'avis :

dans 
e 
as, Xn+1 = Xn − 1 et Zn = −1.
⋆ Soit E1 et E2 veulent voter pour le même 
andidat, et rien ne 
hange : Xn+1 = Xn et Zn = 0.
On a bien : Zn(Ω) = {−1; 0; 1}.

b) L'événement [Zn = 1] est don
 réalisé si et seulement si : Xn+1 = 1 +Xn. On prend en 
ompte toutes

les valeurs possibles de Xn grâ
e, une fois de plus à la formule des probabilités totales, appliquée ave
 le

système 
omplet d'événements ([Xn = k])06k6m :

P (Zn = 1) =

m∑

k=0

P (Xn = k).P[Xn=k](Zn = 1)

=

m∑

k=0

P (Xn = k).P[Xn=k](Xn+1 = k + 1)

=

m−1∑

k=1

πn,k.
k(m− k)

m(m− 1)

ave
 le résultat de la question 1.a) de 
ette partie, sa
hant qu'on sait aussi que :

P[Xn=0](Xn+1 = 1) = 0 = P[Xn=m](Xn+1 = m + 1) : les termes de la somme pour k = 0 et k = m sont

nuls.


) De la même façon, on peut é
rire :

P (Zn = −1) =

m∑

k=0

P (Xn = k).P[Xn=k](Zn = −1) =

m−1∑

k=0

P (Xn = k).P[Xn=k](Xn+1 = k−1) =

m−1∑

k=1

πn,k.
k(m− k)

m(m− 1)
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toujours grâ
e à la formule 
orrespondante de 1.a), ave


P[Xn=0](Xn+1 = −1) = 0 = P[Xn=m](Xn+1 = m− 1)

Ainsi P (Zn = −1) = P (Zn = 1) puisque sans 
al
uler la somme pré
édente, on retrouve deux fois la

même expression !

d) Zn est une v.a.r. �nie, don
 admet une espéran
e qui vaut :

E(Zn) = (−1).P (Zn = −1) + 0.P (Zn = 0) + 1.P (Zn = 1) = P (Zn = 1) − P (Zn = −1) = 0 d'après le

résultat pré
édent ! (On dit que Zn est une variable aléatoire 
entrée).

e) Mais 
omme Zn = Xn+1 −Xn est la di�éren
e de deux v.a.r. �nies qui admettent don
 une espéran
e,

on a par linéarité de l'espéran
e :

∀n ∈ N, E(Zn) = E(Xn+1)− E(Xn) ⇐⇒ E(Xn+1)− E(Xn) = 0 =⇒ ∀n ∈ N, E(Xn+1) = E(Xn),

e qui exprime bien que la suite (E(Xn))n∈N, est 
onstante.
On sait qu'alors : ∀n ∈ N, E(Xn) = E(X0) = a puisque X0 est la variable 
onstante égale à a.

8. Une question très subtile pour terminer : on s'est intéressé jusqu'à présent à la valeur de E(Xn) sans jamais

é
rire sa dé�nition ; on sait maintenant que :

E(Xn) = a ⇐⇒

m∑

k=0

k.P (Xn = k) = a

⇐⇒ 0.P (Xn = 0) +

m−1∑

k=1

k.P (Xn = k) +m.P (Xn = m) = a

⇐⇒ P (Xn = m) =
a

m
−

1

m
.

m−1∑

k=1

k.P (Xn = k)

Sa
hant que : lim
n→+∞

P (Xn = m) = P (VA) et que :

∀k ∈ J1;m − 1K, lim
n→+∞

P (Xn = k) = 0 =⇒ lim
n→+∞

k.P (Xn = k) = k.0 = 0, le passage à la limite dans la

dernière égalité 
i-dessus donne bien :

P (VA) =
a

m

Ce résultat exprime que la probabilité que tous les membres du groupe �nissent à un moment donné par

voter pour A, est exa
tement égale à la proportion initiale

a

m
de votants pour A. Joli, étonnant mais pas si

illogique que 
ela, non ?
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PROBLÈME 2 - Une propriété limite des lois de Pareto

Question préliminaire

Soit g une fon
tion 
ontinue sur un intervalle I, à valeurs réelles.

9. a) La relation demandée provient d'un simple 
hangement de variable a�ne :

pour tous réels α et β dans I tels que α < β, on réalise le 
hangement de variable : t(x) = α+ (β − α)x

dans l'intégrale

∫ 1

0
g(α + (β − α)x)dx.

Le 
hangement de variable est a�ne, don
 de 
lasse C1
sur [0, 1] ave
 :

⋆ dt = t′(x)dx = (β − α)dx

⋆ g(α + (β − α)x)dx =
1

β − α
.g(t)dt

⋆ Bornes : x = 0 → t = α et x = 1 → t = α+ β − α = β.

D'où, en e�et :

∫ 1

0
g(α + (β − α)x)dx =

1

β − α

∫ β

α
g(t)dt.

b) Soient a, b, c, d dans I tels que a < c < d < b, on suppose aussi que g est dé
roissante sur I. Le résultat

pré
édent permet d'é
rire :

1

b− c

∫ b

c
g(t)dt =

∫ 1

0
g(c+ (b− c)x)dx et

1

d− c

∫ d

c
g(t)dt =

∫ 1

0
g(c+ (d− c)x)dx.

Or puisque c < d < b : b− c > d− c > 0 et ∀x ∈ [0, 1], c+ (b− c)x > c+ (d− c)x, d'où :

∀x ∈ [0, 1], g(c+ (b− c)x) 6 g(c+ (d− c)x) par dé
roissan
e de g sur I.
La fon
tion g étant 
ontinue sur I, les fon
tions 
on
ernées sont 
ontinues sur [0, 1], les bornes sont dans
l'ordre 
roissant, don
 par 
roissan
e de l'intégrale :

∫ 1

0
g(c+ (b− c)x)dx 6

∫ 1

0
g(c+ (d− c)x)dx ⇐⇒

1

b− c

∫ b

c
g(t)dt 6

1

d− c

∫ d

c
g(t)dt

Pour la deuxième inégalité, on é
rit aussi que

1

d− a

∫ d

a
g(t)dt =

∫ 1

0
g(a + (d − a)x)dx, ave
 
ette fois,

pour tout x ∈ [0, 1], 
omme a < c < d :

c+ (d− c)x = c(1 − x) + dx > a(1 − x) + dx = a+ (d− a)x (vu que : 1− x > 0), 
e qui donne en
ore :

∀x ∈ [0, 1], g(c+ (d− c)x) 6 g(a+ (d− a)x) toujours par dé
roissan
e de g sur I.
La 
roissan
e de l'intégrale donne don
 à nouveau :

∫ 1

0
g(c+ (d− c)x)dx 6

∫ 1

0
g(a+ (d− a)x)dx ⇐⇒

1

d− c

∫ d

c
g(t)dt 6

1

d− a

∫ d

a
g(t)dt.

Partie I - Partie fra
tionnaire d'une variable à densité

Dans 
ette partie, on note [x] la partie entière de x, et {x} = x− [x] sa partie fra
tionnaire.

On désigne par X une variable aléatoire à valeurs réelles admettant une densité f qui véri�e les propriétés :

�f est nulle sur ]−∞, 0[ ;
�la restri
tion de f à [0,+∞[ est 
ontinue et dé
roissante.

On pose M = f(0), 
'est le maximum de f sur R.

Soit Y = {X} = X − [X], la variable aléatoire égale à la partie fra
tionnaire de X, et FY sa fon
tion de

répartition.

10. La partie entière d'un réel x véri�e toujours la 
ondition fondamentale : [x] 6 x < [x]+1 ⇐⇒ 1 > x−[x] > 0.
Cela signi�e que Y (Ω) ⊂ [0, 1[, et à 
e titre :

∀y < 0, FY (y) = P (Y 6 y) = 0, et ∀y > 1, FY (y) = P (Y 6 y) = 1

11. L'événement [Y = 0] est réalisé si et seulement si X est égale à sa partie entière, 
e qui ne se produit bien

sûr que si X prend une valeur entière. Comme f est nulle sur ]−∞, 0[, X(Ω) ⊂ R
+
et on a bien :

[Y = 0] =
⋃

n∈N

[X = n]
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(en évitant l'a�reuse é
riture d'une union de probabilités dans l'énon
é original !)

Mais 
omme les événements [X = n] sont disjoints deux à deux, par σ-additivité de la probabilité :

P (Y = 0) =
+∞∑

n=0

P (X = n) =
+∞∑

n=0

0 = 0 puisque X est une variable à densité !

Et 
omme on l'a dit, vu que Y (Ω) ⊂ [0, 1[ : FY (0) = P (Y 6 0) = P (Y < 0) + P (Y = 0) = 0 + 0 = 0.

12. Soit y un réel de l'intervalle ]0, 1[.

a) Par dé�nition, FY (y) = P (Y 6 y) = P (X − [X] 6 y) = P (X 6 [X] + y).
La double inégalité : [X] 6 X < [X] + 1 étant toujours vraie, et puisque 0 < y < 1, l'événement

X 6 [X] + y est réalisé si et seulement si X appartient à un intervalle du type : [n, n + y] où n est un

entier naturel quel
onque qui est alors la valeur de [X], 
'est-à-dire :

[Y 6 y] =
⋃

n∈N

[n 6 X 6 n+ y], où puisque 0 < y < 1, les intervalles [n, n+ y] sont disjoints deux à deux,

don
 les événements [n 6 X 6 n+ y] sont in
ompatibles deux à deux. On en déduit :

FY (y) = P (Y 6 y) =

+∞∑

n=0

P (n 6 X 6 n+ y) =

+∞∑

n=0

∫ n+y

n
f(t)dt puisque f est une densité de X.

Autre formulation possible ; voir aussi l'exer
i
e 1 du sujet Edhe
 E 2002 :

X étant à valeurs positives, sa partie entière [X] est une variable aléatoire dis
rète à valeurs dans N. On

peut don
 
al
uler P (Y 6 y) ave
 la formule des probabilités totales et le système 
omplet d'événements

([X] = n)n∈N :

P (Y 6 y) = P (X 6 [X] + y) =
+∞∑

n=0

P (([X] = n) ∩ (X 6 [X] + y))

=
+∞∑

n=0

P ((n 6 X < n+ 1) ∩ (X 6 n+ y)) =
+∞∑

n=0

P (n 6 X 6 n+ y) 
ar y < 1

et on 
on
lut 
omme pré
édemment. Une appro
he moins intuitive 
ependant, et qui n'est �nalement

qu'une reformulation a posteriori de la première expli
ation... au le
teur de dé
ider 
elle qui lui paraît la

plus simple à 
omprendre, et à réinvestir !

b)

�De la question préliminaire, pour n entier naturel quel
onque, en prenant c = n, d = n+ y et b = n+1,
on a bien : 0 6 c < d < b, ave
 f 
ontinue et dé
roissante sur R

+
, don
 :

1

n+ 1− n

∫ n+1

n
f(t)dt 6

1

n+ y − n

∫ n+y

n
f(t)dt ⇐⇒

∫ n+y

n
f(t)dt > y

∫ n+1

n
f(t)dt.

�En prenant 
ette fois n ∈ N
∗
, a = n−1+y, c = n et d = n+y, on a bien : 0 6 a < c < d, f est 
ontinue

et dé
roissante sur R
+
, don
 :

1

n+ y − n

∫ n+y

n
f(t)dt 6

1

n+ y − (n − 1 + y)

∫ n+y

n−1+y
f(t)dt ⇐⇒

∫ n+y

n
f(t)dt 6 y

∫ n+y

n−1+y
f(t)dt.


) Par sommation de la première inégalité pour n variant de 0 à un 
ertain N ∈ N, on obtient :

N∑

n=0

∫ n+y

n
f(t)dt >

N∑

n=0

y

∫ n+1

n
f(t)dt ⇐⇒

N∑

n=0

∫ n+y

n
f(t)dt > y

∫ N

0
f(t)dt d'après la relation de Chasles.

Comme la série

∑

n>0

∫ n+y

n
f(t)dt 
onverge (
onséquen
e de la σ-additivité utilisée en a)), et 
omme l'in-

tégrale

∫ +∞

0
f(t)dt 
onverge aussi (f étant une densité), on peut passer à la limite quand N → +∞ et

on obtient bien :

FY (y) =

+∞∑

n=0

∫ n+y

n
f(t)dt > y

∫ +∞

0
f(t)dt.

Ensuite, on passe également à la somme dans la deuxième inégalité de la quesition pré
édente, mais à

partir de n = 1 seulement 
ette fois, vu son domaine de validité. On en déduit, pour tout N ∈ N
∗
:
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N∑

n=1

∫ n+y

n
f(t)dt 6 y

N∑

n=1

∫ n+y

n−1+y
f(t)dt = y

∫ N+y

y
f(t)dt ⇐⇒

N∑

n=0

∫ y

0
f(t)dt 6

∫ y

0
f(t)dt+y

∫ N+y

y
f(t)dt

en rajoutant dans les deux membres l'intégrale

∫ y

0
f(t)dt, premier terme de la somme donnant FY (y).

Là en
ore, série et intégrale 
onvergent, et le passage à la limite quand N → +∞ donne bien la deuxième

inégalité voulue ; on a don
 montré :

y

∫ +∞

0
f(t)dt 6 FY (y) 6

∫ y

0
f(t)dt+ y

∫ +∞

t
f(t)dt

La densité f étant nulle sur ]−∞, 0[, on a don
 :

∫ +∞

0
f(t)dt = 1, et :

∫ +∞

y
f(t)dt = P (Y > y) 6 1.

Par alleurs, f étant 
ontinue, majorée par M sur R
+
, l'inégalité de la moyenne donne :∫ y

0
f(t)dt 6 M.(y − 0) 6 M puisque y ∈]0, 1[.

Tous les résultats pré
édents permettent bien de déduire du pré
édent, le nouvel en
adrement :

∀y ∈]0, 1[, y 6 FY (y) 6 y +M.

Partie II - Premier 
hi�re signi�
atif d'une variable de Pareto

Pour tout réel λ stri
tement positif, on dé�nit la fon
tion gλ sur R par gλ : x 7→







λ

xλ+1
si x > 1

0 sinon

.

13. On véri�e les trois 
ritères qui feront de gλ une densité de probabilité :

⋆ Comme λ > 0, la fon
tion gλ est bien positive ou nulle sur R.

⋆ La fon
tion gλ est bien 
ontinue sur ] − ∞, 1[ 
omme fon
tion nulle, et sur ]1,+∞[ 
omme fon
tion de

référen
e x 7→ λ.x−λ−1, don
 
ontinue sur R sauf peut-être en 1.

⋆

∫ 1

−∞

gλ(t)dt = 0 puisque gλ est nulle sur l'intervalle, et pour tout réel A > 1 :

∫ A

1
gλ(t)dt = λ.

∫ A

1
x−λ−1dx = λ.

[
x−λ

−λ

]A

1

= 1−
1

Aλ
−−−−−→
A→+∞

1,

don


∫ +∞

−∞

gλ(t)dt =

∫ 1

−∞

gλ(t)dt+

∫ +∞

1
gλ(t)dt est bien 
onvergente et vaut 1.

Finalement, gλ est bien une densité de probabilité.

Dans toute la suite, on note Zλ une variable aléatoire admettant gλ pour densité.

14. Cal
ul de la fon
tion de répartition Gλ de Zλ :

Pour tout réel x ∈]−∞, 1[, Gλ(x) =

∫ x

∞

gλ(t)dt = 0, et pour tout réel x > 1 :

Gλ(x) =

∫ 1

−∞

gλ(t)dt+

∫ x

1
gλ(t)dt = 1−

1

xλ
d'après les 
al
uls pré
édents.

15. On note ln la fon
tion logarithme népérien, et log la fon
iton logarithme dé
imal. Cette fon
tion est dé�nie

sur ]0,+∞[ par : log(x) =
ln(x)

ln(10)
pour tout réel x stri
tement positif. Il n'est pas di�
ile de voir que log

présente des règles de 
al
uls analogues à ln pour le logarithme d'un produit et d'un quotient notamment.

On a part 
ontre : log(10n) = n pour tout entier relatif n.

On pose Xλ = log(Zλ), et on note Fλ la fon
tion de répartition de Xλ.

a) Pour tout réel x :

Fλ(x) = P (Xλ 6 x) = P (
ln(Zλ)

ln(10)
6 x) = P (ln(Zλ) 6 x ln(10)) = P (Zλ 6 ex ln(10)) = Gλ(10

x) par stri
te


roissan
e de l'exponentielle sur R.

b) D'après le 
al
ul de la fon
tion de répartition Gλ e�e
tué à la question 14. :

⋆ Pour tout x < 0, 10x < 1 et Gλ(10
x) = 0 = Fλ(x).

⋆ Pour tout x > 0 : 10x > 1 et Gλ(10
x) = 1−

1

(10x)λ
= 1− e−λ. ln(10).x = Fλ(x), 
e qui prouve que :

Xλ suit la loi exponentielle de paramètre λ. ln(10).
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16. On pose Yλ = {Xλ}, la partie fra
tionnaire de Xλ.

On est bien dans la situation étudiée dans la partie I, où la densité de Xλ est i
i nulle sur ]−∞, 0[, de restri
-
tion à [0,+∞[ 
ontinue et dé
roissante puisque 
'est la fon
tion x 7→ λ. ln(10).e−λ. ln(10).x sur 
et intervalle.

Le résultat �nal de la partie I s'applique don
 dire
tement, et :

∀y ∈]0, 1[, y 6 P (Yλ 6 y) 6 Mλ + y

où Mλ est le maximum de la densité, donné par la valeur en zéro de 
ette dernière, et qi vaut don
 : λ. ln(10).
On en déduit l'en
adrement : ∀y ∈]0, 1[, y 6 P (Yλ 6 y) 6 λ. ln(10) + y, qui par le théorème du même nom,

donne :

∀y ∈]0, 1[, lim
λ→0+

P (Yλ 6 y) = y

Pour tout y ∈] −∞, 0] : P (Yλ 6 y) = 0 −−−−→
λ→0+

0, et pour tout y ∈ [1,+∞[: P (Yλ 6 y) = 1 −−−−→
λ→0+

1, don


en tout point de R, P (Yλ 6 y) tend vers la valeur en y d'une fon
tion de répartition d'une v.a.r. U suivant

la loi uniforme sur [0, 1]. On dit que lorsque λ tend vers 0, Yλ 
onverge en loi vers 
ette v.a.r. U (bien que

théoriquement, le programme o�
iel parle d'étudier la 
onvergen
e en loi d'une suite (Yn)n∈N de variables

aléatoires, pas d'une famille (Yλ)λ∈R∗

+
...

17. Pour tout réel x supérieur ou égal à 1, on note α(x) le premier 
hi�re dans l'é
riture dé
imale de x ; 
'est un
entier de l'intervalle J1, 9K.

a) Tout réel x > 1 possède une é
riture (dite s
ienti�que) de la forme :

x = (k + q).10n

où k ∈ J1, 9K est e�e
tivement le premier 
hi�re de l'é
riture dé
imale de x (souvent appelé premier 
hi�re

signi�
atif de x), q est un réel de [0, 1[ et n un entier naturel.

Par exemple, x = 123, 456 a pour é
riture s
ienti�que 1, 23456.102 = (1 + 0.23456).102, où k = 1 et

q = 0.23456.

On a alors : log(x) = log(k + n) + log(10n) = n+ log(k + q), où puisque 1 6 k + q < 10 :

0 6 ln(k + q) < ln(10) ⇐⇒ 0 6 log(k+ g) < 1 ⇐⇒ n 6 n+ log(k + q) = log(x) < n+1, 
e qui prouve
que :

n = [log(x)], et don
 que {log(x)} = log(x)− [log(x)] = log(k + q), où k 6 k + q < k + 1.

La 
roissan
e de la fon
tion ln, don
 de la fon
tion log sur R
∗

+ donne bien :

log(k) 6 log(k + q) < log(k + 1), et don
 : α(x) = k ⇐⇒ {log(x)} ∈ [log(k), log(k + 1)[.

b) On note Cλ = α(Zλ) la variable aléatoire prenant 
omme valeur le premier 
hi�re de Zλ.

D'après la question pré
édente, pour tout entier k ∈ J1, 9K :

P (Cλ = k) = P (log(k) 6 {log(Zλ)} 6 log(k + 1)) = P (log(k) 6 Yλ 6 log(k + 1)) en reprenant les

notations pré
édemment introduites questions 15. et 16. Comme k est 
ompris entre 1 et 9 : log(k) et

log(k + 1) sont 
ompris entre 0 et 1, et :

P (Cλ = k) = P (log(k) 6 Yλ 6 log(k + 1))

= P (Yλ 6 log(k + 1))− P (Yλ 6 log(k)) −−−−→
λ→0+

log(k + 1)− log(k) = log

(

1 +
1

k

)

d'après le résultat de la question 16.

Ce résultat s'interprète en disant que la famille de v.a.r. (Cλ)λ>0 
onverge en loi lorsque λ → 0+, vers
une variable aléatoire dis
rète B à valeurs dans J1, 9K véri�ant :

∀k ∈ J1, 9K, P (B = k) = log

(

1 +
1

k

)

.

On dit que B suit la loi de Benford, loi limite obtenue i
i pour le premier 
hi�re signi�
atif de Zλ, dans

le 
as très parti
ulier où Zλ suit une loi de Pareto de paramètre λ.

Note : la loi dite de Benford prévoit que le premier 
hi�re signi�
atif d'un nombre tirée de manière aléatoire

suit une loi logarithmique 
omme 
elle de B et non, 
omme on pourrait s'y attendre, une loi uniforme. Au
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ontraire, d'après 
ette loi, le 
hi�re 1 est largement prépondérant, le 
hi�re 9 étant à l'inverse le moins fréquent,


omme le montre le tableau de la loi de B 
i-dessous :

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9

P (B = k) 0.301 0.176 0.125 0.097 0.079 0.067 0.058 0.051 0.046

Paradoxal ? Les mathémati
iens qui se sont pen
hés sur la question expliquent que l'attente d'une loi uniforme

sur le premier 
hi�re d'un nombre est le résultat d'une illusion bien 
onnue des psy
hologues : le biais d'équi-

probabilité. Ce biais est une tendan
e humaine à 
onsidérer que le hasard implique né
essairement l'uniformité.

Le premier 
hi�re signi�
atif, évidemment obtenu par hasard, devrait alors suivre une loi uniforme. La loi de

Benford peut don
 être 
omprise 
omme un paradoxe psy
hologique (et non mathématique) provenant d'un

biais humain dans la per
eption du hasard, non d'une in
ohéren
e mathématique ou d'une parti
ularité des

séries de données utilisées.

Cette loi expérimentale a été démontrée mathématiquement pour diverses suites numériques (nn
et n! notam-

ment), et a été véri�ée expérimentalement sur d'immenses 
orpus numériques. Sur 
es données naturelles, la loi

de Benford apparaît très souvent 
omme une bonne approximation de la réalité, mais il semble aussi qu'elle ne

ne soit qu'une approximation.

Il apparaît en e�et que bien des ensembles de données ne suivent pas du tout la loi de Benford. C'est le 
as par

exemple des nombres pseudo-aléatoires donnés par des humains. Ces résultats ont déjà été utilisés pour repérer

des fraudes notamment en matière �s
ale, mais aussi des données 
ontrefaites dans des arti
les s
ienti�ques !

Mais surtout, beau
oup de lois empiriques suivent à peu près la loi de Benford, en 
onservant vis-à-vis d'elle

une di�éren
e signi�
ative que la multipli
ation des données ne résorbe pas. Les 
onditions générales que doit

véri�er une variable aléatoire X pour suivre la loi de Benford, 
onstituent un sujet de re
her
he très ré
ent !

⋆⋆⋆ FIN DU SUJET ⋆⋆⋆
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