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Proposition de orrigé par David Meneu

Lyée Champollion - Grenoble, pour

PROBLÈME 1 :

Matries dont les oe�ients diagonaux sont les valeurs propres

Partie I. Généralités et exemples

1. On sait d'après le ours que les valeurs propres d'une matrie triangulaire, et don a fortiori diagonale,

sont ses éléments diagonaux. Il n'est d'ailleurs pas di�ile de le redémontrer :

un réel λ est valeur propre de M si et seulement siM−λ.In =








m1,1 − λ ⋆ · · · ⋆
0 m2,2 − λ · · · ⋆
.

.

.

.

.

. ⋆
0 · · · 0 mn,n − λ








est non-inversible, e qui est le as si et seulement si l'un des oe�ients diagonaux de ette matrie

enore triangulaire est nul, don si et seulement si λ ∈ {mi,i| 1 6 i 6 n}.
2. Soit M une matrie de Dn : pour tout réel α, M + α.In a pour valeur propre λ si et seulement si :

(M +α.In)−λ.In est non inversible ⇐⇒ M − (λ−α).In est non-inversible ⇐⇒ α−λ est valeur propre

de M .

Comme M ∈ Dn, 'est le as si et seulement si :

λ− α ∈ {mi,i|1 6 i 6 n} ⇐⇒ λ ∈ {mi,i + α| 1 6 i 6 n}.

La matrie M +α.In admet don pour valeurs propres tous les réels de la forme mi,i+α (1 6 i 6 n),
et eux seulement : omme es derniers sont bien sûr les éléments diagonaux de M + α.In, on peut

onlure qu'en e�et, si M ∈ Dn, alors M + α.In ∈ Dn pour tout réel α.

3. On note Kn la matrie de Mn(R) dont tous les oe�ients valent 1.

a) Les éléments diagonaux de Kn sont don tous égaux à 1. Or Kn admet très lassiquement les

valeurs propres :

⋆ λ = n ave le veteur propre olonne V =






1
.

.

.

1






⋆ λ = 0 ave le veteur propre W =










1
−1
0
.

.

.

0










par exemple.

La ondition (∆2) n'est pas véri�ée (Kn admet d'autres valeurs propres que 1), don Kn /∈ Dn.

b) Les exemples et ontre-exemple préédents nous fournissent un moyen de montrer que Dn n'est

pas un sous-espae vetoriel de Mn(R) :
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Les matries Tn =








1 1 · · · 1

0 1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 1
0 · · · 0 1








et Sn =








0 0 · · · 0

1 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 · · · 1 0








appartiennent toutes deux à Dn

en tant que matries triangulaires (question 1.), et pourtant :

Tn + Sn = Kn /∈ Dn. Ainsi Dn n'est don pas stable par somme, et e n'est pas un sous-espae

vetoriel de Mn(R).

4. a) Soit (x, y, z) ∈ R
3
: la matrie

(
0 x
y z

)

est inversible si et seulement si

(
y z
0 x

)

l'est (on a éhangé

les 2 lignes) ; omme ette dernière est triangulaire, elle est inversible si et seulement si x 6= 0 et

y 6= 0. Il est en don bien de même pour la matrie de départ.

b) Soit M =

(
a b
c d

)

une matrie de D2. Par dé�nition, les valeurs propres de M sont don a et d,

et elles seules. Dans e as, d'après la question 2., M − a.I2 =

(
0 b
c d− a

)

appartient enore à

D2 : 0 est don valeur propre de ette matrie, qui est par onséquent non-inversible.

D'après le ritère d'inversibilité d'une matrie de ette forme obtenu à la question préédente :

b et c ne peuvent don pas être tous les deux non-nuls, 'est-à-dire que : soit b, soit c est nul.

Mais dans haun de es deux as, la matrie de départ M est triangulaire (supérieure si c = 0,
inférieure si b = 0) !

On a don prouvé que : si M ∈ D2, alors M est une matrie triangulaire.

Comme la réiproque est vraie (f. question 1.), on peut bien onlure que les seules matries de

D2 sont les matries triangulaires de M2(R).

5. Le réel λ est valeur propre de A =





3 1 1
0 2 −1
1 1 4




si et seulement si A− λ.I3 est non inversible :

A− λ.I3 =





3− λ 1 1
0 2− λ −1
1 1 4− λ




L1↔L3−−−−→






1 1 4− λ
0 2− λ −1

3− λ 1 1






L3←(3−λ)L1−−−−−−−→





1 1 4− λ
0 2− λ −1
0 −2 + λ 1− (3− λ)(4− λ)




L3←L3+L2−−−−−−→





1 1 4− λ
0 2− λ −1
0 0 −(3− λ)(4− λ)





Ainsi, A− λ.I3 est non-inversible si et seulement si sa réduite de Gauss triangulaire préédente l'est,

e qui est le as si et seulement si l'un de ses oe�ients diagonaux est nul : les valeurs propres de A
sont 2, 3, 4 et elles seules ; omme e sont bien les oe�ients diagonaux de la matrie A de départ,

A est bien élément de D3.

Comme de plus 'est une matrie de M3(R) qui admet trois valeurs propres distintes : le ritère

su�sant assure que A est bien diagonalisable.

6. Pour tout t réel, on onsidère la matrie M(t) =





3 1 1 + t
0 2 −1 − t
1 1 4 + 2t




.

a) On remarque que M(t) reprend globalement la matrie A, en rajoutant simplement des éléments

dans la dernière olonne. On peut don déterminer les valeurs propres de M(t) en éhelonnant

M(t)− λ.I3 ave les mêmes opérations que préédemment :

M(t)− λ.I3 =





3− λ 1 1 + t
0 2− λ −1− t
1 1 4− λ+ 2t




L1↔L3−−−−→





1 1 4− λ+ 2t
0 2− λ −1− t

3− λ 1 1 + t





2 ©



L3←(3−λ)L1−−−−−−−→





1 1 4− λ+ 2t
0 2− λ −1 − t
0 −2 + λ 1− (3− λ)(4− λ) + t− (3− λ)2t





L3←L3+L2−−−−−−→





1 1 4− λ+ 2t
0 2− λ −1− t
0 0 −(3− λ)(4− λ+ 2t)





Les valeurs propres de M(t) sont don les éléments diagonaux de ette réduite de Gauss, 'est-à-

dire :

Sp(M(t)) = {2, 3, 4 + 2t}
Il est don immédiat de onstater queM(t) appartient toujours à D3, et e quelle que soit la valeur

du réel t, puisqu'on retrouve bien omme seules valeurs propres de ette matrie, ses élements

diagonaux.

b) Conernant la diagonalisabilité de M(t) : le ritère su�sant déjà utilisé ave A, s'applique à M(t)
dès que ses trois valeurs propres sont distintes.

4 + 2t = 2 ⇐⇒ t = −1 et 4 + 2t = 3 ⇐⇒ t = −1

2
, don pour tout réel t ∈ R \ {−1,−1

2
}, on

peut déjà onlure que M(t) est diagonalisable.

Reste à étudier les deux as partiuliers :

⋆ Si t = −1 : M(−1) =





3 1 0
0 2 0
1 1 2




, et M(−1)− λ.I3 a pour réduite de Gauss :





1 1 2− λ
0 2− λ 0
0 0 −(3− λ)(2− λ)




, don les valeurs propres de M(−1) sont 2 et 3.

On peut alors aluler les sous-espaes propres des deux seules valeurs propres de la matrie :

X =





x
y
z



 ∈ E2(M(−1)) ⇐⇒ (M(−1)− 2.I3)X = 0 ⇐⇒





1 1 0
0 0 0
0 0 0









x
y
z



 =





0
0
0





⇐⇒ x+ y = 0 ⇐⇒ y = −x, don :

E2(M(−1)) =











x
−x
z



 | (x, z) ∈ R
2






= Vect









1
−1
0



 ,





0
0
1








.

X =





x
y
z



 ∈ E3(M(−1)) ⇐⇒ (M(−1)− 3.I3)X = 0 ⇐⇒





1 1 −1
0 −1 0
0 0 0









x
y
z



 =





0
0
0





⇐⇒
{

x + y − z = 0
− y = 0

⇐⇒
{

x = z

y = 0
, d'où :

E3(M(−1)) =











x
0
x



 | x ∈ R






= Vect









1
0
1








.

On a don : dimE2(M(−1)) + dimE3(M(−1)) = 2 + 1 = 3 ar E2(M(−1)) est engendré

par deux veteurs non olinéaires, et E3(M(−1)) par un seul veteur non nul. On peut don

onlure que la matrie M(−1) est enore diagonalisable.

⋆ si t = −1

2
: M(−1

2
) =





3 1 1/2
0 2 −1/2
1 1 3




, et M(−1

2
)− λ.I3 a pour réduite de Gauss :





1 1 3− λ
0 2− λ −1/2
0 0 −(3− λ)2




, don les seules valeurs propres de M(−1

2
) sont là enore 2 et 3.
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Utilisons ette fois un argument onernant le rang de la matrie étudiée : on sait d'après le

ours que les opérations sur les lignes d'une matrie ne hangent pas son rang, don M(−
2
)−

λ.I3 a le même rang que sa réduite de Gauss :

rg(M(−1
2
) − 2.I3) = rg





1 1 1
0 0 −1/2
0 0 −1



 = 2 ar les olonnes C1 et C2 sont égales, tandis que

C1 et C3 sont non-proportionnelles (don forment une famille libre).

Le théorème du rang donne :

dimE2(M(−1
2
)) = dimker(M(−1

2
)− 2.I3) = 3− rg(M(−1

2
)− 2.I3) = 1.

De même : rg(M(−1
2
) − 3.I3) = rg





1 1 0
0 −1 −1/2
0 0 0



 = 2 ar ii : C2 = C1 + 2C3 s'érit en

fontion des deux autres olonnes, tandis que C1 et C3 sont non-proportionnelles.

Le théorème du rang donne, là enore : dimE3(M(−1
2
)) = 3− rg(M(−1

2
)− 3.I3) = 1.

Ainsi : dimE2(M(−1
2
)) + dimE3(M(−1

2
)) = 1 + 1 6= 3 : la matrie M(−1

2
) n'est don pas

diagonalisable : 'est en fait la seule parmi toutes les matries M(t) !

Partie II. Matries nilpotentes

Une matrie M de M3(R) est nilpotente si, et seulement si, il existe un entier naturel p non nul tel

que la matrie Mp
soit la matrie nulle.

1. Soit M une matrie nilpotente de M3(R), il existe don un entier p ∈ N
∗
tel que Mp = 03.

Le polyn�me P (X) = Xp
est par onséquent un polyn�me annulateur de M , don les valeurs propres

possibles de M font parties des raines de P (X). Comme 0 est bien sûr la seule raine de P (X),
'est la seule valeur propre possible de M .

Il reste don à prouver que 0 est bien valeur propre de M , 'est-à-dire que M n'est pas inversible.

Or si elle l'était, Mp = 03 le serait aussi, omme prduit de matries inversibles, e qui est absurde.

Finalement, 0 est bien valeur propre de M , et 'est la seule.

2. Soit M une matrie nilpotente de M3(R), on souhaite montrer que M3 = 03, en supposant par

l'absurde que e n'est pas le as.

Notons B = (e1, e2, e3) la base anonique de R
3
et u l'endomorphisme de l'espae vetoriel R

3

représenté par la matrie M dans la base B.
a) Soit x un veteur quelonque de Ker(u) : par dé�nition, ela signi�e que u(x) = 0R3

. On a alors :

u2(x) = u(u(x)) = u(0R3) = 0R3

ar u est une appliation linéaire, e qui signi�e que x appartient alors à Ker(u2).

On a don prouvé l'inlusion : Ker(u) ⊂ Ker(u2).
De même :

∀x ∈ Ker(u2), u2(x) = 0R3 , e qui implique u3(x) = u(u2(x)) = u(0R3) = 0R3

(toujours par linéarité de u).

Ainsi : ∀x ∈ Ker(u2), x ∈ Ker(u3), e qui prouve l'inlusion Ker(u2) ⊂ Ker(u3).

b) Supposons, omme le suggère l'énoné, que Ker(u2) = Ker(u3), et montrons qu'alors :

∀i > 2, Ker(ui) = Ker(u2) par réurrene sur i.

I. La propriété est évidemment vraie pour i = 2.

H. Supposons que pour un ertain entier i > 2, la propriété soit vraie.
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Montrons qu'alors Ker(ui+1) = Ker(u2).

Soit x ∈ Ker(u2) :

u2(x) = 0R3, e qui implique : ui+1(x) = ui−1(u2(x)) = ui−1(0R3) = 0R3

par linéarité de ui−1
.

Réiproquement, soit x ∈ Ker(ui+1) :

alors ui+1(x) = 0R3 ⇐⇒ u3(ui−2(x)) = 0R3, e qui implique que ui−2(x) ∈ Ker(u3).

Comme on a supposé que Ker(u3) = Ker(u2), on peut don dire que ui−2(x) ∈ Ker(u2), don :

u2(ui−2(x)) = 0R3 ⇐⇒ ui(x) = 0R3, et don : x ∈ Ker(ui).

Et omme Ker(ui) = Ker(u2) par hypothèse de réurrene, on a bien :

∀x ∈ Ker(ui+1), x ∈ Ker(u2), et don Ker(ui+1) = Ker(u2)

par double inlusion.

C. La propriété est initialisée et héréditaire, elle est don vraie pour tout entier i > 2 par hypo-

thèse de réurrene.

Mais M est nilpotente, don il existe un entier p ∈ N
∗
tel que Mp = 03.

Comme par hypothèse, M3 6= 03, on a néessairement p > 3, et Ker(up) = R
3
ar up

est don

l'endomorphisme nul.

Mais alors, vu la réurrene préédente : Ker(u2) = Ker(up) = R
3
, 'est-à-dire que u2

est l'endo-

morphisme nul, don que M2 = 03, et M
3 = 03 aussi ; 'est absurde par hypothèse !

Finalement, l'inlusion Ker(u2) ⊂ Ker(u3) est strite.

) Un raisonnement du même type permet de montrer que Ker(u) 6= Ker(u2) ; en supposant le

ontraire, on obtiendra : ∀i ∈ N
∗, Ker(u) = Ker(ui).

I. Initialisation évidente à i = 1.

H. En supposant la propriété vraie pour un ertain entier i ∈ N
∗
:

L'inlusion Ker(u) ⊂ Ker(ui) est toujours vraie :

∀x ∈ Ker(u), u(x) = 0R3 =⇒ ui+1(x) = ui(u(x)) = ui(0R3) = 0R3.

Réiproquement, pour tout veteur x de Ker(ui+1), on a ui+1(x) = 0R3
, e qui peut se réérire :

u2(ui−1(x)) = 0R3 , qui exprime que ui−1(x) ∈ Ker(u2) = Ker(u).

Ainsi, on a aussi : u(ui−1(x)) = 0R3 ⇐⇒ ui(x) = 0R3
, et ainsi x ∈ Ker(ui) = Ker(u2) (hypothèse

de réurrene).

On a bien : Ker(ui+1) = Ker(u2) par double inlusion, et la propriété est héréditaire.

C. La propriété étant initialisée et héréditaire, elle est don vraie pour tout entier i ∈ N
∗
.

Comme préédemment, on onlut que dans e as, Ker(u) = Ker(up) = R
3
, e qui ontredit le

fait que M ne doit pas être nulle (sinon M3
l'est).

d) On dispose don des inlusions suivantes :

Ker(u) ⊂ Ker(u2) ⊂ Ker(u3) ⊂ R
3

et toutes es inlusions sont strites. Par ailleurs, Ker(u) n'est pas réduit à {0R3}, ar on a vu

que 0 est valeur propre de M (don de u).
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En onsidérant les dimensions de es sous-espaes vetoriels, on obtient alors les inégalités :

0 < dimKer(u) < dimKer(u2) < dimKer(u3) < 3

e qui est impossible vu qu'une dimension est un entier naturel, que 1 et 2 sont les seuls entiers

possibles et qu'il y a trois sous-espaes vetoriels !

L'hypothèse faite au tout début est don fausse : M3
est la matrie nulle.

3. Soit (a, b, c, d, e, f) un élément de R
6
. On onsidère la matrie M =





0 a b
c 0 d
e f 0




de M3(R).

On dé�nit les réels : γ(M) = ac+ df + be et δ(M) = bcf + ade.

a) Cette question se traite par simple alul matriiel :

M2 =





ac+ be bf ad
de ac+ df bc
cf ae be + df




,

et M3 = M2.M =





bcf + ade a2c+ abe + adf abc + b2e+ bdf
ac2 + cdf + bce ade+ bcf bde+ acd+ d2f
ace + be2 + def acf + bef + df 2 bcf + ade





= (ade+ bcf).I3 +





0 a(ac + be+ df) b(ac + be+ df)
c(ac + df + be) 0 d(be + ac+ df)
e(ac+ be + df) f(ac+ be + df) 0




, e qui est e�etivement

la relation :

M3 = γ(M).M + δ(M).I3

b) D'après la question 2., toute matrie nilpotente M de M3(R) véri�e en partiulier :

M3 = 03 ⇐⇒ γ(M).M + δ(M).I3 = 03.

Or M et I3 forment lairement une famille libre (e sont deux matries non proportionnelles),

don la relation préédente est vraie si et seulement si :

γ(M) = δ(M) = 0.

Comme réiproquement, γ(M) = δ(M) = 0 implique M3 = 03, don que M est nilpotente :

par double impliation, on peut bien onlure que :

M est nilpotente si et seulement si γ(M) = δ(M) = 0.

) On suppose que a, b et d sont égaux à 1.

Le système :

{

γ(M) = 0

δ(M) = 0
est alors équivalent à :

{

c+ e+ f = 0

cf + e = 0
.

La soustration des deux lignes donne : cf = c+ f ⇐⇒ c(f − 1) = f .

En supposant que f 6= 1, ela donne : c =
f

f − 1
, et on peut prendre alors e = −cf = − f 2

f − 1
.

On peut ainsi onlure que pour tout réel f 6= 1, la matrie






0 1 1
f

f−1
0 1

− f2

f−1
f 0




 est nilpotente e qui

onstitue bin une in�nité de hoix possibles !

d) Les matries qu'on vient de dérire ont don les propriétés suivantes :

⋆ Elles sont nilpotentes, don leur seule valeur propre est 0.

⋆ Leurs éléments diagonaux sont tous nuls, don e sont des matries de D3.

⋆ dès que f ∈ R \ {0, 1}, es matries ne sont pas triangulaires, e qui onstitue une in�nité de

possibilités.
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e) Ave f = 2, la matrie M =





0 1 1
2 0 1
−4 2 0




est une matrie nilpotente de D3.

Comme on l'a vu à la question 2. de la partie I (ave α = 1) : M + I3 =





1 1 1
2 1 1
−4 2 1




est une

matrie de D3 dont tous les oe�ients sont non nuls.
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PROBLÈME 2 :

Le Kurtosis

Introdution

On rappelle que pour tout entier naturel n, le moment entré d'ordre n de X , s'il existe, est dé�ni

par

µn(X) = E ((X − E(X))n) .

On dit qu'une variable aléatoire X admet un kurtosis lorsque

� X admet des moments entrés d'ordre 2,3 et 4 ;

� V (X) 6= 0.
On appelle alors kurtosis, ou oe�ient d'applatissement de X , le réel dé�ni par :

K(X) =
µ4(X)

(µ2(X))2
− 3 =

µ4(X)

(V (X))2
− 3.

Question préliminaire

Soit X une variable aléatoire admettant un moment d'ordre n. Soient α et β deux réels, ave α 6= 0.

Alors, par linéarité de l'espérane, pour tout n ∈ N
∗
:

(α.X + β −E(α.X + β))n = (α.X + β − α.E(X)− β)n = αn. (X −E(X))n, don α.X + β admet un

moment entré d'ordre n et :

µn(α.X + β) = E ((α.X + β − E(α.X + β))n) = αn.E ((X −E(X))n) = αn.µn(X).

De la sorte, si X admet un kurtosis, alors α.X + β aussi et :

K(α.X + β) =
µ4(α.X + β)

(µ2(X))2
− 3 =

α4.µ4(X)

(α2.µ2(X))2
− 3 =

α4.µ4(X)

α4. (µ2(X))2
− 3 =

µ4(X)

(µ2(X))2
− 3 = K(X)

Partie I. Des exemples

I.1. Loi uniforme

Soit X une variable aléatoire réelle suivant la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1].

a) D'après le ours : E(X) =
1

2
. L'énoné demande de realuler sa variane, on rappelle don

une densité fX de X : ∀x ∈ R, fX(x) =

{

1 si x ∈ [0, 1]

0 sinon

.

La variable aléatoire X admet un moment d'ordre 2 qui vaut :

∫ +∞

−∞

x2.fX(x)dx =

∫ 1

0

x2dx =

[
x3

3

]1

0

=
1

3
.

La variable aléatoire X admet alors une variane donnée par la formule de Koenig-Huygens :

V (X) = E(X2)−E(X)2 =
1

3
− 1

4
=

1

12
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b) D'après le théorème de transfert : la variable aléatoire X admet un moment entré d'ordre 4

ar l'intégrale

∫ +∞

−∞

(x− 1

2
)4.fX(x)dx =

∫ 1

0

(x− 1

2
)4dx est absolument onvergente, et vaut

µ4(X) =

∫ 1

0

(x− 1

2
)4dx =

[
1

5
(x− 1

2
)5
]1

0

=
1

5
(1/2)5 − 1

5
.(−1/2)5 = 2× 1

160
=

1

80

La variable aléatoire X admet don un kurtosis qui vaut :

K(X) =
µ4(X)

(V (X))2
− 3 =

1

80
1

144

− 3 =
144

80
− 3 =

36

20
− 3 =

9

5
− 3 = −1, 2

) Toujours ave X suivant la loi uniforme sur [0, 1] : pour a, b réels ave a < b, une variable

aléatoire U suivant la loi uniforme sur [a, b] suit la même loi que a + (b − a)X . Ainsi, d'après

le préliminaire :

K(U) = K(a + (b− a).X) = K(X) = −1, 2

I.2. Loi normale

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale entrée réduite.

a) Une densité ϕ de X est dé�nie par : ∀x ∈ R, ϕ(x) =
1√
2π

e−
x
2

2
.

D'après le théorème de transfert : X admet un moment d'ordre n si et seulement si l'intégrale

1√
2π

∫ +∞

−∞

xn.e−
x
2

2 dx est absolument onvergente.

Comme la fontion x 7→ xn.e−
x
2

2
est toujours soit paire (quand n est pair), soit impaire

(quand n est impair), et positive sur [0,+∞[, ela revient à prouver la onvergene simple

de

∫ +∞

0

xn.e−
x
2

2 dx.

Pour tout x > 0 : x2.xn.e−
x
2

2 = exp((n+ 2) ln(x)− x2

2
) = exp(x2.

[

(n+ 2)
ln(x)

x2
− 1

2

]

), où :

lim
x→+∞

ln(x)

x2
= 0 par roissanes omparées, don lim

x→+∞
(n+ 2)

ln(x)

x2
− 1

2
= −1

2
,

et lim
x→+∞

x2.

[

(n+ 2)
ln(x)

x2
− 1

2

]

= −∞, don �nalement :

lim
x→+∞

exp(x2.

[

(n+ 2)
ln(x)

x2
− 1

2

]

) = lim
X→−∞

exp(X) = 0.

Cei prouve don la négligeabilité : lim
x→+∞

x2.xn.e−
x
2

2 = 0 ⇐⇒ xn.e−
x
2

2 = o(
1

x2
).

Or :

∫ +∞

1

1

x2
dx est onvergente omme intégrale de Riemann, d'exposant 2 > 1. Par ompa-

raison d'intégrales de fontions ontinues, positives :

∫ +∞

1

xn.e−
x
2

2 dx est onvergente.

La fontion x 7→ xn.e−
x
2

2
étant ontinue sur [0, 1], on en déduit que :

∫ +∞

0

xn.e−
x
2

2 dx =

∫ 1

0

xn.e−
x
2

2 dx +

∫ +∞

1

xn.e−
x
2

2 dx est onvergente, et X admet un moment

d'ordre n pour tout entier n. Comme E(X) = 0, le moment d'ordre n est aussi le moment

entré d'ordre n de X .
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b) Comme on l'a vu : si n est un entier impair, alors E(Xn) =
1√
2π

∫ +∞

−∞

xn.e−
x
2

2 dx est nul, de

même que E(Xn+2) puisque n+ 2 est alors également impair, et la relation :

µn+2(X) = (n + 1)µn(X) est vraie puisque les deux membres sont nuls.

Si n est pair : alors n + 2 aussi, et E(Xn+2) =
2√
2π

∫ +∞

0
xn+2.e−

x
2

2 dx. On réalise alors, pour

A > 0, une intégration par parties dans l'intégrale

∫ A

0

xn.e−
x
2

2 dx en posant :

u(x) = xn+1 → u′(x) = (n+ 1)xn

v′(x) = x.e−
x
2

2 → v(x) = −e−
x
2

2

Les fontions u et v sont de lasse C1
sur [0,+∞[, don par intégration par parties :

∫ A

0

xn+2.e−
x
2

2 dx =
[

−xn+1e−
x
2

2

]A

0
+(n+1)

∫ A

0

xn.e−
x
2

2 dx = −An+1.e−
A
2

2 +(n+1)

∫ A

0

xn.e−
x
2

2 dx

Comme lim
A→+∞

An+1.e−
A
2

2 = 0 omme on l'a vu à la question a), et omme les deux intégrales

onvergent, le passage à la limite dans ette relation quand A tend vers +∞ donne :

∫ +∞

0

xn+2.e−
x
2

2 dx = (n+1)

∫ +∞

0

xn.e−
x
2

2 dx ⇐⇒ E(Xn+2) = (n+1)E(Xn) ⇐⇒ µn+2(X) = (n+1)µn(X)

) D'après e qui préède : X admet des moments entrés d'ordre 2 et 4, don admet un kurtosis

qui vaut :

K(X) =
µ4(X)

(µ2(X))2
− 3 =

3µ2(X)

(µ2(X))2
− 3 =

3

V (X)
− 3 =

3

1
− 3 = 0

puisque V (X) = 1 vu que X →֒ N (0, 1).

d) Soit Y une variable aléatoire suivant une loi normale N (m, σ2) quelonque : on sait qu'alors

Y ∗ =
Y −m

σ
suit la loi normale entrée réduite.

La relation s'érit aussi : Y = σ.Y ∗ +m, et omme Y ∗ admet un kurtosis nul d'après e qui

préède : la question préliminaire permet de onlure que

K(Y ) = K(Y ∗) = 0

I.3. Loi de Bernoulli

soit X une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de paramètre p ∈]0, 1[.
a) La variable aléatoire �nie X admet des moments de tous ordre, et omme E(X) = p :

µ2(X) = V (X) = p(1− p)

µ4(X) = (0− p)4.P (X = 0) + (1− p)4.P (X = 1) = p4.(1− p) + (1− p)4.p = p(1− p)[p3 + (1− p)3]

Le kurtosis de X est don :

K(X) =
p(1− p)[p3 + (1− p)3]

p2(1− p)p2
− 3 =

p3 + (1− p)3

p(1− p)
− 3

b) Comme (1−p)3 = 1−3p+3p2−p3 d'après la formule du bin�me de Newton, on peut simpli�er

l'expression de K(X) :

K(X) =
3p2 − 3p+ 1

p(1− p)
− 3 =

1− 3p(1− p)

p(1− p)
− 3 =

1

p(1− p)
− 6
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L'étude de la quantité p(1 − p), pour p ∈]0, 1[, est très lassique, pour éviter de dériver le

reours à la forme anonique de e trin�me en p est le plus e�ae !

∀p ∈]0, 1[, p(1− p) = −p2 + p = −(p2 − p) = −((p− 1

2
)2 − 1

4
) =

1

4
− (p− 1

2
)2

Ainsi : ∀p ∈]0, 1[, 0 < p(1− p) 6
1

4
⇐⇒ 1

p(1− p)
> 4, et don :

K(X) > −2, ette valeur minimale étant atteinte pour p =
1

2
.

Partie II. Minoration du kurtosis

II.1. Soit Y une variable aléatoire admettant une variane : on sait que V (Y ) = E((Y − E(Y ))2) est
toujours positive omme espérane d'une variable aléatoire (Y − E(Y ))2 positive ;

et omme par ailleurs : V (Y ) = E(Y 2)−E(Y )2 d'après la formule de Koenig-Huygens, on a bien :

E(Y 2) > E(Y )2.

II.2. Supposons que le kurtosis d'une variable aléatoire X est dé�ni ; alors Y = (X − E(X)2) est une
variable qui admet pour espérane : E(Y ) = E((X − E(X))2) = µ2(X) > 0, et pour moment

d'ordre 2 : E(Y 2) = E((X −E(X))4) = µ4(X).

L'inégalité : E(Y 2) > E(Y )2 est alors véri�ée d'après la question préédente, qui donne :

µ4(X) > (µ2(X))2 ⇐⇒ µ4(X)

(µ2(X))2
> 1 ⇐⇒ K(X) =

µ4(X)

(µ2(X))2
− 3 > −2

II.3. Soient a et b deux réels distints, et X une variable aléatoire suvant la loi uniforme sur {a, b}. Il
su�t ii de remarquer que si U suit la loi de Bernoulli de paramètre

1

2
, alors Z = a + (b − a)U

suit la même loi que X :

U(Ω) = {0, 1}, don Z(Ω) = {a, b} et P (U = 0) = P (Z = a) =
1

2
= P (U = 1) = P (Z = b).

Mais alors les résultats de la question préliminaire et de la question I.3. s'appliquent, qui donnent :

K(X) = K(Z) = K(U) = −2

II.4. On se propose de démontrer la réiproque de e résultat. Soit X une variable aléatoire admettant

un kurtosis égal à −2.

a) K(X) = −2 ⇐⇒ µ4(X)

(µ2(X))2
= 1 ⇐⇒ E((X − E(X))4) = (E((X − E(X))2))2

⇐⇒ E(Y 2) = E(Y )2 en posant Y = (X −E(X))2, e qui donne bien :

V (Y ) = E(Y 2)−E(Y )2 = 0.

D'après le résultat de ours rappelé dans l'introdution, ette variane nulle signi�e que

Y = (X − E(X))2 est une variable aléatoire (presque-sûrement) ertaine.

b) Il existe don un ertain réel α, positif puisque Y est une v.a.r. positive tel que, presque-

sûrement :

(X−E(X))2 = α ⇐⇒ X−E(X) =
√
α ou X−E(X) = −√

α ⇐⇒ X = E(X)−√
α

︸ ︷︷ ︸

a

ou X = E(X) +
√
α

︸ ︷︷ ︸

b

Remarque : α n'est pas nul, sinon X serait elle-même une variable presque-ertaine, e qui

est inompatible ave l'existene de son kurtosis.
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) La variable aléatoire X admet alors pour espérane :

E(X) = a.P (X = a) + b.P (X = b) = (E(X)−√
α).P (X = a) + (E(X) +

√
α).P (X = b)

= E(X).(P (X = a) + P (X = b)) +
√
α.(P (X = b)− P (X = a))

Comme P (X = a) + P (X = b) = 1 et α > 0, ette relation donne après simpli�ations :

P (X = a) − P (X = b) = 0 ⇐⇒ P (X = a) = P (X = b), et es deux probabilités sont alors

évidemment toutes deux égales à

1

2
.

La réiproque est don démontrée : X admet un kurtosis égal à la valeur minimale −2 si et

seulement si elle suit une loi uniforme sur un ensemble à deux éléments.

II.5. Il su�t ii de reprendre le kurtosis d'une loi de Bernoulli : K(X) =
1

p(1− p)
−6 pour réaliser que

lorsque p tend vers 0+ (ou vers 1−), son kurtosis tend vers +∞.

Il n'existe don auune majoration du kurtosis valable pour toute variable aléatoire qui en admet

un.

Partie III. Somme de variables

III.1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, entrées, admettant un kurtosis. Les

moments entrés de es deux variables sont don onfondus ave leurs moments ; on développe

alors (X + Y )4 grâe à la formule du bin�me de Newton :

(X + Y )4 =

4∑

k=0

(
4

k

)

XkY 4−k = Y 4 + 4XY 3 + 6X2Y 2 + 4X3Y +X4

La linéarité de l'espérane et l'indépendane de X et Y permettent alors d'érire :

E
(
(X + Y )4

)
= E(Y 4) + 3E(X)E(Y 3) + 6E(X2)E(Y 2) + 4E(X3)E(Y ) + E(X4)

= E(Y 4) + 6V (X)V (Y ) + E(X4)

puisque E(X) = E(Y ) = 0, e qui implique aussi : V (X) = E(X2) et V (Y ) = E(Y 2).

III. 2. Puisque X et Y sont des variables entrées : E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) = 0 + 0 = 0 et les

moments de X + Y sont ses moments entrés.

Ainsi : K(X + Y ) =
E((X + Y )4)

(V (X + Y ))2
− 3, où :

V (X + Y ) = V (X) + V (Y ) puisque X et Y sont indépendantes ; on a aussi :

K(X) =
(E(X))4

V (X)2
− 3 ⇐⇒ E(X4) = V (X)2(K(X) + 3), de même pour Y , d'où :

K(X + Y ) =
V (X)2K(X) + 3V (X)2 + 6V (X)V (Y ) + V (Y )2K(Y ) + 3V (X)2

[V (X) + V (Y )]2
− 3

=
V (X)2K(X) + V (Y )2K(Y ) + 3(V (X)2 + 2V (X)V (Y ) + V (Y )2)

[V (X) + V (Y )]2
− 3

=
V (X)2K(X) + V (Y )2K(Y )

[V (X) + V (Y )]2
+ 3− 3

III.3. Si X et Y sont indépendantes mais non néessairement entrées : alors en notant m = E(X) et
M = E(Y ), X −m et Y −M sont des variables entrées indépendantes, don d'après la question

préédente :

K(X + Y −m−M) =
V (X −m)2K(X −m) + V (Y −M)2K(X −M)

[V (X −m) + V (Y −M)]2
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Or d'après le préliminaire :

K(X + Y − m − M) = K(X + Y ), K(X − m) = K(X), K(Y − M) = K(Y ) et de même

V (X −m) = V (X) et V (Y −M) = V (Y ) d'après les propriétés de la variane.

On a bien :

K(X + Y ) =
V (X)2K(X) + V (Y )2K(Y )

[V (X) + V (Y )]2

dans le as général.

III.4. On montre par réurrene sur n ∈ N
∗
que si X1, X2, . . . , Xn sont n variables aléatoires indépen-

dantes admettant haune un kurtosis, alors :

K

(
n∑

k=1

Xk

)

=

n∑

k=1

V (Xk)
2K(Xk)

(
n∑

k=1

V (Xk)

)2

I. Pour n = 1 : la formule préédente se réérit K(X1) =
V (X1)

2K(X1)

V (X1)2
qui est évidemment

vraie !

H. Supposons la propriété vraie pour un ertain n ∈ N
∗
, et montrons qu'alors elle est enore

vraie au rang n+ 1.
Soient don X1, . . . , Xn, Xn+1 des variables aléatoires mutuellement indépendantes.

Alors X1 + . . . + Xn et Xn+1 sont, d'après le lemme des oalitions, et d'après l'hypothèse de

réurrene et le résultat de la question III.3. :

n+1∑

k=1

Xk =

n∑

k=1

Xk + Xn+1 admet un kurtosis, qui

vaut :

K

(
n+1∑

k=1

Xk

)

=

V

(
n∑

k=1

Xk

)2

K

(
n∑

k=1

Xk

)

+ V (Xn+1)
2K(Xn+1)

[

V

(
n∑

k=1

Xk

)

+ V (Xn+1)

]2

=

(
n∑

k=1

V (Xk)

)2

.

n∑

k=1

V (Xk)
2K(Xk)

(
n∑

k=1

V (Xk)

)2 + V (Xn+1)
2K(Xn+1)

[
n∑

k=1

V (Xk) + V (Xn+1)

]2

=

n∑

k=1

V (Xk)
2K(Xk) + V (Xn+1)

2K(Xn+1)

(
n+1∑

k=1

V (Xk)

)2

=

n+1∑

k=1

V (Xk)
2K(Xk)

(
n+1∑

k=1

V (Xk)

)2

et P(n + 1) est vraie si P(n) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don vraie pour tout n ∈ N
∗
, d'après le

prinipe de réurrene.
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III.5. Soient X une variable aléatoire admettant un kurtosis et (Xn)n∈N∗
une suite de variables aléatoires

indépendantes, de même loi que X . On pose Sn =
n∑

k=1

Xk.

D'après la formule préédente :

K(Sn) =

n∑

k=1

V (Xk)
2K(Xk)

(
n∑

k=1

V (Xk)

)2 =

n∑

k=1

V (X)2K(X)

(
n∑

k=1

V (X)

)2 =
nV (X)2K(X)

(nV (X))2
=

K(X)

n

Et on a bien : lim
n→+∞

K(Sn) = lim
n→+∞

K(X)

n
= 0.

1. On a déjà vu que : si une variable aléatoire admet un kurtosis, sa variable entrée réduite, assoiée

admet le même kurtosis. C'est don le as ii de Sn dont la variable entrée réduite S∗n véri�e

alors : lim
n→+∞

K(S∗n) = 0.

Or d'après le théorème de la limite entrée : la suite de variables aléatoires (S∗n) onverge en loi,

lorsque n tend vers +∞, vers une v.a.r. X qui suit la loi normale entrée réduite. Comme alors,

K(X) = 0, le résultat préédente peut se réérire :

lim
n→+∞

K(Sn) = K(X)

qui exprime qu'on peut ii "passer à la limite (en loi) dans le kurtosis".

⋆⋆⋆ FIN DU SUJET ⋆⋆⋆
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