
MATHÉMATIQUES - EMLyon E 2010

Proposition de orrigé par David Meneu

Lyée Champollion - Grenoble, pour

Exerie 1

Partie I : Un endomorphisme de l'espae vetoriel des matries symétriques

d'ordre 2

1. Les aluls matriiels donnent :

AFA =

(

0 0
0 4

)

, AGA =

(

0 4
4 12

)

, AHA =

(

4 6
6 9

)

.

2. La façon la plus rapide de répondre omplètement à la question est de donner la desription des

matries onstituant l'ensemble S2 :

S2 =

{

M =

(

a b
b c

)

| (a, b, c) ∈ R
3

}

=
{

M = a.F + b.G + c.H| (a, b, c) ∈ R
3
}

= Vect(F,G,H)

Ce qui prouve à la fois que S2 est un sous-espae vetoriel de M2(R) omme sous-espae engendré,

et que (F,G,H) est une famille génératrie de S2.

Il reste don à véri�er si 'est une famille libre, or si a, b, c sont trois réels :

a.F + b.G + c.H = 0 ⇐⇒

(

a b
b c

)

=

(

0 0
0 0

)

⇐⇒ a = b = c = 0.

La famille (F,G,H) est don bien libre, 'est don au �nal une base de S2, et dim(S2) = 3.

On note u l'appliation qui à haque matrie S de S2, assoie la matrie u(S) = ASA.

a) Une matrie est symétrique si et seulement si elle est égale à sa transposée. Soit don S une

matrie de S2 quelonque, on alule ave la propriété de la transposée d'un produit (pour toutes

matries arrées A et B de même format,

t(AB) = tB tA) :

t(ASA) = tA tS tA = ASA ar S et A sont toutes deux symétriques.

Ainsi, on a bien : ∀S ∈ S2, u(S) ∈ S2.

b) Au vu du résultat préédent, il su�t de montrer que u est linéaire pour que e soit un endomor-

phisme de S2.

Soient don M,N deux matries de S2 et λ un réel quelonques :

u(λ.M + N) = A(λ.M +N)A = λ.AMA + ANA = λ.u(M) + u(N) d'après les règles de distri-

butivité du produit matriiel.

Don u est une appliation linéaire de S2 dans lui-même, 'est un endomorphisme de S2.

) Les aluls préliminaires permettent d'érire :

⋆ u(F ) = AFA = 4.H
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⋆ u(G) = AGA = 4.G+ 12.H
⋆ u(H) = AHA = 4.F + 6.G+ 9.H . On en déduit la matrie de u dans la base (F,G,H) de S2 :

u(F ) u(G) u(H)
( )0 0 4 F

0 4 6 G
4 12 9 H

Partie II : Rédution d'une matrie arrée d'ordre 3

On note : I =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 , M =





0 0 4
0 4 6
4 12 9



 , D =





−4 0 0
0 1 0
0 0 16





.

1. L'énoné donne ii les valeurs propres à tester ! Il est don malavisé de aluler brutalement la réduite

de Gauss de M − λ.I3. On teste au ontraire haune des valeurs propres proposées :

⋆ λ = −4 : M + 4.I =

( )4 0 4
0 8 6
4 12 13

L3←L3−L1−−−−−−→

( )4 0 4
0 8 6
0 12 9

L3←2L3−3L2−−−−−−−−→

( )4 0 4
0 8 6
0 0 0

La matrie M +4.I est bien non-inversible (sa réduite de Gauss a une ligne nulle), don −4 est bien

valeur propre de M .

Pour aluler le sous-espae propre assoié, on résout le système :

(M−4.I)X = 0 ⇐⇒





4 0 4
0 8 6
0 0 0









x
y
z



 =





0
0
0



 ⇐⇒

{

4x + 4z = 0
8y + 6z = 0

⇐⇒

{

x = −z

y = −3
4
z
.

Ainsi, E−4(M) = Vect









−1
−3/4
1









, sous-espae propre engendré par un seul veteur non nul, qui

en est don une base.

λ = 1 : M − I =

( )−1 0 4
0 3 6
4 12 8

L3←L3+4L1−−−−−−−→

( )−1 0 4
0 3 6
0 12 24

L3←L3−4L2−−−−−−−→

( )−1 0 4
0 3 6
0 0 0

La matrie M − I est bien non-inversible (sa réduite de Gauss a une ligne nulle), don 1 est bien

valeur propre de M .

(M − I)X = 0 ⇐⇒





−1 0 4
0 3 6
0 0 0









x
y
z



 =





0
0
0



 ⇐⇒

{

−x + 4z = 0
3y + 6z = 0

⇐⇒

{

x = 4z

y = −2z
, d'où : E1(M) = Vect









4
−2
1









, sous-espae propre engendré

par un veteur non nul, qui en est don une base.

⋆ M − 16.I =

( )

−16 0 4
0 −12 6
4 12 −7

L3←4L3+L1−−−−−−−→

( )

−16 0 4
0 −12 6
0 48 −24

L3←L3+4L2−−−−−−−→

( )

−16 0 4
0 −12 6
0 0 0

La matrie M −16I3 est bien non-inversible (sa réduite de Gauss a une ligne nulle), don 16 est bien

valeur propre de M .

(M − 16.I)X = 0 ⇐⇒





−16 0 4
0 −12 6
0 0 0









x
y
z



 =





0
0
0



 ⇐⇒

{

−16x + 4z = 0
−12y + 6z = 0
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⇐⇒

{

x = 1
4
z

y = 1
2
z
, d'où : E16(M) = Vect









1/4
1/2
1









, sous-espae propre engendré par un veteur non

nul, qui en est don une base.

On est ii dans le as d'appliation du ritère su�sant de diagonalisabilité.

En e�et, la matrie M représente l'endomorphisme u d'un espae S2 de dimension 3, et elle possède

au moins 3 valeurs propres distintes ; d'après e ritère :

⋆ M n'a pas d'autres valeurs propres : Sp(M) = {−4, 1, 16} = Sp(u).
⋆ les trois sous-espaes propres sont de dimension 1, et on obtient une base de veteurs propres en

prenant un veteur non nul de haun d'eux.

2. D'après e qui préède, et au vu de la première ligne imposée de la matrie de passage, la base de

veteurs propres pour M est onstruite en prenant dans l'ordre :

⋆ un veteur de E−4(M) de première oordonnée égale à 4 :





4
3
−4



 = −4.





−1
−3/4
1





(un sous-espae

propre est stable par multipliation externe !),

⋆ puis un veteur de E1(M) de première oordonnée égale à 4 :





4
−2
1





onvient déjà,

⋆ et en�n un veteur de E16(M), de première oordonnée égale à 1 :





1
2
4



 = 4.





1/4
1/2
1





.

La matrie de passage de la base anonique à ette base de veteurs propres, est bien entendu :

P =





4 4 1
3 −2 2
−4 1 4





, dont la formule de hangement de base assure que : M = PDP−1 (on a respeté

l'ordre des valeurs propres lues sur la diagonale de D, dans le hoix des veteurs propres).

3. (D + 4I)(D − I)(D − 16I) =





0 0 0
0 5 0
0 0 20









−5 0 0
0 0 0
0 0 15









−20 0 0
0 −15 0
0 0 0



 = 0 : en e�et, d'après

la règle du produit de matries diagonales : on e�etue les produits des oe�ients diagonaux de

mêmes plaes, mais ii en l'ourrene haun des trois oe�ients diagonaux du produit présente

un fateur 0, don est nul.

4. En développant le produit i-dessus, le résultat préédent devient :

(D2 −D + 4D − 4I)(D − 16I) = D3 − 16D2 + 3D2 − 48D − 4D + 64I = D3 − 13D2 − 52D + 64I,
expression �nalement nulle d'après e qui préède.

La réurrene immédiate habituelle, issue de la relation : M = PDP−1, donne, pour tout entier

n ∈ N :

Mn = PDnP−1

Ainsi :

M3 − 13M2 − 52M + 64I = PD3P−1 − 13PD2P−1 − 52PDP−1 + 64PP−1

= P (D3 − 13D2 − 52D + 64I)P−1 = P0P−1 = 0, e qui donne bien : M3 = 13M2 + 52M − 64I.

5. L'égalité préédente n'est que la tradution matriielle, dans la base (F,G,H) où M représente u,
de l'égalité d'endomorphismes :

u3 = 13u2 + 52u− 64e

3 ©



Exerie 2

Soit f : R → R l'appliation de lasse C2
dé�nie, pour tout x ∈ R, par

f(x) = x− ln(1 + x2)

et C la ourbe représentative de f dans un repère orthonormé. On rappelle que : ln(2) ≈ 0, 69.

Partie I. Étude et traé de C

1. a) Remarquons d'abord que la fontion f est bien de lasse C2
sur R omme omposée de fontions

usuelles de lasse C2
, où : ∀x ∈ R, 1 + x2 > 1 > 0.

∀x ∈ R : f ′(x) = 1−
2x

1 + x2
=

1 + x2 − 2x

1 + x2
=

(1− x)2

1 + x2
.

b) Ainsi : ∀x ∈ R, f ′(x) > 0 (ne s'annule qu'en x = 1), e qui prouve que la fontion f est

stritement roissante sur R.

)

∀x ∈ R : f”(x) =
(2x− 2)(1 + x2)− (x2 − 2x+ 1)(2x)

(1 + x2)2
=

(x− 1)[2(1 + x2)− (x− 1).2x]

(1 + x2)2

=
2(x− 1)(x+ 1)

(1 + x2)2
après fatorisation.

2. lim
x→±∞

1 + x2 = +∞, don lim
x→±∞

− ln(1 + x2) = −∞, don : lim
x→−∞

x− ln(1 + x2) = −∞.

Quand x → +∞ :

x− ln(1+x2) = x.

[

1−
ln(1 + x2)

x

]

= x.

[

1−
ln(x2(1 + 1/x2))

x

]

= x.

[

1− 2.
ln(x)

x
−

ln(1 + 1/x2)

x

]

,

où :

lim
x→+∞

ln(x)

x
= 0 par roissanes omparées, et lim

x→+∞
ln(1 + 1/x2) = ln(1) = 0,

don lim
x→+∞

ln(1 + 1/x2)

x
= 0. Ainsi : lim

x→+∞
f(x) = +∞.1 = +∞.

3. Les limites de f en ±∞ étant in�nies, il faut étudier : lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞
1−

ln(1 + x2)

x
.

Pour x > 0 : 1−
ln(1 + x2)

x
= 1− 2.

ln(x)

x
−

ln(1 + 1/x2)

x
, don lim

x→+∞

f(x)

x
= 1.

Pour x < 0 il faut bien sûr être plus soigneux ! On érit :

1 −
ln(1 + x2)

x
= 1 −

ln(x2(1 + 1/x2))

x
= 1 − 2.

ln(|x|)

x
−

ln(1 + 1/x2)

x
, ave : lim

x→−∞

ln(|x|)

x
= 0, et

lim
x→−∞

ln(1 + 1/x2)

x
= 0, soit : lim

x→−∞

f(x)

x
= 1.

Ainsi : f(x) ∼
x→±∞

x. On étudie alors : f(x)− x = − ln(1 + x2) −−−−→
x→±∞

−∞ :

on onlut don que la ourbe C admet une branhe parabolique d'axe la droite d'équation y = x.

4. La fontion f est de lasse C2
sur R, un point d'in�exion de C a don pour absisse une valeur x0

telle que f” s'annule en hangeant de signe en x0.
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∀x ∈ R : f”(x) = 2.
(x− 1)(x+ 1)

(1 + x2)2
, de ette forme fatorisée on déduit le tableau de signe de la

dérivée seonde :

x −∞ −1 1 +∞
(x− 1) − − 0 +
(x+ 1) − 0 + +
f”(x) + 0 − 0 +

Et on onstate que C admet deux points d'in�exion :

M1(−1; f(−1) = −1− ln(2)) etM2(1; f(1) = 1− ln(2)).

5. La tangente T0 à C au point d'absisse 0 a pour équation : y = f ′(0)(x− 0) + f(0) ⇐⇒ y = x

La tangente T1 à C au point d'absisse 1 a pour équation : y = f ′(1)(x−1)+f(1) ⇐⇒ y = 1− ln(2)

La tangente T−1 à C au point d'absisse −1 a pour équation :

y = f ′(−1)(x+ 1) + f(−1) ⇐⇒ y = 2x+ 2− 1− ln(2) ⇐⇒ y = 2x+ 1− ln(2).

On trae alors la ourbe C à l'aide de es trois tangentes, en prenant soin de respeter leurs positions

relatives :

C est au-dessous de T0 sur [−1; 1], puisque f est onave sur et intervalle.

C traverse les tangentes T1 et T−1 aux deux points d'in�exion alulés préédemment.

0 1 2 3 4−1

0

1

2

−1

−2

−3

−4

(C)

6. La fontion x 7→ x× f(x) est bien ontinue sur [0, 1] omme produit de fontions ontinues sur et

intervalle, don l'intégrale existe et :

∫ 1

0

x× f(x)dx =

∫ 1

0

(x2 − x ln(1 + x2))dx =

∫ 1

0

x2dx−

∫ 1

0

x ln(1 + x2)dx

La première intégrale vaut bien sûr :

[

x3

3

]1

0

=
1

3
, on réalise le hangement de variable proposé :

t = 1 + x2 = u(x) dans la deuxième seulement :
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⋆ u : x 7→ 1 + x2
est bien de lasse C1

sur [0, 1], et dt = u′(x)dx = 2xdx.

⋆ Ainsi : x ln(1 + x2)dx =
1

2
. ln(1 + x2).2xdx =

1

2
ln(t)dt.

⋆ Lorsque x = 0, t = 1 + 02 = 1 ; lorsque x = 1, t = 1 + 12 = 2

Don par hangement de variable :

∫ 1

0

x ln(1 + x2)dx =
1

2

∫ 2

1

ln(t)dt =
1

2
. [t. ln(t)− t]21 =

1

2
.[2 ln(2)− 2− 0 + 1] = ln(2)−

1

2
.

D'où :

∫ 1

0

x× f(x)dx =
1

3
− ln(2) +

1

2
=

5

6
− ln(2).

Partie II : Étude d'une suite et d'une série assoiées à f

On onsidère la suite (un)n∈N dé�nie par u0 = 1 et :

∀n ∈ N, un+1 = f(un)

7. Pour tout entier n ∈ N : un+1 − un = f(un)− un = un − ln(1 + u2
n)− un = − ln(1 + u2

n).

Puisque : ∀n ∈ N, 1+u2
n > 1 (u2

n > 0) : ln(1+u2
n) > ln(1) par roissane de ln sur R

∗
+, et don :

∀n ∈ N, un+1 − un = − ln(1 + u2
n) 6 0, e qui prouve que la suite (un)n∈N est déroissante.

8. Dans ette question, il fallait faire preuve d'initiative... puisque la suite (un) est déroissante, elle

onverge si et seulement si elle est majorée.

L'étude de la fontion f , le traé de C et le alul, par exemple, de u1 = f(u0) = 1 − ln(2) ≈ 0, 31
initent à tenter de prouver que : ∀n ∈ N, un > 0, e qu'on fait par réurrene.

I. La propriété est évidemment vraie pour n = 0.

H. Si pour un ertain entier n ∈ N, un > 0 : alors par roissane de f sur R :

un+1 = f(un) > f(0) = 0− ln(1) = 0 e qui prouve bien la propriété au rang n+ 1.

C. La propriété est don initialisée et héréditaire : elle est don vraie pour tout entier n ∈ N, selon

le prinipe de réurrene, et : ∀n ∈ N, un > 0.

La suite (un) est don déroissante, minorée par 0 : elle onverge don selon le théorème de limite

monotone. De plus, puisque f est ontinue sur R, et que : ∀n ∈ N, un+1 = f(un), sa limite est un

point �xe de f , solution de l'équation :

f(x) = x ⇐⇒ x− ln(1 + x2) = x ⇐⇒ ln(1 + x2) = 0 ⇐⇒ 1 + x2 = 1 ⇐⇒ x2 = 0 ⇐⇒ x = 0.

Finalement, lim
n→+∞

un = 0 .

9. Sript Silab : on alule les termes suessifs de la suite par appliation de la relation de réurrene :

un+1 = f(un), tant que la distane de un à sa limite 0 est trop grande.

u=1

n=0

while u > 1e-3

u=u-log(1+u^2)

n=n+1

end

disp(n)

L'exéution du sript rend : n = 993 (premier rang pour lequel un 6 10−3, e qui suggère une

onvergene assez lente de la suite.
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10. a) Sur l'intervalle [0; 1], on dé�nit la fontion g : x 7→ x −
1

2
x2 − f(x). Elle est dérivable sur [0, 1]

omme somme de fontions dérivables sur et intervalle, et :

∀x ∈ [0; 1], g′(x) = 1− x− f ′(x) = 1− x− (1−
2x

1 + x2
) =

−x(1 + x2) + 2x

1 + x2

=
x− x3

1 + x2
=

x(1− x2)

1 + x2

Pour x ∈ [0, 1] : 1− x2 > 0, don g′(x) > 0, 'est-à-dire que g est roissante sur [0, 1].
Comme g(0) = 0− f(0) = 0, on a bien :

∀x ∈ [0, 1], g(x) > g(0) = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ [0; 1], x−
1

2
x2

> f(x).

b) La suite (un) étant déroissante de premier terme u0 = 1, et minorée par 0, on a bien :

∀k ∈ N, uk ∈ [0, 1]

et don :

∀k ∈ N, f(uk) 6 uk −
1

2
.u2

k ⇐⇒
1

2
u2
k 6 uk − uk+1 ⇐⇒ u2

k 6 2(uk − uk+1)

pour tout entier k ∈ N.

) Dans la double inégalité : ∀k ∈ N, 0 6 u2
k 6 2(uk − uk+1), on remarque que :

Sn =
n
∑

k=0

2(uk − uk+1) = 2.

[

n
∑

k=0

uk −
n
∑

k=0

uk+1

]

= 2.(u0 − un+1) après télesopage.

Ainsi lim
n→+∞

Sn = 2u0 (puisque lim
n→+∞

un = 0), e qui exprime que la série

∑

k>0

2(uk − uk+1) est

onvergente.

Le théorème de omparaison des séries à termes positifs permet alors de onlure que la série

∑

k>0

u2
k est, elle aussi, onvergente (de somme totale inférieure à 2u0 don).

Exerie 3

Une gare dispose de deux guihets. Trois lients notés C1, C2, C3 arrivent en même temps. Les

lients C1 et C2 se font servir tandis que le lient C3 attend puis e�etue son opération dès que l'un des

deux guihets se libère.

On dé�nit X1, X2, X3 les variables aléatoires égales à la durée de l'opération des lients C1, C2, C3

respetivement. Ces durées sont mesurées en minutes et arrondies à l'unité supérieure ou égale. On

suppose que les variables aléatoires X1, X2, X3 suivent la loi géométrique de paramètre p, p ∈]0; 1[ et
qu'elles sont indépendantes. On note q = 1− p.

On note A l'événement : � C3 termine en dernier son opération �.

Ainsi l'événement A est égal à l'événement : (min(X1, X2) +X3 > max(X1, X2)).
On se propose de aluler la probabilité de A.
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1. On ite ii préisément le ours sur la loi géométrique de paramètre p :

X1(Ω) = N
∗, ∀k ∈ N

∗, P (X1 = k) = qk−1p, E(X1) =
1

p
, V (X1) =

q

p2

On dé�nit la variable aléatoire ∆ = |X1 −X2|.

2. La variable aléatoire∆ représente la distane entre les valeurs réelles prises par les variables aléatoires

X1 et X2 pour une même issue.

Dire que ette distane est nulle, revient à dire que X1 et X2 prennent la même valeur, et puisque

es dernières ont le même univers-image :

[∆ = 0] = [X1 = X2] =

+∞
⋃

k=1

[X1 = k] ∩ [X2 = k]

On a érit une réunion d'événements deux à deux inompatibles, don :

P (∆ = 0) = P (X1 = X2) =
+∞
∑

k=1

P ([X1 = k] ∩ [X2 = k])

=

+∞
∑

k=1

P (X1 = k)× P (X2 = k) par indépendane de X1 et X2

=

+∞
∑

k=1

q2k−2p2
[j=k−1]
= p2

+∞
∑

j=0

q2j où : q2j = (q2)j

= p2 ×
1

1− q2
=

p2

(1− q)(1 + q)
série géométrique de raison q2 ∈]0, 1[

P (∆ = 0) =
p

1 + q

3. Soit n un entier naturel non nul.

a) La forme du résultat demandé inite à iter ii la formule des probabilités totales, ave le système

omplet d'événements ([X2 = k])k∈N∗, de probabilités toutes non nulles, pour érire :

P (X1 −X2 = n) =
+∞
∑

k=1

P ([X2 = k] ∩ [X1 −X2 = n]) =
+∞
∑

k=1

P ([X2 = k] ∩ [X1 = n+ k])

=

+∞
∑

k=1

P (X2 = k)× P (X1 = n+ k) par indépendane de X1 et X2

b) On remarque ii que, pour tout n ∈ N
∗
: [∆ = n] = [|X1−X2| = n] = [X1−X2 = n]∪[X2−X1 = n],

réunion de deux événements inompatibles (ar n > 0), dont les probabilités sont d'ailleurs égales
puisque X1 et X2 suivent la même loi ; don :

∀n ∈ N
∗, P (∆ = n) = P (X1 −X2 = n) + P (X2 −X1 = n) = 2

+∞
∑

k=1

P (X2 = k)× P (X1 = n+ k)

= 2

+∞
∑

k=1

qk−1p× qn+k−1p = 2p2qn
+∞
∑

k=1

q2k−2

= 2p2qn
+∞
∑

j=0

(q2)j =
2p2qn

(1− q2)
=

2p2qn

(1− q)(1 + q)

∀n ∈ N
∗, P (∆ = n) =

2pqn

1 + q
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4. a) La variable aléatoire ∆ admet une espérane si et seulement si la série

∑

n>0

nP (∆ = n) est

absolument onvergente. Comme 'est une série à termes positifs (n ∈ N, et P (∆ = n) est une

probabilité), ela revient à prouver la onvergene simple ; or :

∀N ∈ N
∗,

N
∑

n=01

nP (∆ = n) =
N
∑

n=1

2npqn

1 + q
=

2pq

1 + q

N
∑

n=1

nqn−1

On reonnaît une série géométrique dérivée de raison q ∈]0, 1[, don onvergente : ∆ admet bien

une espérane qui vaut

E(∆) =
2pq

1 + q

+∞
∑

n=1

nqn−1 =
2pq

1 + q
×

1

(1− q)2
=

2q

p(1 + q)

b) On développe (X1 − X2)
2 = X2

1 − 2X1X2 + X2
2 pour onstater que es trois termes admettent

une espérane vu que X1 et X2 admettent une espérane et une variane, et sont indépendantes.

Cette indépendane et la linéarité de l'espérane permet d'érire :

E((X1−X2)
2) = E(X2

1 )−2E(X1)E(X2)+E(X2
2 ) = V (X1)+E(X1)

2−2E(X1)E(X2)+V (X2)+E(X2)
2 = 2V (X1)

puisque X1 et X2 suivent la même loi. On a utilisé ii la formule de Koenig-Huygens.

Comme : ∆2 = |X1 −X2|
2 = (X1 −X2)

2
, le alul préédent prouve que ∆ admet un moment

d'ordre 2, don une variane, qui vaut, d'après la formule de Koenig-Huygens :

V (∆) = E(∆2)− E(∆)2 =
2q

p2
−

4q2

p2(1 + q)2
=

2q(1 + q)2 − 4q2

p2(1 + q)2
=

2q(1 + q2)

p2(1 + q)2

5. Petite question de rédation ii :

l'événement A est égal à [min(X1, X2) +X3 > max(X1, X2)] = [X3 > max(X1, X2)−min(X1, X2)],
or il est faile de voir que pour tous réels a et b :

max(a, b)−min(a, b) =

{

a− b si a > b ⇐⇒ a− b > 0

b− a = −(a− b) si a 6 b ⇐⇒ a− b 6 0
soit : max(a, b)−min(a, b) =

|a− b|,

e qui prouve bien que : A = [X3 > ∆].

6. a) La formule des probabilités totales intervient à nouveau ii, ette fois ave le système omplet

d'évéments ([∆ = k])k∈N de probabilités toutes non nulles, pour érire :

P (A) = P (X3 > ∆) =

+∞
∑

k=0

P ([∆ = k] ∩ [X3 > ∆]) =

+∞
∑

k=0

P ([∆ = n] ∩ [X3 > k]) =

+∞
∑

k=0

P (∆ = k)× P (X3 > k)

puisque les variables aléatoires X1, X2, X3 sont mutuellement indépendantes, e qui implique que

X3 est indépendante de ∆ = |X1 −X2|.

b) On onnaît déjà la loi de ∆, et le résultat lassique sur la loi géométrique suivie par X3 donne :

∀k ∈ N, P (X3 > k) = qk (k essais n'ont pas été su�sants pour obtenir le premier suès, ils ont

tous été des éhes). D'où, en prenant garde que P (∆ = 0) ne suit pas la formule générale des

autres probabilités de la loi :

P (A) = P (∆ = 0)× P (X3 > 0) +

+∞
∑

k=1

P (∆ = k)× P (X3 > k) =
p

1 + q
× 1 +

+∞
∑

k=1

2pqk

1 + q
× qk

=
p

1 + q
+

2p

1 + q

+∞
∑

k=1

q2k =
p

1 + q
.

[

1 + 2

+∞
∑

k=1

(q2)k

]

=
p

1 + q
.

[

1 +
2q2

1− q2

]

=
p.(1 + q2)

(1 + q)(1− q2)

P (A) =
1 + q2

(1 + q)2
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Partie II

Dans ette partie, X est une variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramètre p, p ∈]0; 1[
et Y est une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre λ, λ ∈]0; +∞[.
On note q = 1− p.

On suppose que X et Y sont indépendantes, 'est-à-dire :

∀k ∈ N
∗, ∀t ∈ [0; +∞[, P ([X = k] ∩ [Y 6 t]) = P (X = k)× P (Y 6 t).

1. D'après le ours, une densité de la variable aléatoire Y de loi E(λ) est dé�nie par :

∀x ∈ R, fY (x) =

{

0 si x 6 0

λ.e−λ.x si x > 0

2. On dé�nit la variable aléatoire Z =
X

Y
.

(Remarque : omme P (Y = 0) = 0 puisque Y est à densité, Z est bien presque-sûrement dé�nie.)

a) On utilise à nouveau la formule des probabilités totales, ave le système omplet d'événements

([X = k])k∈N∗ , de probabilités non nulles, pour érire :

∀t ∈ [0,+∞[, P (Z > t) =
+∞
∑

k=1

P ([X = k]∩[Z > t]) =
+∞
∑

k=1

P ([X = k]∩[
Y

X
> t]) =

+∞
∑

k=1

P ([X = k]∩[Y > kt])

Or, selon la dé�nition de l'indépendane des variables aléatoires X et Y :

∀t ∈ [0,+∞[, ∀k ∈ N
∗, P ([X = k] ∩ [Y > kt]) = P (X = k)− P ([X = k] ∩ [Y < kt])

= P (X = k)− P ([X = k] ∩ [Y 6 kt])

puisque Y est une variable à densité, soit :

P ([X = k] ∩ [Y > kt]) = P (X = k)− P (X = k)× P (Y 6 kt) = P (X = k)(1− P (Y 6 kt))

= P (X = k)× P (Y > kt) = P (X = k)× P (Y > kt)

e qui donne bien la formule sommatoire voulue.

Remarque : les aluls peuvent ii sembler inutilement longs, mais si on veut vraiment respeter

les dé�nitions et règles de alul, haque étape est bien néessaire !

b) On peut don �nir le alul expliite :

∀t ∈ [0,+∞[, P (Z > t) =

+∞
∑

k=1

qk−1p× e−λkt d'après le ours sur la loi exponentielle

=
p

q

+∞
∑

k=1

(q × e−λt)k =
p

q
×

qe−λt

1− qe−λt
série géométrique, où 0 < qe−λt < 1

∀t ∈ [0,+∞[, P (Z > t) =
pe−λt

1− qe−λt

) Il aurait été vraiment plus simple de aluler en fait, pour tout réel t ∈ [0,+∞[, le réel P (Z > t)
qui par un raisonnement tout à fait analogue à e qui préède, vaut :

P (Z > t) =
+∞
∑

k=1

P (X = k)× P (Y > kt) =
+∞
∑

k=1

P (X = k)× P (Y > kt) = P (Z > t)
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puisque Y est une variable à densité. On obtient ainsi :

∀t ∈ [0,+∞[, P (Z 6 t) = 1− P (Z > t) = 1− P (Z > t) = 1−
pe−λt

1− qe−λt

Comme X et Y sont deux variables aléatoires positives, il est par ailleurs lair que Z =
X

Y
l'est

aussi, et : ∀t ∈]−∞, 0[, P (Z 6 t) = 0. Ainsi :

� La fontion de répartition FZ : t 7→ P (Z 6 t) est ontinue et même de lasse C1
sur ]−∞, 0[

omme fontion onstante nulle, et sur ]0,+∞[ omme quotient de fontions de lasse C1
,

ave :

∀t ∈]0,+∞[, qe−λt < q < 1 =⇒ 1− qe−λt 6= 0.

� lim
t→0−

FZ(t) = lim
t→0−

0 = 0, et lim
t→0+

FZ(t) = lim
t→0+

1−
pe−λt

1− qe−λt
= 1−

p

1− q
= 1− 1 = 0 = FZ(0),

don FZ est ontinue en 0, et �nalement sur R.

La fontion de répartition de la variable aléatoire Z est don ontinue sur R, de lasse C1
sur

R sauf peut-être en 0 : on en déduit que Z est une variable à densité. Une densité fZ de Z est

dé�nie par :







∀t ∈]−∞, 0], fZ(t) = 0

∀t ∈]0,+∞[, fZ(t) = F ′Z(t) = 0−
−λpe−λt(1− qe−λt)− pe−λtλqe−λt

(1− qe−λt)2
=

λpe−λt

(1− q−λt)2
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