
MATHÉMATIQUES - EMLyon E 2009

Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

On note f : R → R l'appli
ation dé�nie, pour tout x ∈ R, par :

f(x) =

{ x

ex − 1
si x 6= 0

1 si x = 0

Partie I : Étude d'une fon
tion

1. a) On donne deux arguments su

essifs, 
omme toujours :

� Sur ]−∞, 0[ et ]0,+∞[ : f est bien dé�nie 
ar ex − 1 ne s'annule qu'en 0, et 
ontinue 
omme

quotient de fon
tions de référen
e 
ontinues sur 
ha
un de 
es deux intervalles.

� En 0 : la limite 
lassique du 
ours (qui vient de la dérivabilité en 0 de exp : lim
x→0

ex − 1

x
= 1,

donne par inverse :

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x

ex − 1
= 1 = f(0), don
 f est aussi 
ontinue en 0.

La fon
tion f est don
 bien 
ontinue sur tout R.

b) La fon
tion f est bien dé�nie et de 
lasse C1
sur 
ha
un des intervalles ]−∞, 0[ et ]0,+∞[ 
omme

on l'a déjà dit, elle y est en fait de 
lasse C1

omme quotient de fon
tions de référen
e elles-mêmes

de 
lasse C1
.

∀x ∈]−∞, 0[∪]0,+∞[: f ′(x) =
ex − 1− xex

(ex − 1)2
=

(1− x)ex − 1

(ex − 1)2


) On utilise i
i le développement limité à l'ordre 2 de exp au voisinage de 0 :

ex = 1 + x+
x2

2
+ o(x2)

qui permet d'é
rire, pour x au voisinage de 0 (et x 6= 0) :

f ′(x) =
(1− x).(1 + x+ 1

2
x2 + o(x2))− 1

(1 + x+ 1

2
x2 + o(x2)− 1)2

=
1 + x+ 1

2
x2 − x− x2 + o(x2)

(x+ 1

2
x2 + o(x2))2

=
−1

2
x2 + o(x2)

x2 + o(x2)
=

−1

2
+ o(1)

1 + o(1)

après simpli�
ation par x2
. On a bien :

lim
x→0

f ′(x) = −
1

2

d) Le théorème qui permet de répondre immédiatement à 
ette question n'st plus au programme

o�
iel de ECE... Appelé généralement théorème de prolongement de la dérivée, il fait appel aux

hypothèses suivantes, toutees bien véri�ées par f :
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� f est 
ontinue sur R

� f est de 
lasse C1
sur R

∗

� f ′(x) admet une limite �nie en 0, i
i −
1

2

Alors : f est dérivable en 0 et même de 
lasse C1
sur R, ave
 f ′(0) = −

1

2
.

En l'absen
e de 
e théorème, on est obligé de revenir d'abord à l'étude de la dérivabilité de f en

0, et don
 d'étudier la limite du taux d'a

roissement de f en 0 :

Pour x 6= 0,
f(x)− f(0)

x− 0
=

1

x
.

[

x

ex − 1
− 1

]

=
1

x
.
x− ex + 1

ex − 1

=
1

x
.
x− 1− x− 1

2
x2 + o(x2) + 1

1 + x+ 1

2
x2 + o(x2)

=
−1

2
x2 + o(x2)

x2 + o(x2)

=
−1

2
+ o(1)

1 + o(1)

On a l'impression de revenir au même point... I
i on 
on
lut que :

lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
=

−1

2
+ 0

1 + 0
= −

1

2


e qui prouve que : f est bien dérivable en 0, ave
 f ′(0) = −
1

2
.

Le 
al
ul fait à la question 
) a�rme alors : lim
x→0

f ′(x) = f ′(0), don
 que f ′
est 
ontinue en 0,

et �nalement f est bien de 
lasse C1
sur R... ouf !

2. a) L'appli
ation u : x 7→ (1 − x)ex − 1 est bien dé�nie et de 
lasse C1
sur R 
omme somme et

produit de fon
tions de 
lasse C1
sur R, et :

∀x ∈ R, u′(x) = −ex + (1− x)ex − 0 = −xex

Pour tout x ∈ R, ex > 0 don
 u′(x) est du signe de −x, don
 :

u est stri
tement 
roissante sur R− et stri
tement dé
roissante sur R+.

La fon
tion u admet don
 un maximum atteint en x = 0, qui vaut :

u(0) = (1− 0)e0 − 1 = 1− 1 = 0

b) On remarque i
i que : ∀x ∈]−∞, 0[∪]0,+∞[, f ′(x) =
u(x)

(ex − 1)2
.

Sur R
∗, (ex − 1)2 > 0, don
 f ′(x) est du signe de u(x), et 
omme on vient de le voir :

∀x ∈ R
∗, u(x) < u(0) = 0 (maximum stri
t 
ar u′

ne s'annule qu'en 0), 
e qui implique :

∀x ∈ R
∗, f ′(x) < 0

En�n, 
omme on a vu que f ′(0) = −
1

2
, on peut e�e
tivement é
rire :

∀x ∈ R, f ′(x) < 0


) Cal
ul des limites de f :

�

lim
x→−∞

x = −∞

lim
x→−∞

ex − 1 = 0− 1 = −1

}

don
 par quotient : lim
x→−∞

x

ex − 1
= +∞ = lim

x→−∞

f(x).
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� En +∞, on la forme indéterminée "

∞

∞
" se résout très simplement par la méthode habituelle :

x

ex − 1
=

x

ex(1− e−x)
=

x

ex
.

1

1− e−x
, où :

lim
x→+∞

x

ex
= 0 (
roissan
es 
omparées)

lim
x→+∞

1

1− e−x
=

1

1− 0
= 1







par produit : lim
x→+∞

x

ex − 1
= 0 = lim

x→+∞

f(x).

La question pré
édente permet d'a�rmer que f est stri
tement dé
roissante sur tout R, d'où le

tableau :

x −∞ +∞

f ′(x)

f

−

+∞

0

d) On sait déjà que lim
x→−∞

f(x) = +∞, on sait qu'alors il faut étudier :

lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞

1

ex − 1
=

1

0− 1
= −1.

Il faut don
 étudier pour �nir, la limite de :

f(x)− (−x) =
x

ex − 1
+ x =

xex

ex − 1
.

lim
x→−∞

xex = 0 (
roissan
es 
omparées)

lim
x→−∞

ex − 1 = 0− 1 = −1

}

par quotient : lim
x→−∞

xex

ex − 1
= 0 = lim

x→0
f(x) + x,


e qui permet de 
on
lure que la 
ourbe de f admet au voisinage de −∞, une droite asymptote

oblique d'équation : y = −x .

En +∞, puisque lim
x→+∞

f(x) = 0, on 
on
lut dire
tement que la 
ourbe de f admet une asymptote

horizontale qui est l'axe des abs
isses.

e) On tra
e l'allure de la 
ourbe représentative de f en tenant 
ompte de toutes les informations

pré
édentes.

On peut penser à tra
er tangente à la 
ourbe de f au point d'abs
isse 0 , qui a pour équation :

y = f ′(0)(x− 0) + f(0) ⇐⇒ y = −
1

2
x+ 1

0 1 2 3 4−1−2−3−4−5
0

1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

−5

y
=
−
x

(Cf )
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Partie II : Étude d'une suite ré
urrente asso
iée à la fon
tion f

On 
onsidère la suite (un)n∈N dé�nie par u0 = 1 et, pour tout n ∈ N, un+1 = f(un).

1. Pour une fois, on demande de résoudre par le 
al
ul l'équation f(x) = x... !

Il est 
lair que x = 0 n'est pas solution puisque f(0) = 1 6= 0, on 
her
he don
 x non-nul tel que :

f(x) = x ⇐⇒
x

ex − 1
= x ⇐⇒

1

ex − 1
= 1 ⇐⇒ ex − 1 = 1 ⇐⇒ ex = 2 ⇐⇒ x = ln(2)

La fon
tion f admet bien un unique point �xe, à savoir α = ln(2).

2. a) L'inégalité voulue dans 
ette question demande d'introduire la fon
tion g : x 7→ e2x − 2xex − 1,
bien dé�nie et de 
lasse C1

sur [0,+∞[ 
omme somme et produit de fon
tions de 
lasse C1
sur


et intervalle.

∀x ∈ [0,+∞[: g′(x) = 2ex2x− 2ex − 2xex − 0 = 2ex(ex − 1− x)

Pour tout x ∈ [0,+∞[, 2ex > 0 don
 le signe de g′(x) est 
elui de ex − 1− x.

On peut alors faire une nouvelle étude de fon
tion, 
elle de h : x 7→ ex − 1 − x sur [0,+∞[ où
elle est de 
lasse C1

:

∀x ∈ [0,+∞[, h′(x) = ex − 1 > 0 puisqu'i
i x > 0.

La fon
tion h est don
 
roissante sur [0,+∞[, don
 : ∀x ∈ [0,+∞[, h(x) > h(0) = e0−1−0 = 0.

On en déduit : ∀x ∈ [0,+∞[, g′(x) > 0, don
 g est 
roissante sur [0,+∞[, et par 
onséquent :

∀x ∈ [0,+∞[, e2x − 2xex − 1 = g(x) > g(0) = e0 − 2.0.e0 − 1 = 1− 1 = 0

b) Une simple rédu
tion au même dénominateur dans 
ette question... !

∀x ∈]0; +∞[, f ′(x) +
1

2
=

(1− x)ex − 1

(ex − 1)2
+

1

2
=

2(1− x)ex − 1 + (ex − 1)2

2(ex − 1)2

=
2ex − 2xex − 2 + e2x − 2ex + 1

2(ex − 1)2
=

e2x − 2xex − 1

(ex − 1)2


) On a déjà vu à la question 2.b) de la partie I que : ∀x ∈ [0,+∞[, f ′(x) < 0.

On sait aussi que f ′(0) = −
1

2
, et d'après les deux questions pré
édentes :

∀x ∈]0,+∞[, f ′(x) +
1

2
=

e2x − 2xex − 1

2(ex − 1)2
> 0 
omme quotient de deux réels positifs, 
e qui se

réé
rit : ∀x ∈]0,+∞[, f ′(x) > −
1

2
, et a
hève de démontrer que :

∀x ∈ [0,+∞[, −
1

2
6 f ′(x) < 0

d) La forme de l'inégalité demandée évoque bien sûr l'Inégalité des A

roissements Finis, dont il

faut soigneusement véri�er les hypothèses né
essaires pour l'utiliser :

� On 
ommen
e par bien pré
iser l'intervalle, i
i I = [0,+∞[, sur lequel on a vu que f est

dérivable ;

� Pour tout x ∈ [0,+∞[ : −
1

2
6 f ′(x) < 0 6

1

2
, 
e qui implique : ∀x ∈ [0,+∞[, |f ′(x)| 6

1

2
.
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� α = ln(2) appartient bien à I = [0,+∞[, il faut aussi véri�er que un ∈ I pour tout entier

n ∈ N ! 
e qui se fait par une ré
urren
e très rapide :

I. u0 = 1 ∈ I.

H. Supposons que pour un 
ertain entier n ∈ N, un ∈ I = [0,+∞[.
Alors d'après le tableau des variations de f : 0 < f(un) 6 f(0) = 1,
don
 un+1 = f(un) ∈ I = [0,+∞[.

C. La propriété est initialisée et héréditaire, elle est don
 vraie pour tout n ∈ N, d'après le

prin
ipe de ré
urren
e.

Toutes les 
onditions sont don
 réunies pour utiliser l'Inégalité des A

roissements Finis, qui

a�rme que :

∀n ∈ N |f(un)− f(α)| 6
1

2
|un − α| ⇐⇒ ∀n ∈ N, |un+1 − α| 6

1

2
|un − α|

3. On démontre en�n par ré
urren
e sur n ∈ N la propriété P(n) : |un − α| 6
1

2n
(1− α).

I. Pour n = 0 : |u0−α| = |1− ln(2)| = 1−α puisque ln(2) < 1 don
 on a bien |u0−α| 6
1

20
(1−α).

H. Supposons la propriété vraie pour un 
ertain entier n ∈ N, et montrons qu'alors P(n + 1) l'est

aussi, soit : |un+1 − α| 6
1

2n+1
.

On sait que : |un − α| 6
1

2n
(1− α), don


1

2
|un − α| 6

1

2n+1
(1− α).

Mais 
omme |un+1 − α| 6
1

2
|un − α|, on a bien, par transitivité de l'inégalité :

|un+1 − α| 6
1

2n+1
(1− α)

C. La propriété est initialisée et héréditaire, elle est don
 vraie pour tout entier n ∈ N, d'après le

prin
ipe de ré
urren
e.

4. La valeur absolue prenant toujours des valeurs positives, on peut don
 é
rire :

∀n ∈ N, 0 6 |un − α| 6
1

2n
(1− α)

Et 
omme lim
n→+∞

1

2n
(1− α) = 0 (2 > 1), le théorème d'en
adrement permet de 
on
lure que :

lim
n→+∞

|un − α| = 0 ⇐⇒ lim
n→+∞

un = α

5. L'étude mathématique pré
édente permet de dé�nir le prin
ipe de l'algorithme demandé : on 
al
ule

les termes su

essifs de la suite (un) en utilisant la relation de ré
urren
e : un+1 = f(un) vraie pour

tout n ∈ N, jusqu'à 
e que |un − α| < 10−9
soit vraie, 
e qui est vrai dès que

1

2n
(1− ln(2)) < 10−9

l'est. On 
ontinue don
 tant qu'au 
ontraire,

1

2n
(1− ln(2)) > 10−9

.

fun
tion y=f(x)

if x==0 then

y=1

else

y=x/(exp(x)-1)

end

endfun
tion
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u=1

n=0

while (1-log(2))/2^n > 1e-9

u = f(u)

n=n+1

end

disp(n)

Partie III : Étude d'une fon
tion dé�nie par une intégrale

On note G : R → R l'appli
ation dé�nie, pour tout x ∈ R, par :

G(x) =

∫

2x

x

f(t)dt

1. La fon
tion f étant 
ontinue sur R, elle y admet des primitives ; soit F l'une d'elles : 
'est don
 une

fon
tion de 
lasse C1
, grâ
e à laquelle on peut é
rire :

∀x ∈ R, G(x) = F (2x)− F (x)

On peut don
 
on
lure que G est elle-même de 
lasse C1
sur R, 
omme somme et 
omposée de telles

fon
tions. D'ailleurs, et d'après la formule de dérivation d'une 
omposée :

∀x ∈ R, G′(x) = 2.F ′(2x)− F ′(x) = 2f(2x)− f(x)

On distingue don
, en e�et, deux expressions possibles de G′(x), suivant que x est nul ou pas :

� Si x = 0 : G′(0) = 2f(0)− f(0) = f(0) = 1.
� Pour tout x 6= 0 :

G′(x) = 2.
2x

e2x − 1
−

x

ex − 1
=

4x− x(ex + 1)

e2x − 1
=

x(3 − ex)

e2x − 1

Puisqu'évidemment : e2x − 1 = (ex − 1)(ex + 1), identité remarquable indispensable pour une

rédu
tion au même dénominateur e�
a
e i
i !

2. a) On sait que la fon
tion f est stri
tement dé
roissante et positive sur R. Pour tout réel x ∈ [0,+∞[ :
x 6 2x, don


∀x ∈ [0,+∞[, ∀t ∈ [x, 2x], f(x) > f(t) > f(2x) > 0

L'inégalité de la moyenne appliquée à f bien 
ontinue sur [0,+∞[, ave
 i
i x 6 2x, donne :

∀x ∈ [0,+∞[, f(x).(2x− x) >

∫

2x

x

f(t)dt > 0.(2x− x) =⇒ ∀x ∈ [0,+∞[, xf(x) > G(x) > 0

Or : lim
x→+∞

xf(x) = lim
x→+∞

x2

ex − 1
= 0 par 
roissan
es 
omparées.

Le théorème d'en
adrement s'applique don
 i
i, qui permet d'é
rire :

lim
x→+∞

G(x) = 0

b) Pour tout x appartenant à ]−∞, 0] : 
ette fois, 2x 6 x mais f est toujours dé
roissante et positive

sur l'intervalle, et :

∀x ∈]−∞, 0], ∀t ∈ [2x, x], f(2x) > f(t) > f(x)
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L'inégalité de la moyenne donne 
ette fois, étant donné qu'on doit é
rire les bornes dans l'ordre


roissant (on ne 
onsidère que la dernière inégalité) :

∀x ∈]−∞, 0],

∫ x

2x

f(t)dt > f(x).(x− 2x) ⇐⇒ −

∫

2x

x

f(t)dt > −xf(x) ⇐⇒ G(x) 6 xf(x)

Il apparaît 
ette fois que : lim
x→−∞

xf(x) = lim
x→−∞

x2

ex − 1
= −∞, don
 par 
omparaison :

lim
x→−∞

G(x) = −∞

3. Comme on 
onnaît l'expression de G′(x) sur R, on détermine son signe à l'aide d'un tableau , sa
hant

que :

e2x − 1 > 0 ⇐⇒ e2x > 1 ⇐⇒ 2x > 0 ⇐⇒ x > 0 et : 3− ex > 0 ⇐⇒ 3 > ex ⇐⇒ ln(3) > x

x −∞ −
0

+ ln(3) + +∞

e2x − 1

3− ex

G′(x)

G

0

0

1 0

− + +

+ + −

+ + −

G(ln(3))

0

−∞

Exer
i
e 2

On 
onsidère les matri
es 
arrées d'ordre trois : A =





0 1 3
0 1 3
0 0 4





et D =





0 0 0
0 1 0
0 0 4





.

Partie I : Rédu
tion de A

1. La matri
e A est évidemment non inversible puisque l'une de ses 
olonnes est nulle.

2. La matri
e A est triangulaire supérieure, don
 ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux, à

savoir 0, 1 et 4.

On se trouve don
 dans la situation où A est une matri
e 
arrée d'ordre 3, possédant 3 valeurs

propres distin
tes : 
'est un 
ritère su�sant pour pouvoir a�rmer que A est diagonalisable, et que

ses trois sous-espa
es propres sont de dimension 1.

3. Il su�t don
, pour diagonaliser A, de déterminer un ve
teur propre pour 
ha
une de ses trois valeurs

propres.

� Il est 
lair que X0 =





1
0
0





est un ve
teur propre de A pour la valeur propre 0,puisque AX0 = 0.
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� On 
her
he ensuite un ve
teur X1 tel que : AX1 = X1 ⇐⇒ (A− I3)X1 = 0.

Comme A− I3 =





−1 1 3
0 0 3
0 0 3





, il est 
lair que X1 =





1
1
0





est solution, don
 ve
teur propre de

A pour la valeur propre 1.

� On 
her
he en�n un ve
teur X4 tel que : AX4 = 4.X4 ⇐⇒ (A− 4.I3)X4 = 0.

Comme A− 4.I4 =





−4 1 3
0 −3 3
0 0 0





, il est fa
ile de voir que X4 =





1
1
1





est solution, don
 ve
teur

propre de A pour la valeur propre 4.

On en déduit que P =





1 1 1
0 1 1
0 0 1





est une matri
e de passage de la base 
anonique de M3,1(R) à

une base de ve
teurs propres pour A, de sorte que : A = PDP−1
.

La matri
e P a bien tous ses éléments diagonaux égaux à 1, 
'est même une matri
e triangulaire

supérieure dont on 
al
ule fa
ilement l'inverse, en résolvant le système : PX = Y pour tout Y =




a

b

c





, d'in
onnue X =





x

y

z





:







x + y + z = a

y + z = b

z = c

⇐⇒











x = a− y − z = a− b

y = b− z = b− c

c = z

don
 P−1 =





1 −1 0
0 1 −1
0 0 1





Partie II : Résolution de l'équation M2 = A

On se propose de résoudre l'équation (1) : M2 = A, d'in
onnue M , matri
e 
arrée d'ordre trois.

Soit M une matri
e 
arrée d'ordre trois. On note N = P−1MP . (La matri
e P a été dé�nie en I.3.)

1. On raisonne par équivalen
es, sa
hant que : N = P−1MP ⇐⇒ M = PNP−1
.

M2 = A ⇐⇒ (PNP−1)(PNP−1) = PDP−1 ⇐⇒ PN2P−1 = PDP−1 ⇐⇒ N2 = D

2. L'impli
ation est 
lassique : N2 = D =⇒ ND = N × N2 = N3 = N2 × N = DN , qui exprime

simplement que N 
ommute ave
 toutes ses puissan
es.

3. La question pré
édente exprime don
 que toute solution de l'équation N2 = D doit 
ommuter ave


D.

On résout don
 l'équation générale ND = DN , d'in
onnue N =





a b c

d e f

g h i





:

ND = DN ⇐⇒





0 b 4c
0 e 4f
0 h 4i



 =





0 0 0
d e f

4g 4h 4i



 ⇐⇒







































b = 0

4c = 0

d = 0

4f = f

4g = 0

4h = h

⇐⇒ b = 0 = c = d = f = g = h

Les matri
es qui 
ommutent ave
 D sont don
 toutes les matri
es de la forme





a 0 0
0 e 0
0 0 i





ave
 a, e, i

des réels quel
onques, 
'est-à-dire toutes les matri
es diagonales.
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On a don
 montré les impli
ations : N2 = D =⇒ ND = DN =⇒ N est diagonale.

4. Pour toute matri
e diagonale N =





a 0 0
0 e 0
0 0 i





:

N2 = D ⇐⇒





a2 0 0
0 e2 0
0 0 i2



 =





0 0 0
0 1 0
0 0 4



 ⇐⇒











a2 = 0

b2 = 1

c2 = 4

⇐⇒











a = 0

b = 1 ou b = −1

c = 2 ou c = −2

Il y a don
 4 matri
es solutions :

N1 =





0 0 0
0 1 0
0 0 2



 , N2 =





0 0 0
0 −1 0
0 0 2



 , N3 =





0 0 0
0 1 0
0 0 −2



 , N4 =





0 0 0
0 −1 0
0 0 −2





5. La solution B de l'équation (1) 
her
hée est don
 : B = PN1P
−1 =





0 1 1
0 1 1
0 0 2





après 
al
ul, puisque

B et N1 ont les mêmes valeurs propres en tant que matri
es semblables.

Partie III : Intervention d'un polyn�me

1. On 
her
he i
i un polyn�me Q(X) = aX2 + bX + c tel que :











Q(0) = 0

Q(1) = 1

Q(4) = 2

⇐⇒











c = 0

a + b+ c = 1

16a+ 4b+ c = 2

⇐⇒











c = 0

a + b = 1

−12b = −14

⇐⇒



















c = 0

b =
7

6

a = 1− b = −
1

6

On trouve bien l'unique polyn�me : Q(X) = −
1

6
X2 +

7

6
X .

2. On a alors :

−
1

6
.A2 +

7

6
.A = −

1

6
.PD2P−1 +

7

6
.PDP−1 = P

(

−
1

6
.D2 +

7

6
.D

)

P−1

Comme D est diagonale, les opérations −
1

6
.D2 +

7

6
.D = Q(D) s'e�e
tuent terme à terme et :

Q(D) =





Q(0) 0 0
0 Q(1) 0
0 0 Q(4)



 =





0 0 0
0 1 0
0 0 2



 = N1, ainsi :

−
1

6
.A2 +

7

6
.A = PN1P

−1 = B

3. On démontre l'équivalen
e demandée par double impli
ation :

” =⇒ ” : si F ∈ M3(R) véri�e AF = FA, alors : A2F = AAF = AFA = FAA = FA2
, et :

BF = (−
1

6
A2 +

7

6
.A)F = −

1

6
.A2F +

7

6
.AF = −

1

6
FA2 +

7

6
.FA = F (−

1

6
.A2 +

7

6
.A) = FB

” ⇐= ” : si BF = FB, alors 
omme B2 = A : AF = B2F = BBF = BFB = FBB = FA.

On a don
 démontré qu'une matri
e 
ommute ave
 A si et seulement si elle 
ommute ave
 sa "ra
ine


arrée matri
ielle" B.
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Exer
i
e 3

Une urne 
ontient des boules blan
hes et des boules noires. La proportion de boules blan
hes est

p ∈]0, 1[ et la proportion de boules noires est q = 1− p ∈]0, 1[.

Partie I : Tirages ave
 arrêt dès qu'une boule noire a été obtenue

Dans 
ette partie, on e�e
tue des tirages su

essifs ave
 remise et on s'arrête dès qu'on a obtenu

une boule noire.

1. La variable aléatoire T égale au nombre de tirages e�e
tués est don
 le temps d'attente d'un premier

su

ès (obtenir une boule noire) dans un pro
essus de Bernoulli sans mémoire, où la probabilité de

su

ès est à 
haque fois q : T suit don
 la loi géométrique de paramètre q.

T (Ω) = N
∗, ∀k ∈ N

∗, P (T = k) = pk−1q, E(T ) =
1

q
et V (T ) =

p

q2

2. La variable aléatoire U 
ompte le nombre de boules blan
hes obtenues avant la première boule noire,

il est don
 
lair que : U = T − 1.
Par 
onséquent, et d'après les propriétés de l'espéran
e (linéarité) et de la varian
e, U admet une

espéran
e et une varian
e qui valent :

E(U) = E(T )− 1 =
1

q
− 1 =

p

q
et V (U) = V (T ) =

p

q2

Partie II : Tirages ave
 arrêt dès qu'une boule blan
he et une boule noire

ont été obtenues

Dans 
ette partie, on e�e
tue des tirages su

essifs ave
 remise et on s'arrête dès que l'on a obtenu

au moins une boule blan
he et au moins une boule noire.

1. La variable aléatoire X est égale au nombre de tirages e�e
tués. Il est 
lair que X(Ω) = J2,+∞J.

a) Pour tout entier k > 2 : l'événement [X = k] est réalisé si et seulement si les k − 1 premiers

tirages ont donné des boules toutes de la même 
ouleur, le k-ième tirage apportant le premier


hangement de 
ouleur. Autrement dit :

∀k > 2, [X = k] = (B1 ∩ B2 ∩ . . . ∩ Bk−1 ∩Nk) ∪ (N1 ∩N2 ∩ . . . ∩Nk−1 ∩Bk)

C'est une réunion de deux événements disjoints, et 
omme les tirages se font ave
 remise :

∀k > 2, P (X = k) =P (B1)× PB1
(B2)× . . .× PB1∩...∩Bk−2

(Bk−1)× PB1∩...∩Bk−1
(Nk)

+ P (N1)× PN1
(N2)× . . .× PN1∩...∩Nk−2

(Nk−1)× PN1∩...∩Nk−1
(Bk)

P (X = k) =qpk−1 + pqk−1

b) La série

∑

k>2

P (X = k) est la somme de deux séries géométriques de raison respe
tives p, q ∈]0, 1[,

don
 elle 
onverge bien, et :

+∞
∑

k=2

P (X = k) =

+∞
∑

k=2

qpk−1 +

+∞
∑

k=2

pqk−1 = p

+∞
∑

j=1

qj + q

+∞
∑

j=1

pj = p.
q

1− q
+ q.

p

1− q
= q + p = 1

On a don
 bien dé�ni la loi d'une variable aléatoire.
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) La variable aléatoire X admet une espéran
e si et seulement si la série

∑

k>2

kP (X = k) est

absolument 
onvergente. C'est une série à termes positifs, don
 la 
onvergen
e simple su�t, et :

∀k > 2, kP (X = k) = q.k.pk − 1 + p.k.qk−1
, la série est une somme de deux séries géométriques

dérivées (auxquelles il manque le premier terme) de raisons p, q ∈]0, 1[, don
 
onvergente. On en

déduit que X admet une espéran
e, qui vaut :

E(X) = p

+∞
∑

k=2

kqk−1 + q

+∞
∑

k=2

kpk−1 = p.

(

1

(1− q)2
− 1

)

+ q

(

1

(1− p)2
− 1

)

= q.

(

1

q2
− 1

)

+ p.

(

1

p2
− 1

)

=
1

q
− q +

1

p
− p =

1

p
+

1

q
− 1

2. a) La variable aléatoire Y est égale au nombre de boules blan
hes obtenues lorsque les tirages s'ar-

rêtent, don
 :

[X = 2] ∩ [Y = 1] est réalisé si et seulement si en deux tirages, on a obtenu une boule de 
haque


ouleur : P ([X = k]∩[Y = 1]) = P ((B1∩N2)∪(N1∩B2)) = P (B1)×PB1
(N2)+P (N1)×PN1

(B2) =
pq + qp = 2pq.

Pour tout entier k > 3 : [X = k] ∩ [Y = 1] est réalisé si et seulement si k tirages sont juste

né
essaires pour obtenir les deux 
ouleurs, une seule boule étant blan
he : 
'est don
 la dernière !

Et [X = k] ∩ [Y = 1] = N1 ∩ . . . ∩Nk−1 ∩ Bk, don
 : ∀k > 3, P ([X = k] ∩ [Y = 1]) = qk−1p.

b) On en déduit, d'après la formule des probabilités totales appliquées ave
 le système 
omplet

d'événements ([X = k])k>2
:

P (Y = 1) =
+∞
∑

k=2

P ([X = k] ∩ [Y = 1]) = 2pq +
+∞
∑

k=3

qk−1p = 2pq + p

+∞
∑

j=2

qj = 2pq + p.
q2

1− q
= 2pq + q2

= q(2p+ q) = q(1 + p)


) La variable aléatoire Y a pour univers-image : Y (Ω) = N
∗
. On a déjà 
al
ulé P (Y = 1), et pour

tout entier k > 2 : [Y = k] est réalisé si et seulement si k boules blan
hes ont été obtenues

lorsqu'on a eu au moins une fois 
ha
une des deux 
ouleurs, 
e qui se produit si et seulement si

B1 ∩ . . . ∩ Bk ∩Nk+1 est réalisé.

Ainsi : ∀k > 2, P (Y = k) = pkq.

On admet que l'espéran
e de Y existe et que : E(Y ) =
1

q
(1 − p + p2) (
e qui n'est pas di�
ile à

véri�er).

3. Les variables aléatoires Y et Z ont des r�les symétriques ; il su�t don
 d'é
hanger les r�les de p et

q pour, de la loi de Y , déduire 
elle de Z :

Z(Ω) = N
∗, P (Z = 1) = p(1 + q) et ∀k > 2, P (Z = k) = qkp

Toujours en é
hangeant les r�les de p et q, et grâ
e au résultat admis pour E(Y ) :

E(Z) =
1

p
(1− q + q2).

4. Soit ω une issue de l'espa
e probabilisé Ω sur lequel sont dé�nies les variables aléatoires X, Y, Z,

pour laquelle l'expérien
e se termine : dans 
e 
as, X(ω) représente le nombre total de boules tirées,

et le dernier tirage est 
elui d'une boule de la deuxième 
ouleur, 
'est-à-dire que :

� soit Y (ω) = 1 et dans 
e 
as Z(ω) = X(ω)− 1
� soit Z(ω) = 1 et alors Y (ω) = X(ω)− 1

Dans les deux 
as, on a bien : Y (ω) × Z(ω) = 1 × (X(ω) − 1), vrai pour presque tout ω ∈ Ω,

'est-à-dire que Y Z et X − 1 sont des variables aléatoires (presque-sûrement) égales.
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5. Du résultat pré
édent, on déduit que Y Z = X−1 admet une espéran
e qui vaut : E(Y Z) = E(X)−1,
don
 le 
ouple (Y, Z) admet une 
ovarian
e qui vaut :

cov(Y, Z) = E(Y Z)− E(Y )E(Z) = E(X)− E(Y )E(Z)− 1

(qu'on pourrait ensuite 
al
uler expli
itement en fon
tion de p et q).
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