
MATHÉMATIQUES - EMLyon E 2008

Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

On admet l'en
adrement suivant : 2, 7 < e < 2, 8.

Partie I : Étude d'une fon
tion

On 
onsidère l'appli
ation f : [0,+∞[→ R dé�nie, pour tout t ∈ [0,+∞[, par :

f(t) =

{

t ln(t)− t si t 6= 0

0 si t = 0

1. La fon
tion f est 
ontinue sur ]0,+∞[ 
omme produit et somme de fon
tions de référen
e 
ontinues

sur 
et intervalle ouvert.

De plus, par 
roissan
es 
omparées : lim
t→0+

t ln(t) = 0, don
 lim
t→0+

f(t) = lim
t→0+

t ln(t)− t = 0 − 0 = 0 =

f(0), don
 f est également 
ontinue en 0.

Finalement, f est bien 
ontinue sur [0,+∞[.

2. La fon
tion f est même de 
lasse C1
sur ]0,+∞[, toujours par produit et somme de fon
tions de


lasse C1
sur 
et intervalle, ave
 :

∀t ∈]0,+∞[, f ′(t) = 1. ln(t) + t.
1

t
− 1 = ln(t)

On a re
onnu que f est en fait une primitive 
lassique de la fon
tion ln sur ]0,+∞[...

3. Pour 
al
uler la limite de f en +∞, il su�t d'é
rire : ∀t ∈]0,+∞[, f(t) = t.(ln(t) − 1), où :

lim
t→+∞

ln(t)− 1 = +∞, don
 lim
t→+∞

f(t) = lim
t→+∞

t.(ln(t)− 1) = +∞ par produit de limites.

4. La fon
tion f a pour dérivée sur ]0,+∞[, la fon
tion ln dont le signe est parfaitement 
onnu, d'où le

tableau :

x

ln(x)

f

0 1

+∞

0

− +

0

−1

+∞

5. La fon
tion f est de 
lasse C1
sur ]0,+∞[, et on sait que sa dérivée, la fon
tion ln, est stri
tement


roissante sur 
et intervalle : 
'est l'un des 
ritères permettant de 
on
lure que f est une fon
tion


onvexe sur ]0,+∞[.

6. On note Γ la 
ourbe représentative de f dans un repère orthonormal (O,~i,~j)/
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a) La fon
tion f est 
ontinue en 0, mais 
on
ernant la dérivabilité en 
e point, si on é
rit le taux

d'a

roissement :

f(t)− f(0)

t− 0
=

t ln(t)− t− 0

t
= ln(t)− 1 −−−−→

t→+∞
+∞

On en déduit que f n'est pas dérivable en 0, mais que sa 
ourbe représentative Γ admet une

demi-tangente verti
ale au point O(0, 0).

b) Pour déterminer les points d'interse
tion de Γ ave
 l'axe des abs
isses, on résout l'équation :

f(t) = 0 ⇐⇒ t ln(t)−t = 0 ⇐⇒ t(ln(t)−1) = 0 ⇐⇒ (t = 0) ou (ln(t) = 1) ⇐⇒ (t = 0) ou t = e

Ainsi : Γ 
oupe l'axe des abs
isses en O(0, 0) et en A(e, 0).


) On sait déjà que lim
t→+∞

f(t) = +∞, on 
al
ule don
 : lim
t→+∞

f(t)

t
= lim

t→+∞
ln(t)− 1 = +∞.

Ce résultat exprime que la 
ourbe Γ admet une bran
he parabolique d'axe (0y) au voisinage de

+∞.

d) On tra
e une allure 
ohérente de Γ en tenant soigneusement 
ompte des résultats pré
édents :

demi-tangente, points remarquables, nature de la bran
he in�nie.

0 1 2 3 4 5 6

0

1

2

3

−1

e

(Cf )

Partie II : Étude d'une fon
tion dé�nie par une intégrale

On 
onsidère l'appli
ation G : ]1,+∞[→ R dé�nie, pour tout x ∈]1,+∞[, par :

G(x) =
1

2

∫ x+1

x−1

f(t)dt.

1. La fon
tion f étant 
ontinue sur l'intervalle [0,+∞[, elle y admet don
 des primitives ; soit F l'une

d'elles, alors on peut é
rire :

∀x ∈]1,+∞[, G(x) =
1

2
[F (t)]x+1

x−1 =
1

2
. (F (x+ 1)− F (x− 1))

En tant que primitive d'une fon
tion 
ontinue : F est de 
lasse C1
sur [0,+∞[. Elle est même de


lasse C2
sur ]0,+∞[, puisque f est de 
lasse C1

sur 
et intervalle.

Comme les fon
tions a�nes x 7→ x − 1 et x 7→ x + 1 sont de 
lasse C1
sur ]1,+∞[, à valeurs dans

]0,+∞[, alors par 
omposition : F est bien de 
lasse C2
sur ]1,+∞[, ave
 :

∀x ∈]1,+∞[, G′(x) =
1

2
(F ′(x+ 1)− F ′(x− 1)) =

1

2
(f(x+ 1)− f(x− 1))

2 ©



∀x ∈]1,+∞[, G′′(x) =
1

2
(f ′(x+ 1)− f ′(x− 1)) =

1

2
(ln(x+ 1)− ln(x− 1))

2. a) Pour tout réel x ∈]1,+∞[ :

0 < x− 1 < x+ 1 don
 ln(x− 1) < ln(x+ 1) ⇐⇒ ln(x+ 1)− ln(x− 1) > 0 ⇐⇒ G′′(x) > 0

On en déduit bien que G′ est une fon
tion stri
tement 
roissante sur ]1,+∞[.

b) Le 
al
ul expli
ite donne :

G′(2) =
1

2
(f(3)− f(1)) =

1

2
(3 ln(3)− 3 + 1) =

1

2
(3 ln(3)− 2)

Or : 3 > e don
 ln(3) > 1, don
 3 ln(3) > 3 > 2, et on a bien : G′(2) =
1

2
(3 ln(3)− 2) > 0.


) On sait que la fon
tion G′ est 
ontinue (
ar G est de 
lasse C2
), stri
tement 
roissante sur

]1,+∞[, ave
 :

G′(2) > 0 et lim
x→1+

f(x − 1) = lim
X→0+

f(X) = 0, don
 lim
x→1+

G′(x) =
1

2
(f(2)− 0) = ln(2) − 1 < 0

puisque 2 < e. Don
 G′ 
hange de signe sur ]1, 2[, par 
onséquent :

D'après le théorème de la bije
tion, l'équation G′(x) = 0, d'in
onnue x ∈]1,+∞[, admet une

unique solution α, véri�ant plus parti
ulièrement : 1 < α < 2.

Partie III : Étude d'une fon
tion de deux variables

On 
onsidère l'appli
ation Φ : ]1,+∞[→ R dé�nie, pour tout (x, y) ∈]1,+∞[2, par :

Φ(x, y) = (y − f(x+ 1))2 + (y − f(x− 1))2

où l'appli
ation f est dé�nie dans la partie I.

1. L'appli
ation f étant de 
lasse C2
sur ]0,+∞[, la fon
tion Φ de deux variables est bien de 
lasse C2

sur ]1,+∞[2, 
omme 
omposée, somme et produit de telles fon
tions, et :

∀(x, y) ∈]1,+∞[2, ∂1(Φ)(x, y) = −2.f ′(x+ 1). (y − f(x+ 1))− 2f ′(x− 1). (y − f(x− 1))

= −2 ln(x+ 1). (y − f(x+ 1))− 2 ln(x− 1). (y − f(x− 1))

∀(x, y) ∈]1,+∞[2, ∂2(Φ)(x, y) = 2 (y − f(x+ 1)) + 2 (y − f(x− 1))

= 4y − 2 (f(x+ 1) + f(x− 1))

2. Au point (α, f(α+ 1)), les dérivées partielles d'ordre 1 valent :

∂1(Φ)(α, f(α+1)) = −2 ln(α+1). (f(α + 1)− f(α + 1))
︸ ︷︷ ︸

=0

−2 ln(α−1). (f(α+ 1)− f(α− 1))
︸ ︷︷ ︸

=2G′(α)

= −4 ln(α−1).G′(α) = 0

par dé�nition de α ! Et :

∂2(Φ)(α, f(α + 1)) = 4f(α + 1)− 2f(α+ 1)− 2f(α− 1) = 2 (f(α + 1)− f(α− 1)) = 4G′(α) = 0

à nouveau. On en 
on
lut que (α, f(α+ 1)) est bien un point 
ritique de Φ.

3. Pour 
on
lure quant à la nature du point 
ritique (α, f(α+ 1)), on doit 
al
uler les dérivées partielles

d'ordre 2 de la fon
tion Φ, de 
lasse C2
sur ]1,+∞[2 :

∀(x, y) ∈]1,+∞[2, ∂2
1,1(Φ)(x, y) = −

2

x+ 1
[y − f(α+ 1)]+2 [ln(x+ 1)]2−

2

x− 1
[y − f(x− 1)]+2 [ln(x− 1)]2

∀(x, y) ∈]1,+∞[2, ∂2
1,2(Φ)(x, y) = ∂2

2,1(Φ)(x, y) = −2 ln(x+ 1)− 2 ln(x− 1)

3 ©



(d'après le théorème de S
hwarz)

∀(x, y) ∈]1,+∞[2, ∂2
2,2(Φ)(x, y) = 4

Á l'évaluation en (α, f(α+ 1)), 
ompte-tenu des simpli�
ations qui surviennent, notamment du fait

que f(α + 1)− f(α + 1) = 2G′(α) = 0, on obtient la Hessienne de Φ en (α, f(α+ 1)) :

H =

(
2 ([ln(α + 1)]2 + [ln(α− 1)]2) −2[ln(α+ 1) + ln(α− 1)]

−2[ln(α + 1) + ln(α− 1)] 4

)

Notons : A = ln(α + 1) et B = ln(α − 1) dans la suite, la Hessienne se réé
rit alors : H =
(

2A2 + 2B2 −2A− 2B

−2A− 2B 4

)

.

Le 
al
ul expli
ite de ses valeurs propres est possible mais hardu : 
et exer
i
e n'est en fait plus vrai-

ment dans l'esprit du nouveau programme ECE ; la question se résout fa
ilement ave
 les notations

de Monge (voir l'an
ien programme), on propose i
i la réda
tion suivante :

� La Hessienne H est, par le théorème de S
hwarz en fait, symétrique réelle : on sait don
 d'après

le théorème admis, qu'elle est d�agonalisable et qu'elle possède don
 deux valeurs propres réelles

distin
tes ou 
onfondues, notons-les λ1 et λ2.

� Ces deux réels sont les valeurs de λ pour lesquelles H − λ.I2 =

(

2A2 + 2B2 − λ −2A− 2B

−2A− 2B 4− λ

)

est non-inversible, don
 de déterminant nul, où :

det(H − λ.I2) = (2A2 + 2B2 − λ)× (4− λ)− (2A+ 2B)2

= λ2 − (2A2 + 2B2 + 4)λ+ 8(A2 +B2)− 4(A+B)2

= λ2 − (2A2 + 2B2 + 4)λ+ 4(A2 +B2 − 2AB).

� Compte-tenu que le déterminant 
i-dessus, trin�me du se
ond degré en λ, a pour ra
ines réelles les

valeurs propres λ1 et λ2, il se fa
torise sous la forme : (λ−λ1)(λ−λ2) = λ2−(λ1+λ2).λ+λ1×λ2.

� Par identi�
ation des 
oe�
ients, on obtient don
 :

⋆ λ1 × λ2 = 4(A − B)2 > 0 puisque A = ln(α + 1) > ln(α − 1) = B. Les deux valeurs propres

sont don
 non nulles et de même signe puisque leur produit est stri
tement positif.

⋆ λ1 + λ2 = 2A2 + 2B2 + 4 > 0, don
 λ1 et λ2 sont stri
tement positives.

On 
on
lut �nalement( !) que la fon
tion Φ admet sur l'ouvert ]1,+∞[2, un minimum lo
al

au point 
ritique (α, f(α+ 1)).
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Exer
i
e 2

On 
onsidère les matri
es 
arrées d'ordre trois suivantes :

A =





1 1 1
0 0 −1
−2 −2 −1



 , B =





2 1 1
−3 −2 −1
1 1 0



 , D =





0 0 0
0 −1 0
0 0 1





Partie I : Rédu
tion simultanée de A et B

1. Les valeurs propres de A sont les réels λ tels que A− λ.I3 est non-inversible.

A− λ.I3 =





1− λ 1 1
0 −λ −1
−2 −2 −1 − λ




L3↔L1−−−−→





−2 −2 −1− λ

0 −λ −1
1− λ 1 1




L3←2L3+(1−λ)L1

−−−−−−−−−−→





−2 −2 −1− λ

0 −λ −1
0 2λ 1 + λ2





L3←L3+2L2−−−−−−−→





−2 −2 −1− λ

0 −λ −1
0 0 λ2 − 1



 = Aλ

La réduite de Gauss Aλ obtenue est non-inversible (et don
 A − λ.I3 également) si et seulement si

l'un des 
oe�
ients diagonaux de 
ette matri
e triangulaire, est nul. Don
 :

Sp(A) = {−1, 0, 1}

Remarque : 
omme A est alors une matri
e 
arrée d'ordre 3 qui possède trois valeurs propres

distin
tes, elle véri�e le 
ritère su�sant selon lequel A est diagonalisable, et tous ses sous-espa
es

propres sont de dimension 1.

On 
al
ule alors les sous-espa
es propres en résolvant su

essivement le système : (A−λ.I3)X = 03,1

d'in
onnue X =





x

y

z



 ∈ M3,1(R) pour 
ha
une des valeurs propres, sa
hant qu'il est équivalent à :

AλX = 0
� Pour λ = 0 :

A0X = 03,1 ⇐⇒





−2 −2 −1
0 0 −1
0 0 −1









x

y

z



 =





0
0
0



 ⇐⇒

{
−2x − 2y − z = 0

−z = 0

⇐⇒

{

y = −x

z = 0

Don
 : E0(A) =











x

−x

0





∣
∣
∣
∣
∣
∣

x ∈ R






= Vect









1
−1
0








.

Comme E0(A) est engendré par un seul ve
teur non-nul, 
elui-
i forme une famille libre, et don


une base de E0(A).

On a d'emblée 
her
hé à obtenir un ve
teur propre de base qui satisfasse la demande de l'énon
é


on
ernant sa deuxième 
oordonnée.

� Pour λ = −1 :

A−1X = 03,1 ⇐⇒





−2 −2 0
0 1 −1
0 0 0









x

y

z



 =





0
0
0



 ⇐⇒

{
−2x − 2y = 0

y − z = 0
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⇐⇒

{

x = −y = −z

y = z

Don
 : E−1(A) =











−z

z

z





∣
∣
∣
∣
∣
∣

z ∈ R






= Vect









−1
1
1








.

Le sous-espa
e propre E−1(A) est à nouveau engendré par un seul ve
teur non-nul, qui en 
onsti-

tue don
 une base et est le ve
teur propre 
her
hé.

� Pour λ = 1 :

A1X = 03,1 ⇐⇒





−2 −2 −2
0 −1 −1
0 0 0









x

y

z



 =





0
0
0



 ⇐⇒

{
−2x − 2y − 2z = 0

−y − z = 0

⇐⇒

{

x = −y − z = 0

z = −y

Don
 : E1(A) =











0
y

−y





∣
∣
∣
∣
∣
∣

y ∈ R






= Vect









0
1
−1








.

Là en
ore, E1(A) est engendré par un ve
teur non-nul qui en 
onstitue don
 une base, et qui


orrespond à la demande de l'énon
é 
on
ernant sa deuxième 
oordonnée.

Sa
hant que A est diagonalisable, on sait en e�et que P =





1 −1 0
−1 1 1
0 1 −1




est la matri
e de passage

de la base 
anonique de R
3
à une base de ve
teurs propres pour A, qui donne lieu à la relation :

A = PDP−1 ave
D =





0 0 0
0 −1 0
0 0 1




la matri
e de l'énon
é

La méthode habituelle de 
al
ul de l'inverse donne : P−1 =





2 1 1
1 1 1
1 1 0




.

2. Les 
al
uls matri
iels donnent :

C = P−1BP = P−1





1 0 0
−1 0 −1
0 0 1



 =





1 0 0
0 0 0
0 0 −1





Qui est bien une matri
e diagonale. Remarquons don
 que B = PCP−1 est don
 aussi diagonalisable

dans la même base de ve
teurs propres que A, et qu'elle a d'ailleurs les mêmes valeurs propres (mais

les sous-espa
es propres de A ne sont pas asso
iés aux mêmes valeurs propres que pour B).

Partie II : Étude d'un enomorphisme d'un espa
e de matri
es

On note E l'espa
e ve
toriel des matri
es 
arrées d'ordre trois, et on 
onsidère l'appli
ation

f : E → E qui, à toute matri
e M 
arrée d'ordre trois, asso
ie f(M) = AM −MB.

1. C'est du 
ours bien sûr : dimE = dimM3(R) = 32 = 9.
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2. Pour toute matri
e M ∈ M3(R) : f(M) = AM − MB appartient en
ore à M3(R) en tant que

di�éren
e de produits de matri
es 
arrées d'ordre 3.

Pour toutes matri
es M,M ′
de M3(R), et tous réels λ, µ :

f(λ.M + µ.M ′) = A(λ.M + µ.M ′)− (λ.M + µ.M ′)B = λ.AM + µ.AM ′ − λ.MB − µ.M ′B

= λ.(AM −MB) + µ.(AM ′ −M ′B) = λ.f(M) + µ.f(M ′)

Ainsi, f : M3(R) → M3(R) est une appli
ation linéaire : 
'est bien un endomorphisme de E =
M3(R).

3. Soit M ∈ E ; on note : N = P−1MP , où P est dé�nie en I.2..

a) On é
rit la 
haîne d'équivalen
es bien 
lassique, sa
hant que :

N = P−1MP ⇐⇒ M = PNP−1 :

M ∈ Ker(f) ⇐⇒ f(M) = 03 ⇐⇒ AM = MB ⇐⇒ PDP−1PNP−1 = PNP−1PCP−1

⇐⇒ PDNP−1 = PNCP−1 ⇐⇒ DN = NC

b) On 
her
he les matri
es N =





a b c

d e f

g h i




de M3(R) telles que :

DN = NC ⇐⇒





0 0 0
0 −1 0
0 0 1









a b c

d e f

g h i



 =





a b c

d e f

g h i









1 0 0
0 0 0
0 0 −1





⇐⇒





0 0 0
−d −e −f

g h i



 =





a 0 −c

d 0 −f

g 0 −i



 ⇐⇒







a = 0

−c = 0

−d = d

−e = 0

−f = −f

g = g

h = 0

i = −i

⇐⇒

{

a = c = d = e = h = i = 0

b, f, g ∈ R quel
onques

L'ensemble des matri
es 
arrées d'ordre 3 telle que DN = NC est don
 :











0 b 0
0 0 f

g 0 0





∣
∣
∣
∣
∣
∣

b, f, g ∈ R quel
onques








) De la des
ription pré
édente de l'ensemble 
her
hé, notons-le F , on tire immédiatement :

F = {N ∈ M3(R)| DN = NC} = Vect









0 1 0
0 0 0
0 0 0



 ,





0 0 0
0 0 1
0 0 0



 ,





0 0 0
0 0 0
1 0 0







 = Vect(E1,2, E2,3, E3,1)

En notant Ei,j la matri
e élémentaire d'ordre 3, d'indi
e (i, j). F est don
 un sous-espa
e ve
toriel

de E 
omme sous-espa
e engendré par trois éléments de E ; de plus, 
omme la famille génératri
e

de F obtenue est 
onstituée d'une sous-famille de la base 
anonique de E (les 9 matri
es élémen-

taires), on en déduit que 
ette famille est libre, don
 est une base de F .

Et ainsi : dimF = 3.
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4. a) De l'équivalen
e obtenue en 3.a), on déduit :

Ker(f) =
{
PNP−1

∣
∣ N ∈ F

}
=
{
P.(b.E1,2 + f.E2,3 + g.E3,1)P

−1| b, f, g ∈ R quel
onques

}

Ker(f) = Vect(PE1,2P
−1, PE2,3P

−1, PE3,1P
−1)

La famille génératri
e obtenue de Ker(f) est bien libre :

a.PE1,2P
−1 + b.PE2,3P

−1 + c.PE3,1P
−1 = 03 ⇐⇒ P (a.E1,2 + b.E2,3 + c.E3,1)P

−1 = 03

⇐⇒ a.E1,2 + b.E2,3 + c.E3,1 = 03 ⇐⇒





0 a 0
0 0 b

c 0 0



 = 03 ⇐⇒ a = b = c = 0

Don
 on a bien obtenu une base de Ker(f), et dimKer(f) = 3.

Remarque : de façon plus savante (et don
 plus rapide), on pouvait dire que l'appli
ation

ϕ : F → Ker(f)
N 7→ PNP−1

est linéaire, et bije
tive, du fait de l'inversibilité de P et de l'équivalen
e

de 3.a).

Les sous-espa
es ve
toriels F est Ker(f) sont don
 isomorphes, et ont par 
onséquent même

dimension.

Quelle que soit l'argumentation employée, on 
on
lut de la même manière : puisque E est de

dimension �nie, d'après le théorème du rang :

dim Im(f) = dimE − dimKer(f) = 9− 3 = 6

b) La des
ription faite plus haut de Ker(f) permet d'en déduire fa
ilement un ve
teur non-nul de 
e

noyau, par exemple sont premier ve
teur de base :

PE1,2P
−1 =





1 1 1
−1 −1 −1
0 0 0



 ∈ Ker(f)

De même : il su�t de prendre un élément M de E n'appartenant pas au noyau de f , pour que

son image N = f(M) soit évidemment un élément non-nul de Im(f) ! Par exemple ave
 M = E1,1

qui n'appartient 
ertainement pas à Ker(f) :

N = f(M) = AE1,1 − E1,1B =





−1 −1 −1
0 0 0
−2 0 0



 ∈ Im(f) \ {03}
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Exer
i
e 3

Les parties I et II sont indépendantes.

Partie I : Étude d'une variable aléatoire

1. Soit h la fon
tion dé�nie sur l'intervalle [0; 1] par :

∀x ∈ [0; 1], h(x) =
x

2− x

a) La fon
tion h est dé�nie et dérivable sur [0, 1] 
omme quotient de deux fon
tions a�nes, ave
 :

∀x ∈ [0, 1], h′(x) =
1.(2− x)− x.(−1)

(2− x)2
=

2

(2− x)2
> 0. Ainsi :

La fon
tion h est 
ontinue, stri
tement 
roissante sur [0, 1] : elle réalise don
 une bije
tion

de [0, 1] dans l'intervalle image : [h(0), h(1)] = [0, 1], et :

∀y ∈ [0, 1] : h(x) = y ⇐⇒
x

2− x
= y

⇐⇒ x = (2− x)y ⇐⇒ x(1 + y) = 2y

⇐⇒ x =
2y

1 + y

Don
 : ∀y ∈ [0, 1], h−1(y) =
2y

1 + y
.

b) Pour tout x ∈ [0, 1] : h(x) =
x

2− x
=

x− 2 + 2

2− x
= −1 +

2

2− x
, don
 α = −1 et β = 2


onviennent.

Remarque : On pouvait naturellement pro
éder par identi�
ation des 
oe�
ients au numérateur

en partant de α +
β

2− x
=

(2− x)α + β

2− x
...


) Grâ
e à la question pré
édente, on peut é
rire :

∫ 1

0

h(x)dx =

∫ 1

0

(

−1 +
2

2− x

)

dx = [−x− 2 ln(|2− x|)]10 = −1 − 0− 0 + 2 ln(2) = 2 ln(2)− 1

2. Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1].

a) C'est une question de 
ours : E(X) =
1

2
et V (X) =

1

12
.

b) Pour tout réel y de [0, 1] :

P

(
X

2−X
6 y

)

= P (h(X) 6 y)

= P (X 6 h−1(y)) 
ar h est bije
tive, stri
tement 
roissante sur [0, 1]

= FX(h
−1(y)) = h−1(y) =

2y

1 + y
puisque h−1(y) ∈ [0, 1] et X →֒ U([0, 1])


) La variable aléatoire Y =
X

2−X
= h(X) est bien dé�nie puisque X qui suit la loi uniforme sur

[0, 1], a pour univers-image X(Ω) = [0, 1]. Et 
omme h est bije
tive de [0, 1], alors Y (Ω) est aussi
égal à [0, 1], d'où l'expression de la fon
tion de répartition de Y :

∀y ∈ R, FY (y) =







0 si y < 0
2y

1 + y
si y ∈ [0, 1]

1 si y > 1
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La fon
tion FY est alors de 
lasse C1
sur ]0, 1[ 
omme quotient de telles fon
tions, et de 
lasse C1

sur ]−∞, 0[ et ]1,+∞[ 
omme fon
tion 
onstante, elle est don
 de 
lasse C1
sur R sauf peut-être

en 0 et 1.

La fon
tion FY est par 
onséquent aussi 
ontinue sur ]−∞, 0[, ]0, 1[ et ]1,+∞[, de plus :

lim
y→0+

FY (y) =
2× 0

1 + 0
= 0 = lim

y→0−
FY (y) et lim

y→1−
FY (y) =

2× 1

1 + 1
= 1 = lim

y→1+
FY (y), don
 FY est

aussi 
ontinue en 0 et 1 : FY est �nalement 
ontinue sur tout R.

On peut don
 
on
lure que la variable aléatoire Y admet une densité, obtenue par dérivation de

FY sur R \ {0, 1}, et par un 
hoix arbitraire d'une valeur positive en 0 et en 1 (i
i la valeur 0) :

∀y ∈ R, fY (y) =







2.(1 + y)− 2y.1

(1 + y)2
=

2

(1 + y)2
si x ∈]0, 1[

0 sinon

d) Le plus e�
a
e i
i est d'utiliser le théorème de transfert, qui dit que :

Y = h(X) admet une espéran
e si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

h(x).fX(x)dx est absolument


onvergente, où fX : x 7→

{

1 si x ∈ [0, 1]

0 sinon

est une densité de la loi uniforme sur [0, 1].

Comme 
ette fon
tion, ainsi que la fon
tion x 7→ h(x).f(x), est positive sur [0, 1] et nulle en-

dehors, l'intégrale est bien 
onvergente, et :

E(Y ) =

∫ 1

0

h(x).1 dx = 2 ln(2)− 1

Selon le 
al
ul déjà réalisé à la question 1.
) !

Partie II : Étude d'un temps d'attente

Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Une réunion est prévue entre n invités que l'on note I1, I2, . . . , In.

Chaque invité arrivera entre l'instant 0 et l'instant 1.

Pour tout entier k tel que 1 6 k 6 n, on modélise l'instant d'arrivée de l'invité Ik par une variable

aléatoire de loi uniforme sur l'intervalle [0; 1].
On suppose de plus que, pour tout réel t, les n événements [T1 6 t], [T2 6 t], . . . , [Tn 6 t], sont
indépendants.

1. Soit un réel t appartenant à [0; 1]. Pour tout entier k tel que 1 6 k 6 n, on note Bk la variable

aléatoire de Bernoulli prenant la valeur 1 si l'événement [Tk 6 t] est réalisé et la valeur 0 sinon.

On note St = B1 +B2 + . . .+Bn.

a) Il est 
lair, au vu de sa dé�nition, que la variable aléatoire St 
ompte le nombre d'invités arrivés

au plus tard à l'instant t, 
'est-à-dire arrivés entre l'instant 0 et l'instant t.

b) Il est 
lair également que puisque les événement [T1 6 t], [T2 6 t], . . . , [Tn 6 t] sont mutuelle-

ment indépendants, qui représentent les "su

ès" respe
tifs des variables aléatoires de Bernoulli

B1, B2, . . . , Bn : 
elles-
i sont elles-mêmes mutuellement indépendantes, et de même probabilité

de su

ès P (Ti 6 t) = FTi
(t) = t d'après le 
ours sur la loi uniforme sur [0, 1] ; par 
onséquent :

St suit la loi binomiale de paramètres (n, t).
Ainsi :

St(Ω) = J0, nK, ∀k ∈ J0, nK, P (St = k) =

(
n

k

)

tk(1− t)n−k, E(St) = nt, V (St) = nt(1− t)
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2. Soit R1 la variable aléatoire égale à l'instant de la première arrivée.

a) Soit t ∈ |0, 1] : l'événement [R1 > t] est réalisé si et seulement si le premier invité arrive après

l'instant t, 
e qui équivaut à dire qu'entre les instants 0 et t, au
un invité n'est arrivé.

En 
lair : [R1 > t] = [St = 0].

b) On en déduit : ∀t ∈ [0, 1], P (R1 > t) = P (St = 0) =

(
n

0

)

t0(1− t)n−0 = (1− t)n.

Comme R1(Ω) = [0, 1], on en déduit le 
al
ul de la fon
tion de répartition de 
ette variable

aléatoire :

∀t ∈ R, FR1
(t)P (R1 6 t) =







0 si t < 0

1 si t > 1

1− P (R1 > t) = 1− (1− t)n si t ∈ [0, 1]

La fon
tion de répartition FR1
est 
lairement de 
lasse C1

sur ]0, 1[ 
omme polyn�me, et sur

] − ∞, 0[ et ]1,+∞[ 
omme fon
tion 
onstante. Elle est par 
onséquent 
ontinue sur 
ha
un de


es trois intervalles, et 
omme de plus :

lim
t→0+

1− (1− t)n = 1− 1n = 0 = lim
t→0−

FR1
(t) et lim

t→1−
1− (1− t)n = 1− 0n = 1 = lim

t→1+
FR1

(t), alors

FR1
est 
ontinue sur tout R, de 
lasse C1

sur R sauf peut-être en 0 et 1.

R1 est don
 une variable aléatoire à densité, et une densité de R1 est, par exemple, donnée par :

∀t ∈ R, fR1
(t) =

{

n(1− t)n−1 si t ∈ [0, 1]

0 sinon

3. Soit R2 la variable aléatoire égale à l'instant de la deuxième arrivée.

Sans indi
ation de la part de l'énon
é, il faut i
i prendre l'initiative de suivre la même démar
he qu'à

la question pré
édente :

Pour tout réel t ∈ [0, 1], [R2 > t] est réalisé si et seulement si le deuxième invité arrive après l'instant

t ; 
ela signi�e qu'entre les instants 0 et t, il est arrivé au plus un invité, 
'est-à-dire 1 ou 0. En 
lair,

les événements : [R2 > t] et [St 6 1] = [St = 0] ∪ [St = 1] sont égaux, et par union disjointe :

∀t ∈ [0, 1], P (R2 > t) = P (St = 0) + P (Sr = 1) = (1− t)n + n.t(1− t)n−1 = (1− t)n−1(1 + (n− 1)t)

Comme à nouveau, R2(Ω) = J0, 1K, on en déduit la fon
tion de répartition de R2 :

∀t ∈ R, FR2
(t) = P (R2 6 t) =







0 si t < 0

1 si t > 1

1− P (R2 > t) = 1− (1− t)n−1(1 + (n− 1)t) si t ∈ [0, 1]

À nouveau, FR2
est de 
lasse C1

sur ]−∞, 0[, ]0, 1[ et ]1,+∞[, et :

lim
t→0+

FR2
(t) = 1−1n−1(1+0) = 0 = lim

t→0−
FR2

(t) et lim
t→1−

FR2
(t) = 1−0n.(1+n−1) = 1 = lim

t→1+
FR2

(t).

La fon
tion FR2
est don
 
ontinue sur tout R, de 
lasse C1

sur R saut peut-être en 0 et 1 : R2 est

don
 une variable à densité.

Une densité de R2 est par exemple, dé�nie par dérivation de FR2
là où 
'est possible :

∀t ∈]0, 1[, F ′R2
(t) = (n− 1)(1− t)n−2(1 + (n− 1)t)− (1− t)n−1.(n− 1)

= (n− 1)(1− t)n−2[1 + (n− 1)t− (1− t)] = n(n− 1)t(1− t)n−2

Don
 une densité fR2
de R2 est dé�nie par :

∀t ∈ R, fR2
(t) =

{

n(n− 1)t(1− t)n−2 si t ∈]0, 1[

0 sinon
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