
MATHÉMATIQUES - EMLyon E 2003

Proposition de orrigé par David Meneu

Lyée Champollion - Grenoble, pour

Exerie 1

On onsidère la matrie arrée A =





1 1 1
1 0 0
1 0 0





. On note I la matrie identité d'ordre 3.

I. Première partie.

1. Le alul matriiel donne :

A2 =





3 1 1
1 1 1
1 1 1



 , et A3 = A2 ×A =





5 3 3
3 1 1
3 1 1



 =





3 1 1
1 1 1
1 1 1



+





2 2 2
2 0 0
2 0 0





e qui est bien la relation : A3 = A2 + 2A.

2. Soient a et b deux réels tels que :

a.A+ b.A2 = 03 ⇐⇒





a+ 3b a+ b a+ b
a+ b b b
a+ b b b



 =





0 0 0
0 0 0
0 0 0





, qui entraîne de façon immédiate,

par identi�ation des oe�ients :

{

a+ b = 0

b = 0
⇐⇒ a = b = 0.

La famille (A,A2) est bien libre dansM3(R).

3. Pour n ∈ N
∗
, soit la propriété P(n) : ”∃!(an, bn) ∈ R

2; An = an.A+ bn.A
2”.

Montrons que pour tout entier n ∈ N
∗, P(n) est vraie.

I. Pour n = 1, l'égalité : A1 = a1.A + b1.A
2
est évidemment véri�ée pour a1 = 1 et b1 = 0, et il est

lair que seules es deux valeurs peuvent onvenir.

H. Supposons la propriété vraie pour un ertain n ∈ N
∗
, et montrons sous ette hypothèse que

P(n + 1) est enore vraie, 'est-à-dire qu'il existe un ouple de réels unique (an+1, bn+1) tel que :

An+1 = an+1.A+ bn+1.A
2
.

����������������������������

On sait que : An = an.A+ bn.A
2
, don on peut érire :

An+1 = A×An(= An × A) = A× (an.A+ bn.A
2) = an.A

2 + bn.A
3
,

or A3 = A2 + 2.A (q.1.), don :

An+1 = an.A
2 + bn.(A

2 + 2.A) = 2bn.A+ (an + bn).A
2
.

En posant :

{

an+1 = 2bn

bn+1 = an + bn
, on obtient bien la relation voulue. La famille (A,A2) étant libre,

le ouple obtenu est bien unique et P(n + 1) est vraie si P(n) l'est.
C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don vraie, d'après le prinipe de réurrene,

pour tout entier n ∈ N
∗
.
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4. Les relations de réurrene obtenues préédemment permettent d'érire le sript suivant :

1 n = input('Donner un entier n>=1 : ')

2 a = 1; b = 0

3 for i=2:n

4 t = a

5 a = 2*b

6 b = t + b

7 end

8 disp('a_'+string(n)+' = '+string(a)+' et b_'+string(n)+' = '+string(b))

5. a) La réurrene préédente a fourni les relations de réurrene qui donnent diretement :

∀n ∈ N
∗, an+2 = 2bn+1 = 2.(an + bn) = 2an + 2bn = an+1 + 2an

b) La suite (an)n∈N∗
véri�e don une relation de réurrene linéaire d'ordre deux, qui a pour équation

aratéristique :

x2 = x + 2 ⇐⇒ x2 − x − 2 = 0, de disriminant ∆ = 1 + 2.4 = 9 > 0 et admet don deux

solutions : r1 =
1− 3

2
= −1 et r2 =

1 + 3

2
= 2.

Il existe don deux réels a et b tels que :

∀n ∈ N
∗, an = a.(−1)n + b.2n

Cette relation est en partiulier vraie pour n = 1 et n = 2, d'où :

{

a.(−1)1 + b.21 = a1

a.(−1)2 + b.22 = a2
⇐⇒

{

−a+ 2b = 1

a+ 4b = 0
(a2 = 2b1 = 0) ⇐⇒

{

−a + 2b = 1

6b = 1 L2 ← L2 + L1

⇐⇒
{

a = −1 + 2b = −2/3
b = 1/6

Ainsi : ∀n ∈ N
∗, an =

1

6
.2n − 2

3
.(−1)n

On trouve alors bn à l'aide de la relation, vraie pour tout n ∈ N
∗
: an+1 = 2bn ⇐⇒ bn = 1

2
.an+1,

qui donne :

∀n ∈ N
∗, bn =

1

2
.

(

1

6
.2n+1 − 2

3
.(−1)n+1

)

=
1

6
.2n +

1

3
.(−1)n

) On peut don �nir le alul expliite de An
en fontion de n, selon la relation :

∀n ∈ N
∗, An = an.A + bn.A

2 =











2

3
.2n + 1

3
.(−1)n 1

3
.2n − 1

3
.(−1)n 1

3
.2n − 1

3
.(−1)n

1

3
.2n − 1

3
.(−1)n 1

6
.2n + 1

3
.(−1)n 1

6
.2n + 1

3
.(−1)n

1

3
.2n − 1

3
.(−1)n 1

6
.2n + 1

3
.(−1)n 1

6
.2n + 1

3
.(−1)n











II. Seonde partie

On note f l'endomorphisme de R
3
dont la matrie relativement à la base anonique (e1, e2, e3) de R

3

est A.

1. La propriété du ours donne, à partir de la base anonique :

Im(f) = Vect
(

f(e1), f(e2), f(e3)
)

= Vect(e1 + e2 + e3, e1, e1) = Vect(e1, e1 + e2 + e3)

On a supprimé le veteur redondant dans la famille génératrie de Im(f). La famille restante est

toujours génératrie, et omme elle est onstituée de deux veteurs non-olinéaires, elle est aussi

libre. C'est don une base de Im(f), et dim Im(f) = 2.
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2. a) La matrie A est symétrique réelle : ela su�t d'après le théorème admis du ours, pour onlure

que f est diagonalisable.

b) Il est lair que la matrie A n'est pas inversible, puisque ses olonnes C2 et C3 sont identiques :

ela su�t pour onlure que f n'est pas bijetif.

3. La relation : A3 = A2 + 2A ⇐⇒ A3 −A2 − 2A = 03 implique que P (X) = X3 −X2 − 2X est un

polyn�me annulateur de la matrie A ; on sait par onséquent que les valeurs propres de A (et don

de f) sont à herher parmi les raines de P (X) = X(X2 −X − 2).

0 est raine évidente de P (X) ; x1 = −1 est raine évidente du trin�me X2−X − 2, et l'autre raine
est x2 = 2 (par exemple à ause de la relation oe�ients-raines : x1 × x2 = −2).
Il reste don à véri�er au as par as, si 0,−1 et 2 sont bien valeurs propres de A, et on alule par

la même oasion le sous-espae propre assoié :

� Pour λ = 0 : on sait déjà que A = A− 0.I n'est pas inversible, don que 0 est bien valeur propre

de A.

Il su�t de résoudre le système suivant d'inonne X =





x
y
z





:

AX = 03,1 ⇐⇒











x+ y + z = 0

x = 0

x = 0

⇐⇒
{

x = 0

z = −y

Don : E0(A) =
{





0
y
−y





∣

∣

∣
y ∈ R

}

= Vect
(





0
1
−1





)

et E0(f) = Vect(e2 − e3).

Le sous-espae propre obtenu est engendré par un seul veteur non nul : on en a bien trouvé une

base.

� Pour λ = −1 : A − (−1).I =





2 1 1
1 1 0
1 0 1





est lairement non-inversible, puisque sa première

olonne est la somme des deux autres. Cela prouve que −1 est bien valeur propre de A, mais

aussi que A+ I est de rang 2 (ses olonnes 2 et 3 étant non-proportionnelles), et don d'après le

théorème du rang, que E−1(A) est de dimension 1.

Il su�t don de trouver un veteur propre X ∈M3,1(R) tel que (A+ I)X = 03,1 : X =





2
−1
−1





onvient, et forme une base de E−1(A). Ainsi : E−1(f) = Vect(2e1 − e2 − e3).

� Pour λ = 2 : A−2.I =





−1 1 1
1 −2 0
1 0 −2





, et on résout le système (A−2.I)X = 03,1 d'inonnue

X =





x
y
z





:

(A− 2I)X = 03,1 ⇐⇒







−x + y + z = 0
x − 2y = 0
x − 2z = 0

⇐⇒







−x + y + z = 0
−y + z = 0 L2 ← L2 + L1

y − z = 0 L3 ← L3 + L1

⇐⇒
{

x = y + z = 2z

y = z
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On obtient une in�nité de solutions : ela prouve que λ = 2 est bien valeur propre de A (et don

de f), de sous-espae propre assoié :

E2(A) =
{





2z
z
z





∣

∣

∣
z ∈ R

}

= Vect
(





2
1
1





)

, don E2(f) = Vect(2e1 + e2 + e3). On a obtenu un

sous-espae engendré par un seul veteur non-nul : (2e1 + e2 + e3) est bien une base de E2(f).

L'endomorphisme f admet don trois valeurs propres : −1, 0 et 2, et ses sous-espaes propres

assoiés sont tous les trois de dimension 1 (e qui on�rme au passage que f est bien diagonalisable).

4. D'après e qui préède : la famille B′ =
(

2e1− e2− e3, e2− e3, 2e1 + e2+ e3
)

est une base de veteurs

propres pour f , dans laquelle la matrie de f est D =





−1 0 0
0 0 0
0 0 2





.

La matrie de passage de la base anonique de R
3
à B′

est P =





2 0 2
−1 1 1
−1 −1 1





, et la formule de

hangement de base donne : A = PDP−1 ⇐⇒ D = P−1AP .

Pour aluler P−1
, on résout le système PX = Y , d'inonnue X =





x
y
z





et de seond membre

Y =





a
b
c





:

PX = Y ⇐⇒







2x + 2z = a
−x + y + z = b
−x − y + z = c

⇐⇒







2x + 2z = a
2y + 4z = a+ 2b L2 ← L1 + 2L2

−2y + 4z = a+ 2c L3 ← L1 + 2L3

⇐⇒







2x + 2z = a
2y + 4z = a+ 2b

8z = 2a+ 2b+ 2c L3 ← L2 + L3

⇐⇒







2x + 2z = a
2y + 4z = a+ 2b

4z = a+ b+ c
⇐⇒







4x = a− b− c L1 ← 2L1 − L3

2y = b− c L2 ← L2 − L3

4z = a+ b+ c

⇐⇒











x = 1

4
a − 1

4
b − 1

4
c

y = 1

2
b − 1

2
c

z = 1

4
a + 1

4
b + 1

4
c

don P−1 =







1/4 −1/4 −1/4
0 1/2 −1/2
1/4 1/4 1/4







5. Soit M ∈M3(R) ; d'après e qui préède, on peut érire les équivalenes :

AM +MA = 03 ⇐⇒ PDP−1M +MPDP−1 = 03 ⇐⇒ DP−1MP + P−1MPD = P−103P

⇐⇒ DN +ND = 03

en notant N = P−1MP . On herhe don dans un premier temps les matries N =





a b c
d e f
g h i





telles que :

DN +ND = 03 ⇐⇒





−a −b −c
0 0 0
2g 2h 2i



+





−a 0 2c
−d 0 2f
−g 0 2i



 = 03 ⇐⇒





−2a −b c
−d 0 2f
g 2h 4i



 = 03
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Par identi�ation des oe�ients, on obtient diretement que DNND = 03 si et seulement si :

a = 0 = b = c = d = f = g = h = i

don si et seulement si N =





0 0 0
0 e 0
0 0 0





pour un ertain réel e.

Une matrie M véri�e don AM +MA = 03 si et seulement s'il existe un réel e tel que :

M = P





0 0 0
0 e 0
0 0 0



P−1 =





0 0 0
0 e/2 −e/2
0 −e/2 e/2





après aluls

On peut onlure ii que l'ensemble herhé est le sous-espae vetoriel : Vect
(





0 0 0
0 1 −1
0 −1 1





)

.

Exerie 2

On note, pour tout nombre réel a non nul, l'appliation fa : R
∗

+ × R
∗

+ → R dé�nie par :

∀(x, y) ∈ R
∗

+ × R
∗

+, fa(x, y) =
xe−x

y
− y

a
.

I. Première partie

Dans ette partie, on prend a = −e et on note g à la plae de f−e.

Ainsi, l'appliation g : R
∗

+ × R
∗

+ est dé�nie par : ∀(x, y) ∈ R
∗

+ × R
∗

+, g(x, y) =
xe−x

y
+

y

e
.

1. Une question à rédiger soigneusement : les fontions oordonnées (x, y) 7→ x et (x, y) 7→ y sont de

lasse C2 sur R
∗

+ × R
∗

+, à valeurs dans R
∗

+, sur lequel la fontion x 7→ e−x
est de lasse C2.

Par omposition, puis par quotient et somme, la fontion g est de lasse C2 sur R
∗

+ × R
∗

+.

2. Pour tout (x, y) ∈ R
∗

+ × R
∗

+ :

∂1(g)(x, y) =
1

y

(

e−x − xe−x
)

=
e−x

y
(1− x)

∂2(g)(x, y) = −
xe−x

y2
+

1

e

3. La reherhe des points ritiques orrespond à elle des ouples (x, y) ∈ R
∗

+ × R
∗

+ tels que :







∂1(g)(x, y) = 0

∂2(g)(x, y) = 0
⇐⇒















e−x

y
(1− x) = 0

−xe
−x

y2
+

1

e
= 0

⇐⇒















1− x = 0 ar

e−x

y
> 0

−xe
−x

y
+

1

e
= 0

⇐⇒











x = 1

−e
−1

y2
= −1

e

⇐⇒







x = 1

y2 = 1
⇐⇒







x = 1

y = 1 ar y > 0

Il existe don un unique point ritique de la fontion g sur R
∗

+ × R
∗

+, 'est le ouple (1, 1).
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4. Pour déterminer la nature de e point ritique, on alule d'abord les dérivées partielles d'ordre 2 de

g ; pour tout (x, y) ∈ R
∗

+ × R
∗

+ :

∂2

1,1(g)(x, y) = −
e−x

y
(1− x)− e−x

y
=

e−x

y
(x− 2)

∂2

2,2(g)(x, y) =
2xe−x

y3

∂2

1,2(g)(x, y) = −
e−x

y2
(1− x) = ∂2

2,1(g)(x, y)

d'après le théorème de Shwarz, qui s'applique bien à g de lasse C2 sur R∗

+×R∗

+. La matrie Hessienne

de g au point (1, 1) est :

H =

(

−e−1 0

0 2e−1

)

La hessienne est déjà diagonale, don ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux, en l'ourrene

−e−1 < 0 et 2e−1 > 0 : e sont deux réels de signes opposés, don g n'admet pas d'extrémum loal

en (1, 1), et pas d'extrémum du tout sur l'ouvert R
∗

+ × R
∗

+ par onséquent.

II. Seonde partie

Dans ette seonde partie, on prend a = 1.
On onsidère, pour tout entier n > 1, l'appliation hn : ]0; +∞[→ R, dé�nie par :

∀x ∈]0; +∞[, hn(x) = f1(x, x
n) =

xe−x

xn
− xn =

e−x

xn−1
− xn

et l'appliation ϕn : ]0; +∞[→ R dé�nie par :

∀x ∈]0; +∞[, ϕn(x) = e−x − x2n−1.

1. a) Pour tout entier n > 1, et pour x ∈]0; +∞[ :

hn(x) = 0 ⇐⇒ e−x

xn−1
= xn ⇐⇒ e−x = x2n−1 ⇐⇒ e−x − x2n−1 = 0 ⇐⇒ ϕn(x) = 0

b) La fontion ϕn est de lasse C1 sur ]0; +∞[, ave :

∀x ∈]0; +∞[, ϕ′

n(x) = −e−x − (2n− 1)x2n−2 < 0

omme somme de deux termes stritement négatifs. La fontion ϕn est don stritement dérois-

sante sur ]0; +∞[. Elle est aussi ontinue sur ]0; +∞[, ar de lasse C1 sur et intervalle.

lim
x→0+

e−x = e0 = 1, et lim
x→0+

x2n−1 = 0 puisque 2n− 1 > 1, don lim
x→0+

ϕn(x) = 1.

lim
x→+∞

e−x = 0, et lim
x→+∞

x2n−1 = +∞, don lim
x→+∞

ϕn(x) = −∞.

La fontion ϕn est ainsi à valeurs dans ]−∞, 1[ qui ontient zéro : ombinée à la strite dérois-

sane et ontinuité de ette fontion sur et intervalle, ette propriété permet de iter le thorème

de la bijetion, qui assure que pour haque nN∗
, il existe un unique réel un ∈]0; +∞[ solution de

l'équation ϕn(x) = 0, don de l'équation équivalente ϕn(x) = 0.

Par ailleurs : ϕn(1) = e−1 − 12n−1 =
1

e
− 1 < 0 ar e > 1.

Ainsi : 0 = ϕn(un) = 0 > ϕn(1) ⇐⇒ un < 1 par strite déroissane de ϕn sur ]0; +∞[, e qui
donne bien :

∀n ∈ N
∗, 0 < un < 1
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2. a) Pour tout entier n ∈ N
∗
, un est l'unique réel stritement positif tel que :

ϕ(un) = 0 ⇐⇒ e−un = (un)
2n−1 ⇐⇒ −un = (2n− 1) ln(un) ⇐⇒ ln(un) = −

un

2n− 1

b) On a vu plus haut que : ∀n ∈ N
∗, 0 < un < 1, don :

∀n ∈ N
∗, 0 > − un

2n− 1
> − 1

2n− 1
;

Comme lim
n→+∞

− 1

2n− 1
= 0 = lim

n→+∞

0 : le théorème d'enadrement s'applique, qui donne :

lim
n→+∞

− un

2n− 1
= 0 = lim

n→+∞

ln(un) = 0 ⇐⇒ lim
n→+∞

un = 1

Exerie 3

1. Soit f : R→ R la fontion dé�nie par : f(x) =











0 si x < 2

1

x
√
2x

si x > 2
.

� La fontion f est lairement positive ou nulle sur R.

� La fontion f est ontinue sur ]−∞; 2[ omme fontion onstante (nulle), et ontinue sur ]2; +∞[
omme inverse d'un produit de fontions ontinues, ne s'annulant pas sur et intervalle. Finale-

ment, f est ontinue sur R sauf en x = 2.

� Sous réserve de onvergene :

∫

+∞

−∞

f(x)dx =

∫

2

−∞

0 dx+

∫

+∞

2

1

x
√
2x

dx

=
1√
2

∫

+∞

2

1

x3/2
dx = lim

A→+∞

1√
2
.

[

x−3/2+1

−3/2 + 1

]A

2

= lim
A→+∞

− 2√
2
.

[

1√
A
− 1√

2

]

= −
√
2.

(

0− 1√
2

)

= 1

Finalement, f est bien une densité de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire admettant f pour densité.

a) La fontion f étant nulle sur ]−∞; 2[, on a X(Ω) = [2; +∞[, et :

� ∀x < 2, FX(x) = P (X 6 x) = 0

� ∀x > 2, FX(x) =

∫ x

−∞

f(x)dx =

∫ x

2

1

x
√
2x

dx = − 2√
2

[

1√
x
− 1√

2

]

= 1−
√

2

x

d'après les aluls déjà faits à la question préédente.
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b) La variable aléatoire X admet une espérane si et seulement si l'intégrale impropre

∫

+∞

−∞

xf(x)dx

est absolument onvergente.

Sous réserve d'une telle onvergene :

∫

+∞

−∞

xf(x)dx =

∫

2

−∞

0dx+

∫

+∞

2

1√
2x

dx =
1√
2

∫

+∞

2

1

x1/2
dx.

On reonnaît une intégrale de Riemann sur [2; +∞[, divergente ar α =
1

2
< 1. On peut don

onlure que la v.a.r. X n'admet pas d'espérane.

3. On onsidère trois variables aléatoires T1, T2, T3 indépendantes, haune de même loi que X .

On onsidère aussi la variable aléatoire U = inf(T1, T2, T3).

a) On sait que pour déterminer la loi du minimum de variables à densité indépendantes, il faut

ommener par aluler P (U > t) pour tout réel t.
En e�et : [U > t] est réalisé si et seulement si les trois événements [T1 > t], [T2 > t] et [T3 > t]
sont simultanément réalisés :

∀t ∈ R, [U > t] = [T1 > t] ∩ [T2 > t] ∩ [T3 > t]

Remarque : ette relation était rappelée dans l'énoné original.

Les v.a.r. T1, T2 et T3 étant indépendantes, on a don :

∀t ∈ R, P (U > t) = P (T1 > t)× P (T2 > t)× P (T3 > t)

=
[

1− P (T1 6 t)
]

×
[

1− P (T2 6 t)
]

×
[

1− P (T3 6 t)
]

=
[

1− FX(t)
]3

puisque es trois v.a.r. suivent la même loi que X.

On en déduit :

∀t ∈ R, G(t) = P (U 6 t) = 1− P (U > t) = 1−
[

1− FX(t)
]3

=







0 si x < 2

1− 2
√
2

x
√
x

si x > 2

b) Comme f est une densité de probabilité, on sait que FX est ontinue sur R, de lasse C1
sauf en

un nombre �ni de points (onrètement, sauf en 2).

La relation : ∀t ∈ R, G(t) = 1 −
[

1 − FX(t)
]3

permet de onlure, par opérations usuelles sur

les fontions, que G est elle-même ontinue sur R, de lasse C1
sur R sauf en 2.

La variable aléatoire U est don bien à densité, et une densité g de U est dé�nie par la dérivée de

G, sauf en 2 où on hoisit une valeur positive arbitraire, par exemple : pour tout t 6 2, g(t) = 0
et pour tout t > 2 :

g(t) = −3.
(

− f(t)
)

.
[

1− FX(t)
]2

=
3

x
√
2x

.

[

√

2

x

]2

=
3
√
2

x2
√
x

) Sous réserve de onvergene absolue de l'intégrale impropre :

∫

+∞

−∞

xg(x)dx =

∫

2

−∞

0 dx+

∫

+∞

2

3
√
2

x
√
x
dx = 3

√
2.

∫

+∞

2

1

x3/2
dx

On reonnaît une intégrale de Riemann (absolument) onvergente ar α =
3

2
> 1. On en déduit

que U admet une espérane qui vaut :

E(U) = 3.
√
2. lim

A→+∞

[

−2√
x

]A

2

= 3
√
2. lim

A→+∞

[√
2− 2√

A

]

= 6.
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4. On onsidère la variable aléatoire V = sup(T1, T2, T3) dé�nie par :

∀t ∈ R, [V 6 t] = [T1 6 t] ∩ [T2 6 t] ∩ [T3 6 t]

a) L'indépendane mutuelle des trois variables aléatoires T1, T2 et T3 est invoquée une fois de plus

ii, et donne :

∀t ∈ R, H(t) = P (V 6 t) = P (T1 6 t)× P (T2 6 t)× P (T3 6 t)

=
(

FX(t)
)3

=















0 si x < 2
(

1−
√

2

x

)3

si x > 2

b) On sait déjà que X est une variable à densité, dont la fontion de répartition FX est ontinue sur

R, de lasse C1 sur ]−∞, 2[ et ]2,+∞[.

Puisque : ∀t ∈ R, H(t) =
(

FX(t)
)3
, la fontion H a les mêmes propriétés que FX , e qui fait

bien de V une variable à densité.

Une densité h de V est dé�nie par dérivation de H sur R, sauf en 2 où on lui donne la valeur

arbitraire 0 :

∀t ∈ R, h(t) =











0 si x 6 2

3× (−
√
2)× −1

2
× x−3/2 ×

(

1−
√

2

x

)2

si x > 2
=











0 si x 6 2

3

x
√
2x

(

1−
√

2

x

)2

si x > 2

) La variable aléatoire V admet une espérane si et seulement si l'intégrale

∫

+∞

−∞

t.h(t)dt est ab-

solument onvergente. Comme h est nulle sur ] − ∞, 2] et positive sur ]2,+∞[, ela revient à

montrer la onvergene simple de

∫

+∞

2

3√
2x

(

1−
√

2

x

)2

dx.

Or :

3√
2x

(

1−
√

2

x

)2

∼
x→+∞

3√
2x

puisque lim
x→+∞

(

1−
√

2

x

)2

= 1.

L'intégrale

∫

+∞

2

3√
2x

dx =
3√
2

∫

+∞

2

1

x1/2
dx est divergente (intégrale de Riemann ave α =

1

2
< 1),

don la variable aléatoire V n'admet pas d'espérane.
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