MATHEMATIQUES - EMLyon E 2003

Proposition de corrigé par David Meneu

Lycée Champollion - Grenoble, pour May’o@-ﬁe??w

EXERCICE 1

On considére la matrice carrée A =

—_ = =

11
0 0. On note I la matrice identité d’ordre 3.
00

I. Premiére partie.

1. Le calcul matriciel donne :

3 1 1 5 3 3 3 1 1 2 2 2
A2=11 1 1], et A*=A*xA=1[3 1L 1|=|111]+(2 00
1 1 1 3 11 1 11 2 00
ce qui est bien la relation : A3 = A? + 2A.
2. Soient a et b deux réels tels que :
a+3b a+b a+b 000
aA+bA2=03 < [ a+b b b =10 0 0], quientraine de facon immédiate,
a+b b b 0 0 0
b =0
par identification des coefficients : {Z+ A | <~ a=0=0.

La famille (A, A?) est bien libre dans M3(R).
3. Pour n € N*, soit la propriété P(n) : 73I(a,,b,) € R?*, A" = a,. A+ b,.A*".
Montrons que pour tout entier n € N*, P(n) est vraie.
Pour n = 1, I'égalité : A = a;. A + b1.A? est évidemment vérifiee pour a; = 1 et by = 0, et il est
clair que seules ces deux valeurs peuvent convenir.

Supposons la propriété vraie pour un certain n € N*, et montrons sous cette hypothése que
P(n+ 1) est encore vraie, c’est-a-dire qu’il existe un couple de réels unique (a1, b,11) tel que :

An+1 = an+1.A —+ bn+1.A2.

On sait que : A" = a,.A +b,.A%, donc on peut écrire :

A A X AP (= A7 x A) = A X (an A+ by A2) = a,. A2 + b, A3,
or A>=A%+2A (q.1.), donc :

A =, A2+ b,.(A2 +2.A) = 2b,.A + (a, + b,).A%.

ap41 = 2bn

En posant : , on obtient bien la relation voulue. La famille (A4, A?) étant libre,

bn—l—l = ap + On
le couple obtenu est bien unique et P(n + 1) est vraie si P(n) Pest.

La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie, d’apres le principe de récurrence,
pour tout entier n € N*.



4. Les relations de récurrence obtenues précédemment permettent d’écrire le script suivant :

n = input('Donner un entier n>= Y)
a=1; b =
for i=2:n
t = a
a = 2%b
b=t+b
end
disp('a_'+string(n)+' = '+string(a)+' et b_'+string(n)+' = '+string(b))

5. a) La récurrence précédente a fourni les relations de récurrence qui donnent directement :
Vn € N*  apy0 = 2b,41 = 2.(ay + b,) = 2a, + 2b, = apy1 + 2a,

b) La suite (a,)nen+ vérifie donc une relation de récurrence linéaire d’ordre deux, qui a pour équation

caractéristique :

2 =x+2 < 22— -2 =0, de discriminant A = 1+ 24 = 9 > 0 et admet donc deux
. 1-3 1+3

solutions : r; = —5 = -1 et ro= — 2 2.

Il existe donc deux réels a et b tels que :
Vn e N*,  a,=a.(—1)" +b2"

Cette relation est en particulier vraie pour n = 1et n = 2, d’ou :

(=D +b2t = — 26 =1 — 26 =1
{a( )+ “ <:>{ @t (ag =2b; = 0) <:>{ @t

a.(—=1)2+0.22 =ay a+ 4b =0 6b =1Ly« Lo+ Ly
a =-14+2b=-2/3
<~
b =1/6
Ainsi:  ¥neN* Lon 2 Ly
insi : n a, ==2" — =.(—
’ 6 3
On trouve alors b, a l'aide de la relation, vraie pour tout n € N* : a,,,1 = 2b, <= b, = %.anﬂ,

qui donne :

1 /1 2 1 1
Vn € N* by == [=2"T —Z (=) ) = 22" 4~ (=1)"

¢) On peut donc finir le calcul explicite de A™ en fonction de n, selon la relation :
2244 (=) g2n — (=) g.2n — (-1

VneN', A"=a, A+b, A%=| 12" —+.(-1)" 2"+ (-1)" 2"+

W=
—~
I
—_
~—
3

II. Seconde partie

On note f Pendomorphisme de R* dont la matrice relativement & la base canonique (ey, s, e3) de R?
est A.

1. La propriété du cours donne, a partir de la base canonique :
Im(f) = Vect(f(e1), f(ea), f(es)) = Vect(ey + ez + €3, e1,e1) = Vect(eq, e1 + ez + e3)

On a supprimé le vecteur redondant dans la famille génératrice de Im(f). La famille restante est
toujours génératrice, et comme elle est constituée de deux vecteurs non-colinéaires, elle est aussi
libre. C’est donc une base de Im(f), et dimIm(f) = 2.



2. a) La matrice A est symétrique réelle : cela suffit d’aprés le théoréme admis du cours, pour conclure
que f est diagonalisable.

b) 1l est clair que la matrice A n’est pas inversible, puisque ses colonnes Cy et C3 sont identiques :
cela suffit pour conclure que f n’est pas bijectif.

3. Larelation : A% = A? 4+ 24 <= A% - A? — 24 = 05 implique que P(X) = X3 — X2 — 2X est un
polynéome annulateur de la matrice A; on sait par conséquent que les valeurs propres de A (et donc
de f) sont a chercher parmi les racines de P(X) = X (X% — X — 2).

0 est racine évidente de P(X); r; = —1 est racine évidente du trindme X? — X — 2, et I'autre racine
est xy = 2 (par exemple & cause de la relation coefficients-racines : x; X o = —2).

Il reste donc a vérifier au cas par cas, si 0, —1 et 2 sont bien valeurs propres de A, et on calcule par
la méme occasion le sous-espace propre associé :

e Pour A =0 : on sait déja que A = A — 0.1 n’est pas inversible, donc que 0 est bien valeur propre

de A.
x
Il suffit de résoudre le systéme suivant d’inconne X = | y
z
r+y+z =0
AX20371<:> x :O<:>{x—
z2=—y
T =0
0 0
Donc :  Ey(A) = { Yy ) y € R} = Vect( 1 ) et Fo(f) = Vect(es — e3).
—y -1
Le sous-espace propre obtenu est engendré par un seul vecteur non nul : on en a bien trouvé une
base.
2 11
e Pour \=—-1: A—(—=1).1 =11 1 0] est clairement non-inversible, puisque sa premiére
10 1

colonne est la somme des deux autres. Cela prouve que —1 est bien valeur propre de A, mais
aussi que A + I est de rang 2 (ses colonnes 2 et 3 étant non-proportionnelles), et donc d’aprés le
théoréme du rang, que F_j(A) est de dimension 1.

2
Il suffit donc de trouver un vecteur propre X € Ms;(R) tel que (A+1)X =05,: X = | -1
-1
convient, et forme une base de £_;(A). Ainsi :  E_;(f) = Vect(2e; — e3 — e3).
-1 1 1
e Pour \=2: A-21=]|1 -2 0 |,etonrésoutlesysteme (A—2.1)X = 03; d’inconnue
1 0 -2
x
X=1y
z
-r + y + z =0 - + y + z =0
(A—2[)X:0371<:> T — 2’y = 0 «— -y + z = 0 Lo+ Lo+ Ly
T — 2z =0 y — 2z = 0Ly« L3+ 14

rT=y+z=2z2
y==z



On obtient une infinité de solutions : cela prouve que A = 2 est bien valeur propre de A (et donc
de f), de sous-espace propre associé :

z € R} = Vect( 1 ), donc Es(f) = Vect(2e; + ez + e3). On a obtenu un
1
sous-espace engendré par un seul vecteur non-nul : (2e; 4 e + e3) est bien une base de Fs(f).

[’endomorphisme f admet donc trois valeurs propres : —1,0 et 2, et ses sous-espaces propres
associés sont tous les trois de dimension 1 (ce qui confirme au passage que f est bien diagonalisable).

4. D’apreés ce qui précéde : la famille B = (261 — ey —e3,69 — €3,261 + €9+ 63) est une base de vecteurs

-1 0 0
propres pour f, dans laquelle la matricede fest D= 0 0 0
0 0 2
2 0 2
La matrice de passage de la base canonique de R® a B est P = [ =1 1 1|, et la formule de
—1/=1 1
changement de base donne: A= PDP~! « D =P 'AP.
x
Pour calculer P~1, on résout le systétme PX = Y, d’inconnue X = |y | et de second membre
z
a
Y=1|0
c
2x + 2z = a 2x + 2z = a
PX =Y «— —-r 4+ y + z = b <= 2y + 4z = a+2b Ly Li+2Ls
-r — Yy + z = c —2y + 4z = a+2cLs<+ Li+2L3
2x + 2z = a
= 2y + 4z = a—+2b
8z = 2a+2b+20L3<—L2+L3
2x 4+ 2z = a 4x = a—b—cLi+ 2L — L3
<~ 2y + 4z = a+2b < 2y = b—CLg%LQ—Lg
4z = a+b+c 4z = a+b+c
T = 30 —.3b = ic 1/4 —1/4 —1/4
=y = b — 1¢ donc P'=|0 1/2 -1/2
z = 10 + b+ gc /4 1/4  1/4

5. Soit M € M3(R
AM + MA =03 «— PDP 'M+ MPDP!'=0; < DP'MP+ P 'MPD =P '0,P

; d’aprés ce qui précede, on peut écrire les équivalences :

~—~—

<= DN+ ND =03

a b c
en notant N = P~!MP. On cherche donc dans un premier temps les matrices N = |d e f
g h i
telles que :
—a —b —c —a 0 2c —2a —b ¢
DN+ ND =03 <— 0 0 O0]+[—-d O 2f] =03« | —d 0 2f] =03
2g 2h 2i —g 0 2 g 2h 4



Par identification des coefficients, on obtient directement que DNND = 053 si et seulement si :

a=0=b=c=d=f=g=h=i

000
donc si et seulement si N = | 0 e 0| pour un certain réel e.
000
Une matrice M vérifie donc AM + M A = 05 si et seulement s’il existe un réel e tel que :
000 0 0 0
M=P[0 e 0| P'=]0 e/2 —e/2 apreés calculs
000 0 —e/2 /2
0 0 0
On peut conclure ici que I'ensemble cherché est le sous-espace vectoriel : Vect( 0 1 -1 )
0 -1 1

EXERCICE 2

On note, pour tout nombre réel a non nul, application f, : R} xR — R définie par :

. . xre~ Y
V(:L’,y) ERJr XRJH fa('rvy): _E
I. Premiére partie
Dans cette partie, on prend a = —e et on note g a la place de f_..
Ainsi, application g : R* x R’ est définie par :  V(z,y) € R X R, g(x,y) = T4y
Y e

1. Une question a rédiger soigneusement : les fonctions coordonnées (x,y) — x et (z,y) — y sont de
classe C? sur R% x R%, & valeurs dans RY, sur lequel la fonction x — e™* est de classe C2.

Par composition, puis par quotient et somme, la fonction g est de classe C? sur R% x R%.
2. Pour tout (z,y) € R x RY :

a@wa—ikﬂ—xfﬂzeju—x>
Oula)(o ) =~ + ¢

o (g)(z,y) =0 y (1—-2)=0 l1—2z=0 -car » >0
<~ 9 1 — . .
a(g)(x,y) =0 _zre =0 _xe =0
y? € Y e
< 6—1 1 <= —
_?:_g y* =1 y=1 cary >0

Il existe donc un unique point critique de la fonction g sur R x R¥, c’est le couple (1,1).



4. Pour déterminer la nature de ce point critique, on calcule d’abord les dérivées partielles d’ordre 2 de
g; pour tout (z,y) € RY x R :

671‘

Ralo)wy) = (1) = = (e - 2)
02, (9)(x,y) = 23;—

6—$

0 5(9)(x,y) = — " (1—2)=095,(9)(x,y)

d’aprés le théoréme de Schwarz, qui s’applique bien & ¢ de classe C? sur R% xR% . La matrice Hessienne

de g au point (1,1) est :
—e ! 0
H—
0 2¢1

La hessienne est déja diagonale, donc ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux, en I’occurrence
—e 1 < 0et2e ! >0: cesont deux réels de signes opposés, donc g n’admet pas d’extrémum local
en (1,1), et pas d’extrémum du tout sur I'ouvert R* x R* par conséquent.

II. Seconde partie

Dans cette seconde partie, on prend a = 1.
On considére, pour tout entier n > 1, application h,, : |0; +0o[— R, définie par :

—T

n xre n __ € n
Vi €0 tool, () = filmam) = 0L —ar = T
et 'application ¢, : ]0; +00[— R définie par :
Vo €]0; 400, @n(z) =e® — L
1. a) Pour tout entier n > 1, et pour z €]0; 00| :
hp(z) =0 <= =" == e =2""" <= T2 =0 <= p,(2)=0

xn—1 o
b) La fonction ¢, est de classe C* sur |0; +oo[, avec :
Vo €]0; 4o, ¢l(z)=—e"—(2n—-1)2*""? <0

comme somme de deux termes strictement négatifs. La fonction ,, est donc strictement décrois-
sante sur |0; +oo[. Elle est aussi continue sur ]0; +ool, car de classe C! sur cet intervalle.

lim e = ¢ =1, et lim 2?1 =0 puisque 2n — 1 > 1, donc lim ¢, (z) = 1.
z—0t z—01 z—0t

lim e®=0,et lim 2! =+o00,donc lim ¢,(z) = —o0.
T—>+00 T—>+00 T—+00

La fonction ¢, est ainsi a valeurs dans | — 0o, 1] qui contient zéro : combinée a la stricte décrois-
sance et continuité de cette fonction sur cet intervalle, cette propriété permet de citer le thoréme
de la bijection, qui assure que pour chaque nN*| il existe un unique réel u,, €]0;+oo[ solution de
I'équation ¢, (x) = 0, donc de ’équation équivalente ¢, (z) = 0.

1
Par ailleurs :  ,(1)=e ' —1"""1==-—-1<(0care> 1.
e

Ainsi: 0= @,(u,) =0> ¢,(1) < u, <1 par stricte décroissance de ¢,, sur ]0; +ool, ce qui
donne bien :
VneN, O<u,<l1



2. a) Pour tout entier n € N*, u,, est I'unique réel strictement positif tel que :

Up,
2n — 1

2n—1

o(uy) =0 <= e " = (uy) — —u, =(2n—1)In(u,) <= In(u,) =—

b) On a vu plus haut que :  Vn € N*, 0 < u, <1, donc :

U 1

N* —— -

Vne N, 0> — > o1

. 1 . L . .
Comme lim — =0= lim O: le théoréeme d’encadrement s’applique, qui donne :
n——+oo 277, — 1 n——+oo
lim ——2 =0= lim In(u,) =0 < lim wu,=1
n—+oo  2n —1 n—-+00 n—-+00
EXERCICE 3
0 siz <2
1. Soit f : R — R la fonction définie par : f(x) = 1 :
5 six > 2
x

e La fonction f est clairement positive ou nulle sur R.
e La fonction f est continue sur | — 0o; 2[ comme fonction constante (nulle), et continue sur |2; +o0]
comme inverse d'un produit de fonctions continues, ne s’annulant pas sur cet intervalle. Finale-

ment, f est continue sur R sauf en z = 2.

e Sous réserve de convergence :
f(:z:)dx:/ 0 dx+/ dz
—00 2 2x
too g —3/241 14
= lim —. | ——
\/_/ x3/2 A—1>r—I|—100\/_ [—3/24—1}2

s [l -2 (0 55) -

Finalement, f est bien une densité de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire admettant f pour densité.
a) La fonction f étant nulle sur | — 00;2[, on a X (Q) = [2; +00], et
o V<2 Fyx(z)=P(X<z)=0

o Va2, FX(x):/;f(x)dx:/;x\}%dx:—% {%_%}:1_ %

d’aprés les calculs déja faits a la question précédente.



b)

+00
La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si I'intégrale impropre / zf(z)dx
—0oQ

est absolument convergente.

Sous réserve d’une telle convergence :

+o0o 2 +o00 1 +o0o 1
de = 0dz + / — _dz /
/mx“”x /w ), YR art

On reconnait une intégrale de Riemann sur [2;+o00|, divergente car o = 5 < 1. On peut donc

conclure que la v.a.r. X n’admet pas d’espérance.

3. On considére trois variables aléatoires 17, T, T3 indépendantes, chacune de méme loi que X.

On considére aussi la variable aléatoire U = inf (71,75, T5).

a)

On sait que pour déterminer la loi du minimum de variables a densité indépendantes, il faut
commencer par calculer P(U > t) pour tout réel ¢.

En effet :  [U > ] est réalisé si et seulement si les trois événements [13 > t], [T > t] et [T3 > {]
sont simultanément réalisés :

VieR, [U>tl=[T1>tNn[Ty >t N[T3 >

Remarque : cette relation était rappelée dans I’énoncé original.
Les v.a.r. T, T5 et T3 étant indépendantes, on a donc :

VieR, PU>t)=P(Ty>t)x P(Ta>1t)x P(T3 > 1)
=[1-PTNi<t)] x[1-P<t)] x [1-P(T5< t)]
= [1- FX(t)]3 puisque ces trois v.a.r. suivent la méme loi que X.

On en déduit :

0 six <2
VieR, G(t)=PU<t)=1-PU>t)=1-[1-Fx®)] = 22

TN/ T

siz>2

Comme f est une densité de probabilité, on sait que F est continue sur R, de classe C! sauf en
un nombre fini de points (concrétement, sauf en 2).

La relation : Vt e R, G(t) =1— [1 — FX(t)}3 permet de conclure, par opérations usuelles sur
les fonctions, que G est elle-méme continue sur R, de classe C! sur R sauf en 2.
La variable aléatoire U est donc bien a densité, et une densité g de U est définie par la dérivée de

G, sauf en 2 ou on choisit une valeur positive arbitraire, par exemple : pour tout t < 2, g(t) =0
et pour tout t > 2 :

o) = =3.(= [ - Ax]" = —= 1\ 2 = 5=

T

2
3 [ 2] 32
Sous réserve de convergence absolue de l'intégrale impropre :

+o00 2 +o00o +00
3
/ xg(z)dx :/ 0 d:c+/ \/_ = 3V/2. / de
S o 2

: : 3 :
On reconnait une intégrale de Riemann (absolument) convergente car o = 5 > 1. On en déduit

que U admet une espérance qui vaut :

E(U) =3+2. lim {_—Q]A = 3v2. lim [f— i] = 6.

A—+o0 ﬁ 9 A—+00



4. On considére la variable aléatoire V' = sup(Ty, Ty, T3) définie par :
VieR, [V<t=[T<tn[Ty<t|N[Ts <]

a) L’indépendance mutuelle des trois variables aléatoires 77, Ty et T3 est invoquée une fois de plus
ici, et donne :

0 six <2

— (Fy(1)? = 3
( (t)) (1—@) siz > 2

b) On sait déja que X est une variable a densité, dont la fonction de répartition F'x est continue sur
R, de classe C! sur | — 00, 2[ et ]2, +o0].

Puisque : Vt € R, H(t) = (FX(t))B, la fonction H a les mémes propriétés que Fyx, ce qui fait
bien de V une variable a densité.

Une densité h de V est définie par dérivation de H sur R, sauf en 2 ot on lui donne la valeur
arbitraire 0 :

0 siz<?2 0 siz<?2
-1 2\ 2 - 3 2\2 .
3><(—\/§)><—><x3/2><<1—\/j> siz>2 (1—\ﬁ) siz>2
2 T V2% x

+oo
c) La variable aléatoire V' admet une espérance si et seulement si l'intégrale / t.h(t)dt est ab-

VtER, h(t) =

solument convergente. Comme h est nulle sur | — 0o, 2] et positive sur |2, _oo[, cela revient a
+00 3 2\ 2
montrer la convergence simple de — <1 — —) dz.
g p ) o T
3 2\2 3 2\2
Or : —(1 — —) ~ —— puisque lim (1 — —) =1
\/ 21 X T—+400 20 T——400 xT
L’inté l/+oo 3d a /7 dzx est di te (intégrale de Ri 1<1)
intégrale —dz = — ——dx est divergente (intégrale de Riemann avec av = — ,
& > V2 V2., alf? g i 2

donc la variable aléatoire V' n’admet pas d’espérance.



