
MATHÉMATIQUES - EMLyon E 2001

Proposition de orrigé par David Meneu

Lyée Champollion - Grenoble, pour

Exerie 1

1. La matrie A n'est évidemment pas inversible, ar ses deux premières lignes sont identiques. Cela

revient à dire que A− 0.I3 est non-inversible, don que λ = 0 est bien valeur propre de A.

2. a) Les aluls matriiels donnent : A2 =







1 0 −1 0
1 0 −1 0
1 0 −1 0
0 1 −1 0







, A3 =







1 −1 0 0
1 −1 0 0
1 −1 0 0
1 −1 0 0







et en�n A4 = 04

(matrie nulle). La matrie A est don nilpotente d'indie 4...

b) Le résultat préédent montre que P (X) = X4
est un polyn�me annulateur de la matrie A. Les

valeurs propres possibles de A sont don les raines de P (X). Et omme 0 est la seule raine de

P , 'est la seule valeur propre possible de A. Réiproquement, on vu que 0 est bien valeur propre

de A, don 'est la seule valeur propre de A.

) Un veteur (x, y, z, t) de R
4
appartient au noyau de f si et seulement si :

f(x, y, z, t) = (0, 0, 0, 0) ⇐⇒ A







x
y
z
t







=







0
0
0
0







⇐⇒







x − t = 0
x − t = 0

y − t = 0
z − t = 0

⇐⇒







x = t

y = t

z = t

On en déduit que :

Ker(f) = {(t, t, t, t)| t ∈ R} = {t.(1, 1, 1, 1)| t ∈ R} = Vect ((1, 1, 1, 1))

Le noyau de f est engendré par un unique veteur non nul, qui en onstitue don une base, et

par onséquent : dimKer(f) = 1 .

d) L'endomorphisme f admet 0 pour seule valeur propre, et le sous-espae propre assoié, à savoir

Ker(f), est de dimension 1 < 4.

On en onlut que f n'est pas diagonalisable.

3. On note ε1 = e1, ε2 = f(ε1), ε3 = f(ε2), ε4 = f(ε3), et C = (ε1, ε2, ε3, ε4).

a) La donnée de la matrie A représentative de f , permet dans un premier temps de aluler les

veteurs : 





ε2 = f(ε1) = f(e1) = e1 + e2 = (1, 1, 0, 0)

ε3 = f(e1 + e2) = f(e1) + f(e2) = e1 + e2 + e3 = (1, 1, 1, 0)

ε4 = f(e1) + f(e2) + f(e3) = e1 + e2 + e3 + e4 = (1, 1, 1, 1)
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On peut alors failement véri�er que C = (ε1, ε2, ε3, ε4) est une famille libre de R
4
; on part d'une

ombinaison linéaire nulle de ette famille :

λ1.ε1 + λ2.ε2 + λ3.ε3 + λ4.ε4 = 0

⇐⇒







λ1 + λ2 + λ3 + λ4 = 0
λ2 + λ3 + λ4 = 0

λ3 + λ4 = 0
λ4 = 0

⇐⇒ λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 0

La famille C est don une famille libre de 4 veteurs de R
4
qui est un espae vetoriel de dimension

4, don C est une base de R
4
.

b) La dé�nition de la famille C donne déjà la valeur de l'image des trois premiers veteurs de ette

famille par l'endomorphisme f .
Il su�t alors de remarquer que ε4 = (1, 1, 1, 1) appartient au noyau de f d'après la question 2.),

'est-à-dire que : f(ε4) = (0, 0, 0, 0).

La matrie de f dans la base C est don :

N =







0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0







4. Le problème qui onsiste à herher un automorphisme g de R
4
tel que g ◦ f ◦ f−1 = f 2

, revient à

herher une matrie inversible P telle que PNP−1 = N2
, lorsqu'on traduit matriiellement l'équa-

tion dans la base C.

La question est don de savoir si N et N2 =







0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0







sont semblables.

Or deux matries semblables ont toujours même rang (elles représentent le même endomorphisme

dans des bases di�érentes), et il est évident que :

rg(N) = 3 et rg(N2) = 2

ar il s'agit de matries éhelonnées ayant respetivement 3 et 2 pivots non-nuls.

On peut aussi, enore plus simplement, raisonner par l'absurde en disant que si P existait, alors :

PNP−1 = N2
implique (PNP−1)(PNP−1) = (N2)2 ⇐⇒ PN2P−1 = N4 = 0 ⇐⇒ N2 = 0

e qui est lairement faux...

Exerie 2

On onsidère l'appliation f : [0; +∞[→ R, dé�nie, pour tout x ∈ [0; +∞[, ar :

f(x) =

{ x

ex − 1
si x > 0

1 si x = 0
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1. a) La fontion f est ontinue sur ]0; +∞[ omme quotient de fontions de référene, ontinues sur

et intervalle et où le dénominateur ne s'annule pas.

De plus : lim
x→0

ex − 1

x
= 1 (limite lassique du taux d'aroissement de exp en 0), don par

inverse : lim
x→0

x

ex − 1
= 1 = lim

x→0
f(x) = f(0).

La fontion f est don ontinue en 0, et en dé�nitive ontinue sur [0; +∞[.

b) La fontion f est de lasse C1
sur ]0; +∞[ omme quotient de fontions de référene, de lasse C1

sur et intervalle et où le dénominateur ne s'annule pas.

∀x > 0 : f ′(x) =
1.(ex − 1)− x.ex

(ex − 1)2
=

ex − 1− xex

(ex − 1)2

) On utilise ii le Développement Limité de exp à l'ordre 2 en 0 : ex = 1 + x +
x2

2
+ o(x2), qui

permet d'érire :

f ′(x) =
1 + x+ x2

2
+ o(x2)− 1− x− x2 − x3

2
− o(x3)

(x+ x2

2
+ o(x2)

=
−1

2
x2 + o(x2)

x2 + o(x2)
=

−1
2
+ o(1)

1 + o(1)

On a don en e�et : lim
x→0

f ′(x) = −
1

2
.

d) La rédation proposée ii est faite dans l'esprit de l'anien programme de ECE, qui ontenait

le théorème de prolongement C1
, et qui n'est plus en vigueur depuis 2013.

La fontion f est :

⋆ ontinue sur [0; +∞[.
⋆ de lasse C1

sur ]0; +∞[.

⋆ et lim
x→0

f ′(x) = −
1

2
.

Ce sont les trois hypothèses néessaires à l'utilisation du théorème de prolongement de la dérivée,

qui assure alors que : f est dérivable en 0 ave f ′(0) = −
1

2
= lim

x→0
f ′(x).

En partiulier, f ′
est ainsi ontinue en 0, et au �nal f est bien de lasse C1

sur [0; +∞[.

En l'absene de e théorème, l'énoné aurait dû rajouter l'étude du taux d'aroissement en 0,

dont la limite en 0 doit être −
1

2
pour que f soit dérivable en 0 ave f ′(0) = −

1

2
. On enhaînerait

alors ave la question 1.) qui prouve en fait, dans e as, que f ′
est ontinue en 0, et on onlut

omme avant.

e) ∀x > 0 : f ′(x) =
ex − 1− xex

(ex − 1)2
=

xex( 1
x
− 1

xex
− 1)

e2x(1− 1
ex
)2

=
x

ex
.
1
x
− 1

xex
− 1

(1− 1
ex
)2

, où :

lim
x→+∞

x

ex
= 0+ par roissanes omparées, et lim

x→+∞

1

x
−

1

xex
− 1 = −1, lim

x→+∞

(1− 1
ex
)2 = 1,

e qui donne par produit et quotient de limites : lim
x→+∞

f ′(x) = 0−.

2. a) La fontion f ′
est elle-même de lasse C∞

sur ]0; +∞[ (quotient de sommes de fontions de

référene), don f est de lasse C2
sur ]0; +∞[ et :

∀x > 0, f ′′(x) =
(ex − ex − xex)(ex − 1)2 − (ex − 1− xex).2ex.(ex − 1)

(ex − 1)4

=
−xex.(ex − 1)− (ex − 1− xex).2ex

(ex − 1)2
=

xex − 2e2x + 2ex + xe2x

(ex − 1)3

=
ex

(ex − 1)3
(xex − 2ex + x+ 2)
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b) Soit g : [0; +∞[→ R dé�nie par : ∀x > 0, g(x) = xex−2ex+x+2. Elle est dérivable sur [0; +∞[,
et :

∀x > 0, g′(x) = ex + xex − 2ex + 1 = (x− 1)ex + 1

Le signe sur R
+
n'étant pas évident, on dérive à nouveau, g étant en fait de lasse C∞

sur [0; +∞[ :

∀x > 0, g′′(x) = ex + (x− 1)ex = xex > 0, et ne s'annule qu'en 0.

La fontion g′ est don stritement roissante sur [0; +∞[, et : ∀x > 0, g′(x) > g′(0) = −e0+1 = 0.

La fontion g est par onséquent, elle-même stritement roissante sur [0; +∞[,
ave g(0) = 0− 2e0 + 0 + 2 = 0.

Ainsi : ∀x ∈]0; +∞[, g(x) > g(0) = 0 =⇒ f ′′(x) =
ex

(ex − 1)3
.g(x) > 0.

) De e qui préède, on déduit que f ′
est roissante sur [0; +∞[.

Comme on sait que : f ′(0) = −
1

2
et lim

x→+∞

f ′(x) = 0, on en déduit que : ∀x ∈ [0; +∞[, f ′(x) < 0,

et la fontion f est �nalement stritement déroissante sur [0; +∞[.

∀ ∈]0; +∞[: f(x) =
x

ex(1− e−x)
=

x

ex
.

1

1− e−x
, ave :

lim
x→+∞

x

ex
= 0 par roissanes omparées, et lim

x→+∞

1− e−x = 1. D'où : lim
x→+∞

f(x) = 0.

d) On trae la ourbe représentative de f en faisant bien apparaître toutes les aratéristiques

obtenues préédemment : la (demi)-tangente en 0, d'équation : y = −1
2
x + 1, et une asymptote

horizontale en +∞.

0 1 2 3 4

0

1

(Cf )

3. On onsidère la suite (un)n∈N dé�nie par u0 = 0 et : ∀n ∈ N, un+1 = f(un).

a) Sur [0; +∞[, la fontion f ′
étant roissante :

∀x > 0, f ′(0) 6 f ′(x) 6 lim
x→+∞

f ′(x) ⇐⇒ −
1

2
6 f ′(x) 6 0, e qui donne bien :

∀x > 0, |f ′(x)| 6
1

2
.

La fontion f est, elle, déroissante sur [0; +∞[, et : ∀x > 0, f(0) > f(x) > lim
x→+∞

f(x), soit en

e�et :

∀x ∈ [0; +∞[, 1 > f(x) > 0

b) Sur ]0; +∞[ (0 n'est évidemment pas solution de l'équation) :

f(x) = x ⇐⇒
x

ex − 1
= x ⇐⇒ x = x(ex − 1) ⇐⇒ 2x = xex ⇐⇒ ex = 2 ⇐⇒ x = ln(2)

La fontion f admet don ln(2) pour seul point �xe.

) Sur [0; +∞[ :

⋆ la fontion f est dérivable
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⋆ ∀x ∈ [0; +∞[, |f ′(x)| 6 1
2

⋆ ln(2) ∈ [0; +∞[, et par une réurrene immédiate utilisant l'enadrement préédent de f :

∀n ∈ N, un ∈ [0; +∞[.

Par onséquent, et d'après l'Inégalité des Aroissements Finis :

∀n ∈ N, |f(un)− f(ln(2))| 6
1

2
|un − ln(2)| ⇐⇒ |un+1 − ln(2)| 6

1

2
|un − ln(2)|.

d) On en déduit par réurrene que P(n) : ”|un − ln(2)| 6

(
1

2

)n

”, est vraie pour tout n ∈ N :

I. Pour n = 0 : |u0 − ln(2)| = ln(2) ≈ 0.69 6 1 = (1/2)0, don P(0) est vraie.

H. Supposons la propriété vraie à un ertain rang n, et montrons qu'alors elle est vraie au rang

n + 1 :

����������������������������

On sait que |un− ln(2)| 6 (1/2)n, don 1
2
|un− ln(2)| 6 (1/2)n+1

(multipliation des deux membres

par 1/2 > 0).

Comme par ailleurs : |un+1 − ln(2)| 6 1
2
|un − ln(2)|, on a bien par transitivité de l'inégalité :

|un+1 − ln(2)| 6 (1/2)n+1
, don P(n + 1) est vraie si P(n) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don vraie pour tout n ∈ N, d'après le

prinipe de réurrene.

Comme 0 < 1/2 < 1, lim
n→+∞

(1/2)n = 0, et omme ∀n ∈ N, 0 6 |un − ln(2)| 6 (1/2)n, le théorème

d'enadrement donne :

lim
n→+∞

|un − ln(2)| = 0, e qui exprime que la suite (un)n∈N onverge vers ln(2).

Exerie 3

1. Pour tout entier naturel n, on onsidère la fontion fn : R → R dé�nie par :

∀t ∈ R, fn(t) =







e−ttn

n!
si t > 0

0 si t 6 0

a) Soit n ∈ N ; lorsque t tend vers +∞, t > 0 et : t2.fn(t) =
1

n!
.tn+2.e−t

où : lim
t→+∞

tn+2.e−t = 0

par roissanes omparées, e qui implique bien que lim
t→+∞

t2.fn(t) = 0.

On en déduit don que fn(t) = o
+∞

(
1

t2

)

. Or :

∫ +∞

1

1

t2
dt est une intégrale onvergente, omme

intégrale de Riemann d'exposant α = 2 > 0.

Comme fn est ontinue, positive sur [1,+∞[, le ritère de omparaison d'intégrales de telles

fontions permet d'en déduire que l'intégrale

∫ +∞

1

fn(t)dt est elle-même onvergente.

Comme fn est ontinue sur [0,+∞[ (puisque lim
t→0+

fn(t) = 0 = fn(0)), l'intégrale

∫ 1

0

fn(t)dt est

bien dé�nie, et

∫ +∞

0

fn(t)dt =

∫ 1

0

fn(t)dt +

∫ +∞

1

fn(t)dt est don onvergente, pour tout entier

n ∈ N.
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b) Soit n ∈ N
∗
et x ∈ [0,+∞[, on réalise une intégration par parties dans l'intégrale

∫ x

0

fn(t)dt =
1

n!

∫ x

0

tn.e−tdt en posant :

u(t) = tn −→ u′(t) = ntn−1

v′(t) = e−t −→ v(t) = −e−t

Les fontions u et v sont de lasse C1
sur [0,+∞[, don par intégration par parties :

∀n ∈ N
∗, ∀x ∈ [0,+∞[,

∫ x

0

fn(t)dt =
1

n!
.
([

− tn.e−t
]x

0
+ n.

∫ x

0

tn−1.e−tdt
)

= −
xn.e−x

n!
+ 0 +

n

n!
︸︷︷︸

=1/(n−1)!

.

∫ x

0

tn−1.e−tdt

= −
e−xxn

n!
+

∫ x

0

fn−1(t)dt

) Puisque les intégrales de la relation préédente sont toutes onvergentes d'après a), alors par

passage à la limite dans ette égalité, lorsque x tend vers +∞ :

∀n ∈ N
∗,

∫ +∞

0

fn(t)dt = 0 +

∫ +∞

0

fn−1(t)dt

Ce qui signi�e que l'intégrale

∫ +∞

0

fn(t)dt garde une valeur onstante, quel que soit l'entier n,

et :

∀n ∈ N,

∫ +∞

0

fn(t)dt =

∫ +∞

0

f0(t)dt =

∫ +∞

0

e−tdt = lim
x→+∞

−e−x + 1 = 1

d) Pour tout entier naturel n, la fontion fn :

� est ontinue sur ] −∞, 0[ omme fontion onstante, et sur ]0,+∞[ omme produit de fon-

tions ontinues sur et intervalle.

Comme de plus, lim
t→0+

fn(t) = 0 = fn(0) = lim
t→0−

fn(t), fn est en fait ontinue sur tout R.

� est positive ar nulle sur ]−∞, 0], et positive omme produit de réels positifs sur ]0,+∞[.

� véri�e :

∫ +∞

−∞

fn(t)dt =

∫ 0

−∞

0 dt +

∫ +∞

0

fn(t)dt = 0 + 1 = 1

La fontion fn est don bien, pour tout entier naturel n, une densité de probabilité.

2. Pour tout entier naturel n, on dé�nit une variable aléatoire Xn admettant fn pour densité de pro-

babilité.

a) Soit n ∈ N ; la variable aléatoireXn admet une espérane si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

t.fn(t)dt

est absolument onvergente. Comme la fontion t 7→ t.fn(t) est nulle sur ]−∞, 0] et positive sur
]0,+∞[, ela revient à montrer la onvergene simple de :

∫ +∞

0

t.fn(t)dt =
1

n!

∫ +∞

0

tn+1.e−tdt = (n+1)×
1

(n+ 1)!

∫ +∞

0

tn+1.e−tdt = (n+1)

∫ +∞

0

fn+1(t)dt = n+1

d'après 1.) ; ainsi, Xn admet une espérane qui vaut : E(Xn) = n+ 1.

De même : Xn admet une variane si et seulement si elle admet un moment d'ordre 2 ; il faut don
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véri�er, d'après le théorème de transfert, si l'intégrale

∫ +∞

−∞

t2.fn(t)dt est absolument onvergente,

e qui se ramène là enore à véri�er la onvergene simple de :

∫ +∞

0

t2.fn(t)dt =
1

n!

∫ +∞

0

tn+2.e−tdt = (n+ 1)(n+ 2)×
1

(n+ 2)!

∫ +∞

0

tn+2.e−tdt

= (n + 1)(n+ 2).

∫ +∞

0

fn+2(t)dt

Ainsi : Xn admet un moment d'ordre 2 qui vaut :

E(X2
n) = (n+ 1)(n+ 2)

d'après la formule de Koenig-Huygens, Xn admet don une variane qui vaut :

V (Xn) = E(X2
n)− E(Xn)

2 = (n + 1)(n+ 2)− (n+ 1)2 = (n+ 1)(n+ 2− n− 1)

= n+ 1

b) Dans ette question, on suppose que n = 4. La fontion de répartition de X4 est dé�nie par :

∀x ∈ R, FX4
(x) =

∫ x

−∞

f4(t)dt =

{

0 si x 6 0
∫ x

0
f4(t)dt si x > 0

Les trois intégrales données par l'énoné sont don les valeurs de FX4
(4), FX4

(6) et FX4
(8).

On trae grâe à elles une allure ohérente de la ourbe de FX4
, en respetant ses propriétés

fondamentales : elle est nulle sur ] −∞, 0], stritement roissante sur [0,+∞[ et a pour limite 1

en +∞.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9−1

0

1

3. Pour tout réel t > 0, on dé�nit la variable aléatoire Yt égale au nombre de voitures arrivant à un

péage d'autoroute de l'instant 0 à l'instant t.

On suppose que la variable aléatoire Yt suit une loi de Poisson de paramètre t.

a) D'après le ours sur la loi de Poisson : ∀t > 0, E(Yt) = V (Yt) = t.

Pour tout entier naturel n non nul, on dé�nit la variable aléatoire réelle Zn, prenant ses valeurs dans

R
+
, égale à l'instant d'arrivée de la n-ième voiture au péage à partir de l'instant 0.

b) Soient t ∈ ]0,+∞[ et n ∈ N
∗
: l'événement [Zn 6 t] est réalisé si et seulement si la n-ième voiture

arrive au péage au plus tard à l'instant t : ela signi�e qu'à l'instant t, la n-ième voiture est arrivée,

et don les (n− 1) préédentes aussi, voire même d'autres voitures après la n-ième : [Zn 6 t] est
réalisé si et seulement si il y a eu au moins n voitures passées par le péage à l'instant t, e qui

donne bien :

∀t ∈]0,+∞[, ∀n ∈ N
∗, [Zn 6 t] = [Yt > n]
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) La variable aléatoire Zn est à valeurs dans R
+
, don : ∀t ∈]−∞, 0], FZn

(t) = P (Zn 6 t) = 0.

Pour tout t ∈]0,+∞[: FZn
(t) = P (Zn 6 t) = P (Yt > n) = 1− P (Yt 6 n− 1) = 1−

n−1∑

k=0

tk

k!
.e−t

.

d) La fontion de répartition de Zn est lairement ontinue et même de lasse C1
sur ]−∞, 0[ omme

onstante, et de lasse C1
(don ontinue) sur ]0,+∞[ omme somme de produits de fontions de

lasse C1
sur et intervalle, elle est don de lasse C1

sur R sauf peut-être en 0.

La ontinuité en 0 est bien assurée :

lim
t→0+

FZn
(t) = 1−

n−1∑

k=0

0k

k!
.e0 = 1− 1 = 0 = FZn

(0) = lim
t→0−

FZn
(t)

puisque dans la somme, tous les termes sont nuls sauf elui d'indie k = 0 qui vaut

lim
t→0+

e−t = e0 = 1.

La variable aléatoire Zn est don une variable à densité, et une densité f de Zn est obtenue par

dérivation de FZn
(sauf en zéro où on lui donne la valeur arbitraire 0) :

∀t ∈]−∞, 0], f(t) = 0 et :

∀t ∈]0,+∞[, f(t) = 0−

n−1∑

k=0

[ktk−1

k!
.e−t −

tk

k!
.e−t

]

= −

n−1∑

k=0 1

tk−1

(k − 1)!
.e−t +

n−1∑

k=0

tk

k!
.e−t

= −

n−2∑

j=0

tj

j!
.e−t +

n−1∑

k=0

tk

k!
.e−tdt

∀t ∈]0,+∞[, f(t) =
tn−1

(n− 1)!
.e−t

Une densité de Zn oïnide bien sur R tout entier ave la fontion fn−1.

8 ©


