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Proposition de corrigé par David Meneu
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EXERCICE 1

On considére une matrice carrée d’ordre 3 :

0 2 1
J=10 -1 2
0 1 0

et 'endomorphisme f de R? de matrice J dans la base canonique de R3. On considére, pour tout nombre
réel a, la matrice carrée réelle d’ordre 3 :

a 2 1
M,=10 a—1 2
0 1

1. a) Un réel A est valeur propre de f si et seulement si la matrice J — A.I3 est non-inversible, on
échelonne donc cette matrice :

A9 1 A9 NG (a2 1
J ML= 0 —1-x 2 | Zz=s | g 10 | LotV Ly )\
0 1 -\ 0 —1—-X\ 2 0 0 2-A14+N)
A

Les valeurs propres de f sont alors les réels qui annulent I’'un au moins des coefficients diagonaux
de la réduite de Gauss obtenue, soit :

-A=0
ou <= A=0o0u A =1o0ul\= -2 aprés résolution de ’équation du second
AN —A4+2=0
degré (dont les racines sont a peu prés évientes...
On en conclut que les valeurs propres de f sont : —2, 0 et 1.
On calcule ensuite les trois sous-espaces propres correspondants en résolvant successivement les
x
systémes : (J — A\)X = 0 d’inconnue X = | y | pour chaque valeur propre A, systéme équivalent
z
a L X =0 (utilisation de la réduite de Gauss) :
02 1\ [« 0 2y+z =0
e A=0:(J-A)X=0<«= (01 0] |y]=10] < Qv =0
0 0 2 z 0 5 -0

— y=2z=0.

On en déduit le sous-espace propre : Fo(f) = {(z,0,0)| z € R} = Vect ((1,0,0)).

Le vecteur (1,0,0) étant non-nul, il forme & lui seul une famille génératrice également libre de
Eo(f), donc une base de ce sous-espace.



b)

d)

—rx+2y+z = 0

e A=1:(J-A[)X =0 < ez — 0

{:L’ =2y+z2=3z
<~ .
y ==z

On en déduit le sous-espace propre : Ei(f) = {(3z,2,2)| 2z € R} = Vect ((3,1, 1)).

Le vecteur (3,1, 1) étant non-nul, il forme & lui seul une famille génératrice également libre de
E1(f), donc une base de ce sous-espace.

2 T 0
1 -1 y] =10 <:>{
0 z 0

22 1\ f=z 0 2r+2y+2 = 0
e \=-2:(J-A[)X=0<«< [0 1 2 yl| =10 — { y+2z L 0
000/ \z 0 Y B

T =i(-z-2y) = %z
y = -2z

On en déduit le sous-espace propre :
E_s(f) = {(32,—22,2)| z € R} = Vect ((2,-2,1)) = Vect ((3, —4,2)). A nouveau, le vecteur
(3, —4,2) étant non-nul, il forme & lui seul une famille génératrice également libre de E_5(f),
donc une base de ce sous-espace.
L’endomorphisme f de R?, espace de dimension 3, posséde donc 3 valeurs propres distinctes : c’est
une condition suffisante pour pouvoir affirmer que f est diagonalisable (et tous ses sous-espaces

propres sont de dimension 1, comme on I’a vérifié plus haut).
La formule de changement de base donne alors la relation :

J=PDP ' < P 'JP=D

1 3 3 00 O
ot P=|0 1 —4] estla matrice de passageet D= [0 1 0
0 12 0 0 —2
En remarquant que, pour tout réel a : M, = J + a.l3, le méme changement de base donne :
a 0 0
P 'M,P =P '(J+a.l3)P =P 'JP+aP'I3P = D+a.P'P=D+als= |0 1+a 0 ,
0 0 a—2

matrice & nouveau diagonale qu’on note D,.
On vient donc de prouver que M, est toujours semblable & une matrice diagonale D,, donc est
diagonalisable.

On sait que M, est inversible si et seulement si 0 n’est pas valeur propre de cette matrice. Or les
valeurs propres de M, sont les mémes que celles de D,, c’est-a-dire : a, 1 +a et a — 2.
On en déduit que M, est inversible pour tout réel a € R\ {0, —1, 2}.

. On se propose, dans cette question, de déterminer ’ensemble des nombres réels a tels qu’il existe
une matrice carrée réelle d’ordre trois vérifiant X2 = M,.

a)

Soient @ un nombre réel et X une matrice carrée réelle d’ordre trois tels que X2 = M,.

i. Au vu des relations précédentes : XM, = X x X? = X3 = X? x X = M, X, donc M, et X
commutent.

Et comme M, =J +a.l3 <— J=M, —a.l3:
XJ=XM,—aX=MX—-aX=(M,—al3)X =JX, donc X commute également avec
J.

ii. On note h I'endomorphisme de R? de matrice X dans la base canonique de R? : puisque X et
J commutent, alors f et h commutent ; pour tout vecteur propre v de f, associé a la valeur
propre A\ :

f(v) = A, donc ho f(v) = h(Av) = A.h(v) <= foh(v) = A.h(v), relation qui prouve que
h(v) appartient au sous-espace propre de f pour la méme valeur propre \.



Il reste a rappeler un point trés important ici : tous les sous-espaces propres de f sont de
dimension 1!

Par conséquent, deux vecteurs appartenant au méme sous-espace propre sont toujours coli-
néaires ; c’est le cas ici des vecteurs v et h(v), il existe donc un réel p tel que : h(v) = p.v,
c’est-a-dire que v est aussi vecteur propre de h.

iii. Le résultat précédent a une conséquence importante : la base de vecteurs propres de f dans
laquelle la matrice de cet endomorphisme est diagonale, est encore une base de vecteurs
propres pour h, dans laquelle la matrice de cet endomorphisme est encore diagonale. Il existe
donc bien une matrice réelle diagonale A d’ordre trois telle que : X = PAPL

On repart de la relation X? = M,, qui peut alors se réécrire :

PAP'PAP™' = PD,P7! < PA?’P'=PD,P! < A%?=D,.

0
0|, et 'équation
z

o O

x
iv. La matrice A étant diagonale, elle s’écrit sous la forme : A = | 0
0

A? = M, se réécrit :

2

2 0 0 a 0 0 - =a
0 v>» 0]=(0 a+1 O = Ry =a+l.
0 0 2 0 0 a-2 2 L9

Ce systéme d’équation posséde (au moins) un triplet (z, y, z) solution si et seulement si a, a+1
et a — 2 sont tous positifs, ce qui demande d’obtenir : a >0, a > —1 et a > 2.

On en conclut que pour que I’équation X? = M, posséde au moins une solution, il faut a > 2
(on garde la condition la plus contraignante).

2

T =a
b) Réciproquement bien sir, si a > 2, les équations : < y> = a + 1 possédent chacune au moins
22 =a-—-2

une solution réelle, ce qui garantit qu’il existe au moins une matrice A telle que A? = D,,, dont
on déduit au moins une matrice X = PAP~! telle que X? = M,.

¢) On conclut logiquement que 1’équation matricielle : X? = M, posséde au moins une solution si
et seulement si a > 2.

EXERCICE 2
On considére la fonction f : ] —1;40c0[— R définie, pour tout = de | — 1;4o00], par :
1 siz =0
f(x) = In(1
Il 4=) si €] — 1; 0[U]0; +00
T
1. a) La fonction f est tout d’abord continue sur chacun des intervalles | — 1;0[ et ]0; +-00[ ou elle est
bien définie (il faut 1 +2 >0 <= x > —1 et x # 0), comme composée de fonctions de référence
continues.
.\ . . In(1+2) . . . .
La limite classique : hH(l) ———~ =1 signifie aussi que hn% f(z) = f(0), donc que f est aussi
T— T T—

continue en 0 : f est bien continue sur tout 'intervalle | — 1; +o0].



b) La fonction f est de classe C! sur chacun des intervalles | — 1;0[ et ]0; +o0o[ comme composée de
fonctions de classe C'; pour tout réel 2 de I'un de ces deux intervalles :

) = H_%ZL‘ —In(1 + z)

22
c) La fonction f est dérivable en 0 si et seulement si le taux d’accroissement de f en 0, soit

fz) = f(0)

, admet une limite finie lorsque x tend vers 0.

x—0
Pour x # 0 au voisinage de 0 :
In(1+ x) 1
— f(0 - In(1 -
f(=) (];( ) = 44 = n(l+ f) * ; on utilise alors le développement limité de In(1+z)
T — T T
a l'ordre 2 en O :
2 2 In(1 — 1
In(l+2z)=a— % +o(z?) < In(l+z)—z= —%+0(w2) = n(—i——;v)ac =3 +o(1),
x
ce qui donne :
L oW(ta) e 1 () - f(0)
x—0 Jj‘z 2 z—0 xr — O
1

qui prouve que f est bien dérivable en 0, avec f'(0) = —=.

2
d) La fonction f est alors de classe C! en 0 si et seulement si f’ est continue en 0, soit :
1
lim f'(2) = f(0) = —5.
z—0 2

On reprend alors expression de f’(x) pour 2 # 0 obtenue en 1.b), et on fait & nouveau intervenir
des développements limités a 'ordre 2 en 0 :

o vy D) 0 e a2 fo(a?) — (2 — 2+ o(a?))
f (l’) = 2 = 2
x x
-1 —z+Z 4 o(z?) 1
— 2 _
B x? 2 +o(l)
1
ce qui prouve bien que liII(l) fl(x) = > S f'(0) : la fonction f est bien de classe C'! sur tout
T
I'intervalle | — 1; +o0.
2. On introduit ici la fonction g : z +— vz In(1 4 z), bien définie et dérivable sur | — 1; +oo] ou
x
142z >0, avec :
1.(1+zx)—=x1 1 1—(1+x) x
V el — 1; ! = _ — — _

Pour tout z de | — 1;400[, (1 + z)? > 0 donc le signe de ¢'(z) est celui de —z.

On en déduit que g est croissante sur | — 1;0], puis décroissante sur [0; +oo], et donc que g admet

un maximum en z = 0 qui vaut g(0) = T 0" In(1+0) =0.

Cela signifie bien donc que : Vz €] — 1;4+00], g(z) <0 <~ 52 In(1+ ) <0.

x
, . 0lUl0- iy — 9() oy — 1
Par conséquent : Vz €] — 1;0[UJ0; +o0[, f'(x) = =—5> < 0, et comme f'(0) = —3 < 0, on en
x
déduit que f’ est négative sur tout 'intervalle | — 1;+o0[ : la fonction f est décroissante sur son

domaine.

Calcul des limites en —17 et 400 :



lim 1+2=0"et lim In(X)=—o00,donc lim In(l+z)=—-00

z——17F X—0t+ z——17+
In(1
et lim In(1 +2) =400 = lim f(z).
rz——11 X r——11
In(z(2+1 | In(1+2
Au voisinage de o0 :  f(z) = (2l + 1)) = n(x) + ( ”C), ol :
x x x
. In(x) . ) . 1
lim = 0 par croissances comparées, et lim In (1 + E) =In(1) =0,
r——+00 €T r——+00
In(1+12
donc lim u =0et lim f(z)=0.
z—+00 X T—+00

x -1 0 +o0
—+00

1 1
. Pour tout x de I'intervalle ] — 5; —l—oo[ Dox > b > —1 et 2z > —1, donc l'intervalle de bornes x

et 2z ([z;22] si z > 0 et [22;2] si —3 < x < 0) est toujours inclus dans | — 1; +oo[, domaine ot f
2z

est bien définie et continue. Cela suffit pour garantir que 'intégrale f(t)dt est bien définie pour
1

tout réel x de | — =; :

out réel x e} 2,—1—00[

1
. On considére donc la fonction F': } — 5 —1—00[ — R définie par :

vr €] - ], f(x):/xf(t)dt.

a) Pour voir que F est dérivable sur son domaine, on introduit la fonction ® définie comme une
primitive sur | — 1; +oco[ de la fonction f, continue sur cet intervalle, et qui permet d’écrire :

Vo e] = %; +oo[, F(z)=®(2z) — ®(x)

1
Sous cette forme, I est bien de classe C! sur } bt —1—00[ comme composée et différence de

fonctions de classe C!, et :
1
Vo e] - §;+oo[, F'(z) =29/ (2x) — ®'(z) = 2f(22) — f(2)

2111(1 +2z) In(l+x) _ In(1+ 2x) — In(1 + ) S0
= 2x x x

2—-1=1 siz =0

Ainsi :
Pour tout z de ]0; +oof :

In(1+ 2x) — In(1 + )
x

142 >1+2 < In(1+2z) >In(l+2) < >0 < F'(z) > 0;



pour tout x de} — %;0[:

0<l+2zr<l+z=In(l1+22)<In(l+2)=In(1+2z)—In(l1+2) <0

In(1+ 2x) — In(1
et comme x < 0, alors F'(z) = n(l +22) - In(1 + 2) > 0.
T

1
On en conclut que F” est strictement positive sur tout I'intervalle } — 3 +oo[, et donc que F’ est
strictement croissante sur son domaine.
Pour tout x de |0; +o0[ : la fonction f étant décroissante sur son domaine | — 1; +oc[, elle atteint

sur U'intervalle [z;22], son minimum en ¢ = 2z, de sorte que :

Ve > 0, YVt € [z;2z], f(t) > f(2z). La fonction f étant continue sur son domaine, et puisque
2x > x pour x > 0, la propriété de croissance de l'intégrale (ou ici : I'inégalité de la moyenne)
donne :

YV €]0; +o0], /Zx f)dt > 2z — x).f(2z) <= Vz €]0;+00], F(x) = zf(22)

In(1+ 2z
Pour tout x > 0 : xzf(2z) = Q
obtenue a la question précédente et le théoréme de comparaison des limites, assurent donc que

lim F(x)= +oo.

T—r+400

tend vers oo lorsque x tend vers 4o00. L’inégalité

=

f(t)dt est impropre en 1; sur | — 1;0[, f est continue et positive comme on l'a

In(1+1
vu plus haut, et f(t) = w — In(1+1¢), oi pour a €]0; ] :
t——17+

L’intégrale
-1

1

/_ (a2 / “n(e)de = ~[2ln(z) ]

NI

1
2

a a

1 1
= 5111(2) + 3 —aln(a) +a

1
~3
ou : lim aln(a) = 0 par croissances comparées, ce qui assure que / —In(1 + t)dt, est une
-1

a—0t
1+ ln(2))
> .
Le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions continues, positives assure alors que

intégrale convergente (et vaut

1
—32
Pintégrale / f(t)dt, est elle-méme convergente.
-1

1
Lorsque x tend vers —5 2z tend vers —1 : la convergence qu’on vient de montrer assure bien que
2x

1
F(z) = f(t)dt admet une limite finie quand x tend vers —3 qui vaut

T
—1

F(#)dt = —

D=

.

1
2

EXERCICE 3



Soit @ un entier strictement positif.
On dispose d’un jeu usuel de 2n cartes (n = 16 ou 26) qu contient donc deux rois rouges, et on envisage
deux jeux d’argent régis par les protocoles suivants :

I. Premier protocole

Les cartes du jeu sont alignées sur une table de facon aléatoire. Le joueur découvre les cartes, de gauche
a droite jusqu’a obtenir le premier roi rouge.

On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition du premier roi rouge et £(X) son espérance.

1. Pour tout entier ¢ € [1;2n — 1], on définit I’événement R; : « la i-éme carte retournée est un roi
rouge ».

La variable aléatoire X a bien pour univers-image : X (€2) = {1,...,2n—1} car au mieux, on retourne
un roi rouge dés la premiére carte, et au pire les deux rois rouges sont en derniére position, donc le
premier roi rouge est retiré a la (2n — 1)-iéme carte.

(X =1=RietVke{2,....2n—1}: [X=k]=R N...0NRe_1 N Ry, et daprés la formule des
probabilités composées :

P(X = k‘) = P(E) X PR—I(E) X ... X PR—lm___mm(Rk_l) X PR_lﬂﬂm(Rk)

2n—2 2n—3 2n —k 2
= X X ... X X
2n o2n—1 n—k+2 2n—k+1

2n—2

?
. i:;:z[—k $ 9 = (277’ u k:) % 92
oo T (2n=1)x2n
[T i
i=2n—k+1
_ 2n—k
n(2n—1)

Apreés télescopage entre les deux produits, dont la partie commune des indices est [2n—k+1;2n—2].

Remarque : dans la premiére version du corrigé, j’avais proposé cette rédaction ou on écrit les
produits d’entiers consécutifs comme des quotients de factorielles, ce qui est une autre facon de voir
les simplifications qui ont lieu : chacun décidera ce qu’il préfére!

P(X = k) = P(Ry) X Pg;(R2) X ... X Pgi o, (Ri1) X Py gy (Rie)

:271—2><2n—3><.”>< 2n —k " 2
2n 2n —1 n—k+2 2n—-k+1
(2n — 2)! y

_ @2n—k-1)!  (2n—2)!x2x (2n — k)

(2n)! o (2n)! x (2n—k—1)!
(2n — k)!

_ 22n—k)  2n—k
~2n(2n—1) n(@2n-1)

P(X = k)

Remarquons que le détail des calculs précédents a du sens si 2 < k£ < 2n — 1, mais on a aussi :
2 1 2n — k

PX=1)=PR)=—=—=——"— k=1.

( ) (F1) 2n  n  n(2n-—1) avee
2n — k

La formule : P(X:k):niestvraiepourtoutentierke{1,...,2n—1}.
n(2n —1)



2. La variable aléatoire X est finie, donc admet une espérance, qui vaut :

2n—1 2n—1

1
k=1 k=1
2n—1 2n—1
2n 1
= — k— —— k2
n(2n — 1) ; n(2n —1) kz::
2 ><(271—1)><2n 1 ><(2n—1)><2n><(4n—1)
-1 2 n(2n —1) 6
dn—-1 O6n—4n+1
:2n— =
3 3
2n+1
B(X) ==

3. Le joueur paie un euro chaque fois qu’il découvre une carte, et gagne a euros lorsqu’il obtient le
premier roi rouge.

On note GGy la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.
Alinsi, si le premier roi rouge apparait a la k-iéme carte découverte, GG; est égale & a — k.

En clair, il y a égalité des variables aléatoires : = G; = a — X. La linéarité de ’espérance donne

alors :
2n +1

3

E(G))=a—E(X)=a

II. Deuxiéme protocole

Les 2n cartes du méme jeu sont alignées sur une table de facon aléatoire, mais cette fois-ci, le joueur
peut découvrir au maximum n cartes.

Le joueur paie un euro chaque fois qu’il découvre une carte, et gagne a euros lorsqu’il obtient le premier
roi rouge.

On note G5, la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.

Ainsi, si le premier roi rouge apparait a la k-iéme carte découverte (k < n), Gy est égale a a — k, et si
le joueur n’obtient pas de roi rouge a l'issue des n premiers tirages, alors G5 est égale a —n.

1. Pour tout entier k € {1,...,n}, Pévénement [Go = a — k| a la méme description que 1'événement
[X = k| de la partie I. Le calcul de probabilité est identique également, donc :

2n —k
Vke 1,...,TL, PG :a,—]{/' e
{ J (@ ) n(2n — 1)
2. L'événement [Gy = —n]| est ici réalisé si et seulement si les n cartes retournées ne font apparaitre

aucun roi rouge :

[Gy=—n]=RiNRyN...NR,, et par la formule des probabilités composées :

P(Gy = —n) = P(Ry) x Pp(Rz) x ... X Pp ~p—(Rn)

2n—2 2n—-3 2n-—4 2n—(n—2)—2 2n—(n—1)—2
= X X X ... X X
2n 2n—1 2n-—-2 2n — (n —2) 2n — (n—1)
2n72>
i
_ z‘:lr_zlq 1 n—1n  n-1

= Z,X2n—1:(2n—1)><2n_2(2n—1)

i=n-+1



Le télescopage a cette fois pour partie commune des indices [n + 1;2n — 2].

On pouvait 1a encore écrire la troisiéme étape sous la forme :

(2n —2)!
B  (n—=2)  (2n—2)! nl nan-1)  n-1
P(Ga=n)= @2n)!  (n—2) ) T 2 —1)  202n—1)
n!

3. La variable aléatoire G5 est finie, donc admet une espérance qui vaut :

n

E(Gy)= Y aP(Gy=1)=) (a—k)P(Gy=a—k)—nP(Gy=—n)

x€G2(Q) k=1
“(a—Kk)(2n—k) nn-1)
=2 nn—1)  2(2n—1)

k_

ZQan— 2n+a)k+k  nn-1)
B (2n — 1) S 22n—1)

2an 2n+a n(n —1)
= k k2 —
M aen—1)  nn—1) Z Ll Cr— Z 2020 — 1)

2an 2n+a n(n + 1) 1 (n +1)(2n+1) n(n-1)
w1 i1 2  a@n-1n~ 6 T 22— 1)
_ 12an-3(2n+a)n+1)+(n+1)2n+1) —3n(n —1)

B 6(2n — 1)

_ 12an —6n* —6n — 3an — 3a+2n*+3n+1—3n* + 3n
B 6(2n — 1)

_ 9an —3a—Tn*+1  3(3n—1)a— (Tn*—1)

B 6(2n — 1) B 6(2n — 1)

III. Comparaison des deux protocoles

On suppose le jeu constitué de 32 cartes (n.= 16). Alors :

33 141a — 1791
E(Gy)=a— 3 =0 11, et E(Gy) = alT aprés calculs.

La différence des deux espérances est donc :

186a — 2046 — 141a + 1791 45a — 255
E(Gl) - E(Gz) = =

186 186
255 17
et :  FE(G1) 2 E(Gy) < 45a > 255 <= a > — T “— a > 3

o : . . 17 . .
Ainsi, le premier protocole est le plus favorable des deux au joueur si a > 3 et sinon c’est le deuxiéme

protocole qui est le plus favorable.



