
MATHÉMATIQUES - EMLyon E 2000

Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

On 
onsidère une matri
e 
arrée d'ordre 3 :

J =





0 2 1
0 −1 2
0 1 0





et l'endomorphisme f de R
3
de matri
e J dans la base 
anonique de R

3
. On 
onsidère, pour tout nombre

réel a, la matri
e 
arrée réelle d'ordre 3 :

Ma =





a 2 1
0 a− 1 2
0 1 a





1. a) Un réel λ est valeur propre de f si et seulement si la matri
e J − λ.I3 est non-inversible, on

é
helonne don
 
ette matri
e :

J−λ.I3 =





−λ 2 1
0 −1− λ 2
0 1 −λ




L2↔L3−−−−→





−λ 2 1
0 1 −λ

0 −1− λ 2




L3←L3+(1+λ)L2

−−−−−−−−−−→





−λ 2 1
0 1 −λ

0 0 2− λ(1 + λ)





︸ ︷︷ ︸

Jλ

Les valeurs propres de f sont alors les réels qui annulent l'un au moins des 
oe�
ients diagonaux

de la réduite de Gauss obtenue, soit :







−λ = 0

ou

−λ2 − λ + 2 = 0

⇐⇒ λ = 0 ou λ = 1 ou λ = −2 après résolution de l'équation du se
ond

degré (dont les ra
ines sont à peu près évientes...

On en 
on
lut que les valeurs propres de f sont : −2, 0 et 1.
On 
al
ule ensuite les trois sous-espa
es propres 
orrespondants en résolvant su

essivement les

systèmes : (J − λ)X = 0 d'in
onnue X =





x

y

z




pour 
haque valeur propre λ, système équivalent

à JλX = 0 (utilisation de la réduite de Gauss) :

� λ = 0 : (J − λ.I3)X = 0 ⇐⇒





0 2 1
0 1 0
0 0 2









x

y

z



 =





0
0
0



 ⇐⇒







2y + z = 0

y = 0

z = 0
⇐⇒ y = z = 0.
On en déduit le sous-espa
e propre : E0(f) = {(x, 0, 0)| x ∈ R} = Vect ((1, 0, 0)).
Le ve
teur (1, 0, 0) étant non-nul, il forme à lui seul une famille génératri
e également libre de

E0(f), don
 une base de 
e sous-espa
e.

1 ©



� λ = 1 : (J − λ.I3)X = 0 ⇐⇒





−1 2 1
0 1 −1
0 0 0









x

y

z



 =





0
0
0



 ⇐⇒

{
−x+ 2y + z = 0

y − z = 0

⇐⇒

{

x = 2y + z = 3z

y = z
.

On en déduit le sous-espa
e propre : E1(f) = {(3z, z, z)| z ∈ R} = Vect ((3, 1, 1)).
Le ve
teur (3, 1, 1) étant non-nul, il forme à lui seul une famille génératri
e également libre de

E1(f), don
 une base de 
e sous-espa
e.

� λ = −2 : (J − λ.I3)X = 0 ⇐⇒





2 2 1
0 1 2
0 0 0









x

y

z



 =





0
0
0



 ⇐⇒

{
2x+ 2y + z = 0

y + 2z = 0

⇐⇒

{

x = 1
2
(−z − 2y) = 3

2
z

y = −2z
.

On en déduit le sous-espa
e propre :

E−2(f) = {(3
2
z,−2z, z)| z ∈ R} = Vect

(
(3
2
,−2, 1)

)
= Vect ((3,−4, 2)). À nouveau, le ve
teur

(3,−4, 2) étant non-nul, il forme à lui seul une famille génératri
e également libre de E−2(f),
don
 une base de 
e sous-espa
e.

b) L'endomorphisme f de R
3
, espa
e de dimension 3, possède don
 3 valeurs propres distin
tes : 
'est

une 
ondition su�sante pour pouvoir a�rmer que f est diagonalisable (et tous ses sous-espa
es

propres sont de dimension 1, 
omme on l'a véri�é plus haut).

La formule de 
hangement de base donne alors la relation :

J = PDP−1 ⇐⇒ P−1JP = D

où P =





1 3 3
0 1 −4
0 12




est la matri
e de passage et D =





0 0 0
0 1 0
0 0 −2




.


) En remarquant que, pour tout réel a : Ma = J + a.I3, le même 
hangement de base donne :

P−1MaP = P−1(J+a.I3)P = P−1JP+aP−1I3P = D+a.P−1P = D+a.I3 =





a 0 0
0 1 + a 0
0 0 a− 2




,

matri
e à nouveau diagonale qu'on note Da.

On vient don
 de prouver que Ma est toujours semblable à une matri
e diagonale Da, don
 est

diagonalisable.

d) On sait que Ma est inversible si et seulement si 0 n'est pas valeur propre de 
ette matri
e. Or les

valeurs propres de Ma sont les mêmes que 
elles de Da, 
'est-à-dire : a, 1 + a et a− 2.
On en déduit que Ma est inversible pour tout réel a ∈ R \ {0,−1, 2}.

2. On se propose, dans 
ette question, de déterminer l'ensemble des nombres réels a tels qu'il existe

une matri
e 
arrée réelle d'ordre trois véri�ant X2 = Ma.

a) Soient a un nombre réel et X une matri
e 
arrée réelle d'ordre trois tels que X2 = Ma.

i. Au vu des relations pré
édentes : XMa = X ×X2 = X3 = X2 ×X = MaX , don
 Ma et X


ommutent.

Et 
omme Ma = J + a.I3 ⇐⇒ J = Ma − a.I3 :

XJ = XMa − a.X = MaX − a.X = (Ma − a.I3)X = JX, don
 X 
ommute également ave


J .

ii. On note h l'endomorphisme de R
3
de matri
e X dans la base 
anonique de R

3
: puisque X et

J 
ommutent, alors f et h 
ommutent ; pour tout ve
teur propre v de f , asso
ié à la valeur

propre λ :

f(v) = λ.v, don
 h ◦ f(v) = h(λ.v) = λ.h(v) ⇐⇒ f ◦ h(v) = λ.h(v), relation qui prouve que

h(v) appartient au sous-espa
e propre de f pour la même valeur propre λ.
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Il reste à rappeler un point très important i
i : tous les sous-espa
es propres de f sont de

dimension 1 !

Par 
onséquent, deux ve
teurs appartenant au même sous-espa
e propre sont toujours 
oli-

néaires ; 
'est le 
as i
i des ve
teurs v et h(v), il existe don
 un réel µ tel que : h(v) = µ.v,


'est-à-dire que v est aussi ve
teur propre de h.

iii. Le résultat pré
édent a une 
onséquen
e importante : la base de ve
teurs propres de f dans

laquelle la matri
e de 
et endomorphisme est diagonale, est en
ore une base de ve
teurs

propres pour h, dans laquelle la matri
e de 
et endomorphisme est en
ore diagonale. Il existe

don
 bien une matri
e réelle diagonale ∆ d'ordre trois telle que : X = P∆P−1.

On repart de la relation X2 = Ma, qui peut alors se réé
rire :

P∆P−1P∆P−1 = PDaP
−1 ⇐⇒ P∆2P−1 = PDaP

−1 ⇐⇒ ∆2 = Da.

iv. La matri
e ∆ étant diagonale, elle s'é
rit sous la forme : ∆ =





x 0 0
0 y 0
0 0 z




, et l'équation

∆2 = Ma se réé
rit :





x2 0 0
0 y2 0
0 0 z2



 =





a 0 0
0 a + 1 0
0 0 a− 2



 ⇐⇒







x2 = a

y2 = a + 1

z2 = a− 2

.

Ce système d'équation possède (au moins) un triplet (x, y, z) solution si et seulement si a, a+1
et a− 2 sont tous positifs, 
e qui demande d'obtenir : a > 0, a > −1 et a > 2.

On en 
on
lut que pour que l'équation X2 = Ma possède au moins une solution, il faut a > 2
(on garde la 
ondition la plus 
ontraignante).

b) Ré
iproquement bien sûr, si a > 2, les équations :







x2 = a

y2 = a+ 1

z2 = a− 2

possèdent 
ha
une au moins

une solution réelle, 
e qui garantit qu'il existe au moins une matri
e ∆ telle que ∆2 = Da, dont

on déduit au moins une matri
e X = P∆P−1 telle que X2 = Ma.


) On 
on
lut logiquement que l'équation matri
ielle : X2 = Ma possède au moins une solution si

et seulement si a > 2.

Exer
i
e 2

On 
onsidère la fon
tion f : ]− 1;+∞[→ R dé�nie, pour tout x de ]− 1;+∞[, par :

f(x) =







1 si x = 0

ln(1 + x)

x
si x ∈]− 1; 0[∪]0; +∞[

1. a) La fon
tion f est tout d'abord 
ontinue sur 
ha
un des intervalles ]− 1; 0[ et ]0; +∞[ où elle est

bien dé�nie (il faut 1+x > 0 ⇐⇒ x > −1 et x 6= 0), 
omme 
omposée de fon
tions de référen
e


ontinues.

La limite 
lassique : lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1 signi�e aussi que lim

x→0
f(x) = f(0), don
 que f est aussi


ontinue en 0 : f est bien 
ontinue sur tout l'intervalle ]− 1;+∞[.
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b) La fon
tion f est de 
lasse C1
sur 
ha
un des intervalles ]− 1; 0[ et ]0; +∞[ 
omme 
omposée de

fon
tions de 
lasse C1
; pour tout réel x de l'un de 
es deux intervalles :

f ′(x) =
1

1+x
.x− ln(1 + x)

x2


) La fon
tion f est dérivable en 0 si et seulement si le taux d'a

roissement de f en 0, soit

f(x)− f(0)

x− 0
, admet une limite �nie lorsque x tend vers 0.

Pour x 6= 0 au voisinage de 0 :

f(x)− f(0)

x− 0
=

ln(1 + x)

x
− 1

x
=

ln(1 + x)− x

x2
; on utilise alors le développement limité de ln(1+x)

à l'ordre 2 en 0 :

ln(1 + x) = x−
x2

2
+ o(x2) ⇐⇒ ln(1 + x)− x = −

x2

2
+ o(x2) ⇐⇒

ln(1 + x)− x

x2
= −

1

2
+ o(1),


e qui donne :

lim
x→0

ln(1 + x)− x

x2
= −

1

2
= lim

x→0

f(x)− f(0)

x− 0

qui prouve que f est bien dérivable en 0, ave
 f ′(0) = −
1

2
.

d) La fon
tion f est alors de 
lasse C1
en 0 si et seulement si f ′ est 
ontinue en 0, soit :

lim
x→0

f ′(x) = f ′(0) = −
1

2
.

On reprend alors l'expression de f ′(x) pour x 6= 0 obtenue en 1.b), et on fait à nouveau intervenir

des développements limités à l'ordre 2 en 0 :

f ′(x) =
x.

1

1 + x
− ln(1 + x)

x2
=

x(1− x+ x2 + o(x2))− (x− x2

2
+ o(x2))

x2

=
x− x2 − x+ x2

2
+ o(x2)

x2
= −

1

2
+ o(1)


e qui prouve bien que lim
x→0

f ′(x) = −
1

2
= f ′(0) : la fon
tion f est bien de 
lasse C1

sur tout

l'intervalle ]− 1;+∞[.

2. On introduit i
i la fon
tion g : x 7→
x

1 + x
− ln(1 + x), bien dé�nie et dérivable sur ] − 1;+∞[ où

1 + x > 0, ave
 :

∀x ∈]− 1;+∞[, g′(x) =
1.(1 + x)− x.1

(1 + x)2
−

1

1 + x
=

1− (1 + x)

(1 + x)2
= −

x

(1 + x)2

Pour tout x de ]− 1;+∞[, (1 + x)2 > 0 don
 le signe de g′(x) est 
elui de −x.

On en déduit que g est 
roissante sur ] − 1; 0], puis dé
roissante sur [0; +∞[, et don
 que g admet

un maximum en x = 0 qui vaut g(0) =
0

1 + 0
− ln(1 + 0) = 0.

Cela signi�e bien don
 que : ∀x ∈]− 1;+∞[, g(x) 6 0 ⇐⇒
x

1 + x
− ln(1 + x) 6 0.

Par 
onséquent : ∀x ∈] − 1; 0[∪]0; +∞[, f ′(x) =
g(x)

x2
6 0, et 
omme f ′(0) = −

1

2
< 0, on en

déduit que f ′ est négative sur tout l'intervalle ] − 1;+∞[ : la fon
tion f est dé
roissante sur son

domaine.

Cal
ul des limites en −1+ et +∞ :

4 ©



lim
x→−1+

1 + x = 0+ et lim
X→0+

ln(X) = −∞, don
 lim
x→−1+

ln(1 + x) = −∞

et lim
x→−1+

ln(1 + x)

x
= +∞ = lim

x→−1+
f(x).

Au voisinage de +∞ : f(x) =
ln
(
x( 1

x
+ 1)

)

x
=

ln(x)

x
+

ln
(
1 + 1

x

)

x
, où :

lim
x→+∞

ln(x)

x
= 0 par 
roissan
es 
omparées, et lim

x→+∞
ln
(
1 + 1

x

)
= ln(1) = 0,

don
 lim
x→+∞

ln
(
1 + 1

x

)

x
= 0 et lim

x→+∞
f(x) = 0.

x −1 0 +∞

f

+∞

0

1

3. Pour tout x de l'intervalle

]
−

1

2
;+∞

[
: x > −

1

2
> −1 et 2x > −1, don
 l'intervalle de bornes x

et 2x ([x; 2x] si x > 0 et [2x; x] si −1
2
< x 6 0) est toujours in
lus dans ] − 1;+∞[, domaine où f

est bien dé�nie et 
ontinue. Cela su�t pour garantir que l'intégrale

∫ 2x

x

f(t)dt est bien dé�nie pour

tout réel x de

]
−

1

2
;+∞

[
.

4. On 
onsidère don
 la fon
tion F :
]
−

1

2
;+∞

[
→ R dé�nie par :

∀x ∈
]
−

1

2
;+∞

[
, f(x) =

∫ 2x

x

f(t)dt.

a) Pour voir que F est dérivable sur son domaine, on introduit la fon
tion Φ dé�nie 
omme une

primitive sur ]− 1;+∞[ de la fon
tion f , 
ontinue sur 
et intervalle, et qui permet d'é
rire :

∀x ∈
]
−

1

2
;+∞

[
, F (x) = Φ(2x)− Φ(x)

Sous 
ette forme, F est bien de 
lasse C1
sur

]
−

1

2
;+∞

[

omme 
omposée et di�éren
e de

fon
tions de 
lasse C1
, et :

∀x ∈
]
−

1

2
;+∞

[
, F ′(x) = 2Φ′(2x)− Φ′(x) = 2f(2x)− f(x)

=







2
ln(1 + 2x)

2x
−

ln(1 + x)

x
=

ln(1 + 2x)− ln(1 + x)

x
si x 6= 0

2− 1 = 1 si x = 0

Ainsi :

Pour tout x de ]0; +∞[ :

1 + 2x > 1 + x ⇐⇒ ln(1 + 2x) > ln(1 + x) ⇐⇒
ln(1 + 2x)− ln(1 + x)

x
> 0 ⇐⇒ F ′(x) > 0;
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pour tout x de

]
−

1

2
; 0
[
:

0 < 1 + 2x < 1 + x =⇒ ln(1 + 2x) < ln(1 + x) =⇒ ln(1 + 2x)− ln(1 + x) < 0

et 
omme x < 0, alors F ′(x) =
ln(1 + 2x)− ln(1 + x)

x
> 0.

On en 
on
lut que F ′ est stri
tement positive sur tout l'intervalle

]
−

1

2
;+∞

[
, et don
 que F est

stri
tement 
roissante sur son domaine.

b) Pour tout x de ]0; +∞[ : la fon
tion f étant dé
roissante sur son domaine ]− 1;+∞[, elle atteint
sur l'intervalle [x; 2x], son minimum en t = 2x, de sorte que :

∀x > 0, ∀t ∈ [x; 2x], f(t) > f(2x). La fon
tion f étant 
ontinue sur son domaine, et puisque

2x > x pour x > 0, la propriété de 
roissan
e de l'intégrale (ou i
i : l'inégalité de la moyenne)

donne :

∀x ∈]0; +∞[,

∫ 2x

x

f(t)dt > (2x− x).f(2x) ⇐⇒ ∀x ∈]0; +∞[, F (x) > xf(2x)


) Pour tout x > 0 : xf(2x) =
ln(1 + 2x)

2
tend vers +∞ lorsque x tend vers +∞. L'inégalité

obtenue à la question pré
édente et le théorème de 
omparaison des limites, assurent don
 que

lim
x→+∞

F (x) = +∞.

d) L'intégrale

∫
−

1

2

−1

f(t)dt est impropre en 1 ; sur ] − 1; 0[, f est 
ontinue et positive 
omme on l'a

vu plus haut, et f(t) =
ln(1 + t)

t
−

t→−1+
ln(1 + t), où pour a ∈]0; 1

2
[ :

∫
−

1

2

−1+a

− ln(1 + t)dt
x=1+t
= −

∫ 1

2

a

ln(x)dx = −
[

x ln(x)− x
] 1

2

a

=
1

2
ln(2) +

1

2
− a ln(a) + a

où : lim
a→0+

a ln(a) = 0 par 
roissan
es 
omparées, 
e qui assure que

∫
−

1

2

−1

− ln(1 + t)dt, est une

intégrale 
onvergente (et vaut

1 + ln(2)

2
).

Le théorème de 
omparaison des intégrales de fon
tions 
ontinues, positives assure alors que

l'intégrale

∫
−

1

2

−1

f(t)dt, est elle-même 
onvergente.

Lorsque x tend vers −
1

2
, 2x tend vers −1 : la 
onvergen
e qu'on vient de montrer assure bien que

F (x) =

∫ 2x

x

f(t)dt admet une limite �nie quand x tend vers −
1

2
, qui vaut

∫
−1

−
1

2

f(t)dt = −

∫
−

1

2

−1

f(t)dt.

Exer
i
e 3
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Soit a un entier stri
tement positif.

On dispose d'un jeu usuel de 2n 
artes (n = 16 ou 26) qu 
ontient don
 deux rois rouges, et on envisage

deux jeux d'argent régis par les proto
oles suivants :

I. Premier proto
ole

Les 
artes du jeu sont alignées sur une table de façon aléatoire. Le joueur dé
ouvre les 
artes, de gau
he

à droite jusqu'à obtenir le premier roi rouge.

On note X la variable aléatoire égale au rang d'apparition du premier roi rouge et E(X) son espéran
e.

1. Pour tout entier i ∈ J1; 2n − 1K, on dé�nit l'événement Ri : � la i-ème 
arte retournée est un roi

rouge �.

La variable aléatoireX a bien pour univers-image : X(Ω) = {1, . . . , 2n−1} 
ar au mieux, on retourne

un roi rouge dès la première 
arte, et au pire les deux rois rouges sont en dernière position, don
 le

premier roi rouge est retiré à la (2n− 1)-ième 
arte.

[X = 1] = R1 et ∀k ∈ {2, . . . , 2n− 1} : [X = k] = R1 ∩ . . . ∩ Rk−1 ∩ Rk, et d'après la formule des

probabilités 
omposées :

P (X = k) = P (R1)× P
R1
(R2)× . . .× P

R1∩...∩Rk−2
(Rk−1)× P

R1∩...∩Rk−1
(Rk)

=
2n− 2

2n
×

2n− 3

2n− 1
× . . .×

2n− k

2n− k + 2
×

2

2n− k + 1

=

2n−2∏

i=2n−k

i

2n∏

i=2n−k+1

i

× 2 =
(2n− k)

(2n− 1)× 2n
× 2

=
2n− k

n(2n− 1)

Après téles
opage entre les deux produits, dont la partie 
ommune des indi
es est J2n−k+1; 2n−2K.

Remarque : dans la première version du 
orrigé, j'avais proposé 
ette réda
tion où on é
rit les

produits d'entiers 
onsé
utifs 
omme des quotients de fa
torielles, 
e qui est une autre façon de voir

les simpli�
ations qui ont lieu : 
ha
un dé
idera 
e qu'il préfère !

P (X = k) = P (R1)× P
R1
(R2)× . . .× P

R1∩...∩Rk−2
(Rk−1)× P

R1∩...∩Rk−1
(Rk)

=
2n− 2

2n
×

2n− 3

2n− 1
× . . .×

2n− k

2n− k + 2
×

2

2n− k + 1

=

(2n− 2)!

(2n− k − 1)!
× 2

(2n)!

(2n− k)!

=
(2n− 2)!× 2× (2n− k)!

(2n)!× (2n− k − 1)!

P (X = k) =
2(2n− k)

2n(2n− 1)
=

2n− k

n(2n− 1)

Remarquons que le détail des 
al
uls pré
édents a du sens si 2 6 k 6 2n − 1, mais on a aussi :

P (X = 1) = P (R1) =
2

2n
=

1

n
=

2n− k

n(2n− 1)
ave
 k = 1.

La formule : P (X = k) =
2n− k

n(2n− 1)
est vraie pour tout entier k ∈ {1, . . . , 2n− 1}.
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2. La variable aléatoire X est �nie, don
 admet une espéran
e, qui vaut :

E(X) =

2n−1∑

k=1

kP (X = k) =
1

n(2n− 1)

2n−1∑

k=1

k(2n− k)

=
2n

n(2n− 1)

2n−1∑

k=1

k −
1

n(2n− 1)

2n−1∑

k=1

k2

=
2

2n− 1
×

(2n− 1)× 2n

2
−

1

n(2n− 1)
×

(2n− 1)× 2n× (4n− 1)

6

= 2n−
4n− 1

3
=

6n− 4n+ 1

3

E(X) =
2n+ 1

3

3. Le joueur paie un euro 
haque fois qu'il dé
ouvre une 
arte, et gagne a euros lorsqu'il obtient le

premier roi rouge.

On note G1 la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.

Ainsi, si le premier roi rouge apparaît à la k-ième 
arte dé
ouverte, G1 est égale à a− k.

En 
lair, il y a égalité des variables aléatoires : G1 = a − X . La linéarité de l'espéran
e donne

alors :

E(G1) = a−E(X) = a−
2n+ 1

3

II. Deuxième proto
ole

Les 2n 
artes du même jeu sont alignées sur une table de façon aléatoire, mais 
ette fois-
i, le joueur

peut dé
ouvrir au maximum n 
artes.

Le joueur paie un euro 
haque fois qu'il dé
ouvre une 
arte, et gagne a euros lorsqu'il obtient le premier

roi rouge.

On note G2 la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.

Ainsi, si le premier roi rouge apparaît à la k-ième 
arte dé
ouverte (k 6 n), G2 est égale à a− k, et si

le joueur n'obtient pas de roi rouge à l'issue des n premiers tirages, alors G2 est égale à −n.

1. Pour tout entier k ∈ {1, . . . , n}, l'événement [G2 = a − k] a la même des
ription que l'événement

[X = k] de la partie I. Le 
al
ul de probabilité est identique également, don
 :

∀k ∈ {1, . . . , n}, P (G2 = a− k) =
2n− k

n(2n− 1)

2. L'événement [G2 = −n] est i
i réalisé si et seulement si les n 
artes retournées ne font apparaître

au
un roi rouge :

[G2 = −n] = R1 ∩ R2 ∩ . . . ∩ Rn, et par la formule des probabilités 
omposées :

P (G2 = −n) = P (R1)× P
R1
(R2)× . . .× P

R1∩...∩Rn−1
(Rn)

=
2n− 2

2n
×

2n− 3

2n− 1
×

2n− 4

2n− 2
× . . .×

2n− (n− 2)− 2

2n− (n− 2)
×

2n− (n− 1)− 2

2n− (n− 1)

=

2n−2∏

i=n−1

i

2n∏

i=n+1

i

×
1

2n− 1
=

(n− 1)n

(2n− 1)× 2n
=

n− 1

2(2n− 1)
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Le téles
opage a 
ette fois pour partie 
ommune des indi
es Jn+ 1; 2n− 2K.

On pouvait là en
ore é
rire la troisième étape sous la forme :

P (G2 = −n) =

(2n− 2)!

(n− 2)!

(2n)!

n!

=
(2n− 2)!

(n− 2)!
×

n!

(2n)!
=

n(n− 1)

2n(2n− 1)
=

n− 1

2(2n− 1)

3. La variable aléatoire G2 est �nie, don
 admet une espéran
e qui vaut :

E(G2) =
∑

x∈G2(Ω)

xP (G2 = x) =
n∑

k=1

(a− k)P (G2 = a− k)− nP (G2 = −n)

=
n∑

k=1

(a− k)(2n− k)

n(2n− 1)
−

n(n− 1)

2(2n− 1)

=
n∑

k=1

2an− (2n+ a)k + k2

n(2n− 1)
−

n(n− 1)

2(2n− 1)

= n×
2an

n(2n− 1)
−

2n+ a

n(2n− 1)

n∑

k=1

k +
1

n(2n− 1)

n∑

k=1

k2 −
n(n− 1)

2(2n− 1)

=
2an

2n− 1
−

2n+ a

n(2n− 1)
×

n(n+ 1)

2
+

1

n(2n− 1)
×

n(n + 1)(2n+ 1)

6
−

n(n− 1)

2(2n− 1)

=
12an− 3(2n+ a)(n+ 1) + (n+ 1)(2n+ 1)− 3n(n− 1)

6(2n− 1)

=
12an− 6n2 − 6n− 3an− 3a+ 2n2 + 3n+ 1− 3n2 + 3n

6(2n− 1)

=
9an− 3a− 7n2 + 1

6(2n− 1)
=

3(3n− 1)a− (7n2 − 1)

6(2n− 1)

III. Comparaison des deux proto
oles

On suppose le jeu 
onstitué de 32 
artes (n = 16). Alors :

E(G1) = a−
33

3
= a− 11, et E(G2) =

141a− 1791

186
après 
al
uls.

La di�éren
e des deux espéran
es est don
 :

E(G1)− E(G2) =
186a− 2046− 141a+ 1791

186
=

45a− 255

186

et : E(G1) > E(G2) ⇐⇒ 45a > 255 ⇐⇒ a >
255

45
⇐⇒ a >

17

3
.

Ainsi, le premier proto
ole est le plus favorable des deux au joueur si a >
17

3
, et sinon 
'est le deuxième

proto
ole qui est le plus favorable.
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