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La prisentation, la lisibilité, {orthographe, la gualité de lg rédaction, la clarté et la précision des
riaisonnements entreront pour yhe part importante dans Vappréciation des copies.

Les candidats sont invités 4 encadirer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs,

Aucun document n'est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule I'utitisgtion d'une régle gradude est autorisée.

§i au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncs, il la signalera sur sa
copie el poursulvra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'll sera amené & prendre,

PROBLEME 1

On considére la fonction ¢ définie sur | - oo ; 1] par -
z+(1-z)n(l-z) siz<1

Vr€]l-oo3l],  plz) = | siz =

PARTIE A : Etude de la fonction ¢

1. Montrer que la fonction ¢ est continue sur | — 0o ; 1)

2. a. Justifier que ¢ est de classe C? sur | — co; 1 et calculer, pour tout z de | — oo; 1], @/{x).
b. En déduire les variations de p sur | — o0 1.
c. Lafonction ¢ esi-clle dérivable en 17
3. Calculer la litnite de ¢ en —o0.
4. ‘Tracer P'allure de la courbe représentative de ¢ en soignant le tracé aux voisinages de 0 et de 1.
1

a. A laide d'une intégration par parties, montrer que Pintégrale / t1n{t} df converge et caleuler
]

(1]

28 valeur,

i
b. En déduire : / plz)de = 2
] ed
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PARTIE B : Etude de deux séries

Soit z un réel appartenant & [0; 1],

1 i
6. a. Vérifier, pour tout n de N* et tout { de [0 4] = Ztk =
s x.““ £
b. En déduire, pour tout n de N* —In{l—=z) - Z i /{} 173 dt.
i t‘n 1
7. Montrer, pour tout n de N* - 0< & df & — )
P “/U 1—¢ (n+ (L — z)
& m
En déduire 1a limite de / e dt lorsque I'entier n tend vers +o0o.
ot
_ m 00 L
8. Montrer alors que la série Z — converge et que 'on a ; Y e == In{T - 7).
—/ 7
nzl f2==1
y : ) _ : . 1 3 b
9. a. Déterminer deux réels u et b tels que : YrneN, ———=~—
nn+1) n a+l
'r¢+1 o ,.L,ﬂ.+1
b. [En déduir 1 ————— converge et que l'on a: ] =)
n déduire que 1a série Z £(n+ D converge et que I'on a 2T D) wlx)
+oc
10. Montrer que la série converge et que 'on a encore : —— = (1).
¢ ; ( +1) s nz:;n(ﬂ-+l) (1)

PARTIE C: Application en probabilité

Dans cette partie, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé
noté (O, &, P).

On considére une urne contenant inifialement une boule bleue et une boule rouge. On procede & des
tirages successifs d'une boule au hasard selon le protocole suivant :

e i on obtient une boule bleue, ofi la remet dans 'urne et on ajoute une boule bleue
supplémentaire;

¢ sion obtient une boule rouge, on la remet dans Purne et on arvéte U'expérience.
On suppose que toutes les boules sont indiscernables an toucher et on adinet que 'expérience s’'arréte
avec une probabilité égale & 1. On note N la variable aléatoire égale au nombre de boules présentes
dans 'urne & la fin de Pexpérignce.

1

11. a. Montrer soignensement : ¥ne N\ {0,1}, P(N=n)= Y

b. La variable aléatoire N admet-elle une espérance?
12. Reeopier et compléter les lignies incomplétes de la fonction Scilab suivante de fagon 3 ce gu’elle

renvole uné sitnulation de la variable sléatoire V.

5 function N = simulaeN()

2 b= 1 // b désigne le nombre de boules bleues dans 1’urne
3 while rand() < ......

4 b = B+l

5 end

[ N= .a...a

7 endfunction
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On consideére une suite (X, )yen- de variables aléatoires indépendantes et de méme loi. On suppose qus,
pour tout n de N*, les variables aléatoires Xy,..., X, et N sont mutuellement indépendantes.

On note I la fonction de répartition commune aux variables aldatoires X, pour 7 appartenant a N*.

On définit la variable aléatoire T = max(X;, ..., Xy), cc qui signifie :

Vw € Q, T(w) = max (X1{w), ..., Xnwy{w))-
Ainsgt par exemple, si N prend la valewr 3, alovs T = max{ Xy, Xo, X3); st N prend la valeur 5
alors T = mtax (X, X, X3, X4, Xs5) ; ete.

13. a. Montrer : VzeR WmeN\{0,1}, Pn_n(T<2)= (F(’x)}n.
b. En déduire : vz €R, P(T < z)=¢(F(z)).
14. On supposc dans cette guestion uniguement que, pour tout n de N*, 1a variable aléatoire X

suit la loi uniforme sur [0;1].

a. On rappelle que Iinstruction grand(n,p, 7unf?,0,1) renvoie une matrice de M., (R} ott les
coeficients sont des réalisations de variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme
sur [0; 1]
Ecrire une fonction Scilah d’en-téte function T = simuleT() qul renvoie une simulation de
la variable aléatoire T

b.  On consideére la fonction Scilab suivante :

» function m = mystere()

7 m = zeros(1,3)

3 for k = 1 : 3

a s = zeros{l,1000)
for j = 1 : 1000

5 s(j) = simaleT()
7 end

7 m{k) = mean(s)

a end

v endfunction

A son appel, on obtient -
ansg =
0.7474646  (.7577248 (.7470916

Que renvoie Ia fonction mystere 7 Que peut-on conjecturer sur la variable aléatoire T ?
0 stzx<0
c. Montrer : VeeR PT <=1 plz) sizeld;1]
1 siz =1
d. En déduire que T est une variable aléatoire & densité.

e. Montrer, 4 aide d'ane intégration par parties, que 7" admet une espérance et caleuler BE(T).

3/6
Tournez la page S.V.P",



15. On suppose dans cette guestion uniguement gue, pour tout n de N7, la variable aléatoire X,

a. Rappeler une expression de la fonetion de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi
exponenticlle de paramétre A

b. En déduire une expression de la fonction de répartition de T

¢.  Montrer que T est une variable aléatoire a densité et qu'unc densité de T est la fonetion

0 siz <0
PG — . .
g Mre™® giz=l.

d. Justifier que 7 admet une espérance et que Von a:  E(T) = ME(X?).
En déduire la valeur de E(7T).

PROBLEME 2

Pour tout {a,b, ¢} de R, on définit la matrice M{a, b, c) par :
l4+a 1 1
Ma.b,y=| 1 146 1
1 1 1l+4¢

Pour tout (a,b,c) de R3, on appelle cardinal de Pensemble {a,b,c}, noté Card ({a, b, ct}, le nombre
d’éléments distincts de cet ensemble. i

Par exemple, si a = b = ¢, alors Card ({e,5,¢}) = 1; sl a = b el a # ¢, alors Card ({a,b,¢}) = 2.
Pour tout {a,b,¢) de R®, on s'intéresse dans ce probléme au notubre de valeurs propres distinctes de la
matrice M{a, b, ¢) et on souhaite démontrer la propriété () suivante

(*) M{a, b, c) est inversible <= ab+ be+ ac+ abe #£ 0.

PARTIE A : Généralités
1. Justifier que, pour tout {a. b, ¢) de R3, la matrice M(a, b, ) est diagonalisable.

2. Soit (a,b,¢) € R
a. Montrer que {3 matrice M(d; b, ¢} ne peut pas admettre une unique valeur propre.
On pourra per exemple raisonner par Uabsurde,

b. En déduire que la matrice M{a, b, c) admet soit deux soit trois valeurs propres distinctes.
3. Soient (a,h,¢) € R® et # = (e, €0, €3} la base canonique de R

On pose [ Pendomorphisme de R? dont la matrice dans la base & est M{a, b, ¢).

a. Eerire la matrice de f dans la base &' = (eg, ey, €3).

b. En déduire que les matrices M{a,b,c) et M(b,a,¢) ont les mémes valeurs propres.

c. De la mémc facon, montrer que les matrices M{a, b, ¢} et M{e,c,b) ont les ménies valeurs
propres,
Ces deux derniers résultats permettent de justifier que les valeurs propres de la ma-
trice M{a, b, ¢) ne dépendent pas de Vordre des réels du triplet (a, b, ¢).
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PARTIE B: Cas ol Card({e,b,c}) =1

4,

Dans cette question uniquement, on suppose que ¢ = b =c¢ =0 et on note J = M (0,0,0).

a, Calculer J%. Déterminer alors un polynéme annulateur de J.

b. En déduire les valeurs propres de J et préciser une base des sous-espaces propres de J.

¢. Déterminer une matrice P inversible de M3(R} et une matrice D diagonale de Ma(R) telles
que : J=FPDP

Boit a € R,

a. Vérifier : M{a,a,a) = P{aks + D-) Bt

b. En déduire que la matrice M{a, a, a) admet exactement deux valeurs propres distinctes et les
déterminer en fonction de a.

c. Vérifier la propriété (x) pour la matrice M{a,a;a).

PARTIE C: Cas ol Card ({a,b,c}) = 2

8.

Dans cette question uniquement, on suppose que a = b6 =0 et que c € R".
On note C' = M(0,0, ¢).
a. Justifier que 0 est une valeur propre de C.

b. Soit X un réel non nul.

T :
i. Soit X = |y | € M;31(R). Montrer 'équivalence :
z
e
CX =X X — 7= {A~2)z
(A —(c+3)A+ 2}z = 0.
it. En déduire : A est une valeur propre de & == M — (c+ A+ 2¢c=0.

c. Montrer alors que ¢ admet troiy valeurs propres distinctes.

Soit {a,c) € R? tel que o # ¢.

a. Exprimer M{a,0,¢) comme une combinaison linéaire de I3 et de M(0,0, ¢ — a).
b. En déduire que la matrice M (g, ¢, ¢) admet trois valeurs propres distinctes.

¢. Vérifier la propriété (%) pour la matrice M{a,a, c).

Seit (@, b.c) € R* tel que Card ({a,b,c}) = 2.

A Taide de la conclusion de la question 3., montrer que la matrice M{a, b, ¢} admef rais valeurs
propres distinctes ct vérifier la propriété (%) dans ce cas.
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PARTIE D : Cas on Card ({a.b,c}) =

9. Soit (a,h,c) eR3telquea < b <.

On note g la fonction définie sur lensemble D = R\ {a,5,c} par :
. i 1 1
Vo € 1D, Tl = of- + :
9, o S R S e T
a. Dresser le fableau de variations de g sur D en y précisant les limites en 40, en —oc, ainsi
qu'a gauche et & droite de ¢, de b et de c.

b. En déduire que 'équation g{z} = 1, d’inconnue x € D, admet exactement trois solutions
distinctes A1, Ao, As, vérifiant : a <Ay <bh< << A,

c. Soit A € I2 une solution de I'équation g{x) = 1.

A—a

: _ . 1
On note X, la matrice colonne de Az (R) définie par : Xy = T3
!

A—c
Montrer que X, est un vecteur propre de la matrice M{a, b, ¢) associé 4 la valewr propre X,

d. En déduire que la matrice M{a, b, ¢} admet trois valeurs propres distinctes.
10. Soit (a,b,¢) € R? tel que Card ({a, b, ¢}) = 3.
a.  Montrer que la matrice M{a, b, ¢) admet {rois valeurs propres distinctes.

b, Védifier la propriété («) pour la matrice M{a, b, c).

il. On pose : A= (1 2 1
' 1 1 3

a. Justifier que la. matrice A est inversible.
b. On note o la plus grande valeur propre de A.
1. Montrer - 4 < ey < D,

ii.  Recopier et compléter les lignes incomplétes de la fonction Scilab ci-dessous afin quielle
renvoie une valeur approchée de o & 107 prés a Paide de la méthode de dichotomie.

t function alpha = valeur_approchee()

P x =4

s y=25

4 while ......

m o= (x+y}/2

6 if i/m o+ L/ (m-1) v 1/ (m-2) ... then
& else

2 T

16 and

1 alpha = (x+y}/2

12 end

13 epndfunction

s FIN »
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