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EXERCICE 1

Soit E = .#3(R) I'ensemble des matrices carrées d'ordre 3 a coeflicients réels.
On note I3 la matrice identité de E et 0y la matrice nulle de £.
Soit @ I'ensemble des matrices M de I vérifiant l'égalite :

Partie A : Exemples de matrices appartenant a 7.

,1./ Déterminer 'ensemble des réels a tels que al € &
2. L'ensemble & est-il sous-espace vectoriel de E ?

-1 -1 1
,8./On note B = i s :

1 =1 -1

1 1
MOH pose X = ( 1 ) et Xo = ( 1 ) Caleuler BX; et BXs.

: 0 1
()9{ En déduire deux valeurs propres de B.
Déterminer une base de chacun des sous-espaces propres associés.
(p‘f Démontrer que B est diagonalisable, et expliciter une matrice D diagonale et une matrice P inversible telles
que: B = PDP1,
WDémontrer que D € 7, puis que B € &.
4. Plus généralement, on suppose que M est une matrice de E diagonalisable, telle que le spectre de M soit
inclus dans {0, —1, —2}.
Montrer que M € &7.

Partie B : Diagonalisabilité des matrices de &/
Soit M une matrice appartenant 4 &. On note Sp(M) le spectre de M.
/5./ Déterminer un polynéme annulateur de M, et démontrer que le spectre de M est inclus dans {0, —1, -2}

# On suppose dans cette question que M admet 0, —1 et —2 comme valeurs propres.
Justifier que M est diagonalisable.
74 On suppose dans cette question que —1 est Punique valeur propre de M.
Justifier que M et M + 213 sont inversibles, puis démontrer que M = —1Is.
MQue peut-on dire de M si Sp(M) = {—2} ? Si Sp(M) = {0} ? ‘

& On suppose dans cette question que M n’admet ancune valeur propre.
Justifier que les matrices M, M + I3 et M + 214 sont inversibles. Aboutir & une contradiction.

*
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cotte question, on suppose que o i
9, Dans q Y jue M admet exactement denx valours proproes distinetes.

jte dci Ie cns-ol-SplAr) = [ =1, —% ; -
Om traite ici - SplAf) {=1.-2} (et on admet aque: dans Jos- autres. situations, Jo résultat serait

similaire).
O vent démontrer par Pabsurde gue la matriee A est dingonalisable, et on suppose done que M ne Vest pas.

3 P el i v el So 1 ¥
O note 5 Ia bi '1mlmlnqm t?‘ R™. Soit f 'endomorphisme de B* dont la matrice dans In base B est M,
On note enfin I'd 'endomorphisme identité de g4,

{a) Montrer que :
(f+dd)o(f+20d) =0 et (f+20d)o(f+Id)j=0

(b} Démontrer que dim (Ker(f + Id)) 2 1 et que dim (Ker(f + 2/d)) = 1.
(¢) En atilisant que M n'est pas diagonalisable, démontrer quie

dim (Ker{f + Id}} =1 et dim(Ker(f+2fd))=1.
(d) Soit 4 un vecteur propre de f associé i la valeur propre —1.
Soit v un vecteur propre de [ associé d ln valeur propre =2
),f"Justiﬁc:r que (i, 1) forme une famille libre dans B2,

’,ji('Snit w un vecteur de B? n'appartenant pas & Veet{u, v).
Montrer que la famille (xe, v, w) est une base de B,

jit. En utilisant le fait que ({f 4 Idyo (f+ 'Hd}){u.-: =0} ot ([f +2Id) e (f + M]n) () = 0. montrer qu'il
existe deux réels o et F tels que ;
flu)+2w=ou ot flw)+w=_75v

En déduire que w est une combinaison lindaire de u et v, et aboutir & une contradiction.

10, Montrer alors que poir toute matrice M de E :

M e o = M est diagonalisable et Sp(M] C {0,—1,-2}

EXERCICE 2
Pour tout entier n supérieur ou égal & 2, on pose, si ces intégrales convergent :

= In(t ' In(t) [T Int)
In=[ .ﬁﬂh J“=L .I_-fﬁ_t-_"dt et HKy= ! mﬁ'dl.

Partie A
Dans cette partie, on fixe un entier n supéricur ou egal & 2

In(t)

1?@1 Démontrer gue : R Inft).

J#1 Démontrer que : Yy €]0, 1], f ] In(t)dt = -L+uy—¥ In{y).
y

I
'En déduire que l'intégrale f In(t) di converge et déterminer sa valer.
]

[ Démontrer que lintégrale définissant Jy converge.
' In(t)

2. Calewler tim [ 62 ,
2. (f Calculer lnn_(t o

4 En déduire la nature de lintégrale définissant K.

¥ Quelle est 1a nature de Pintégrale définissant I ?
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 Partie B
Duns cette partie, on sfintdresse & la limite de J,, lorsque n tend vors +20.
d.jdfﬂﬁm::-ntmr que pour tout entier n supérieur ou égal & 2, on a: Ve €[0,1], 0 g 1“{1} —=In(t) £ =" In(r).

_pyj’ A l'aide d'une intégration par parties, démontrer que pour tout entier n m:ptirmur o dgal & 2, e
1
|
grale j; — " In(t) dt converge et vaut e
/(d' Déduire des questions précédentes que ; “H_TW Ty =—1,
5. {# Démontrer que pour tout réel x supéricur on égal 4 1: 0 < In(z) < =.
En déduire que pour tout réel = supérieur ou égal & 1 et pour tout entier n supérieur ou égal & 3 -
Infx) 1

5

0S Toan <1

2
ﬁDEanm lim K,,,puib IllTl T

Partie C

L'abjectif de cette partie est d'obtenir une valeur approchée de lintégrale J,, & Iaide de Scilab.
" Soient n un entier naturel supéricur ou dgal & 2 et y un réel de [0.1).
A laide du changement de variable : u = —In(t), montrer que :

In(t B v
_{.j_d =fn el ﬂ__bd-ll.-

5 .'1 + 14 p-nu

7. Soit X mmmhlaalhm&eﬁéﬂmwun espace probabilisé (12, o7, P), suivant la loi exponentielle de para-

mﬁh'el

(7" Pour tout entier n supérieur ou égal & 2, on pose ¥, = Ty

D&mmmqumn-wutmmmmpédnmmégdﬂ l’hn.rlmetune

--------

e < m Al
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EXERCICE 3

O lance Indéfiniment une piéce dquilibnée,

On #initéresse au FAIE du lancer auquel on abtient pour la premidre fois deux & Pile » conséeut ifs

On modilise cotte E:\ﬂ"l.vrwgurll,- .--]eauﬂf'r par un espace probahilisf (£, f, P). On note alors X In variable aléatoire égale
au rang du lancet bt PONI. I!ﬂ:.'_umr:- lois, on obtient doux « Pilo s conséeutifs, Sioon n'obtient jamais deux « Pile =
constoutifs, on conviendra que X vaat —1.

Par eremple, st an obtient dans cet ordre : Pile, Face, Face, Pile, Pile, Pile, Face,. .. alors X prend [o valeur 5.

Pour tout entier n supérieur ou égal 1; on pose les événaments SUIVANLE
s F, : « Obtenir Face au n-ibme lancer »,
e P, : « Obtenir Pile au n-itme lancer »,
La suite (Pa)nz1 est dome une suite d'événements mutuellement indépendants.
Pour tout entier n supérieur ou égal & 2. on pose les événements suivants :
_® Uyt « Au cours des n premiers lancers, on obtient au moins une fois In succession de deux piles consécutifs »,
e 3= Pn—l mn Pn.
Enfin, pour tout entier i supérieur ou égal & 2, on note ;

L e P':'L'Lra:l ol n — Pl — ).

Partie A
¥ Exprimer les événements [X = 2l [X =3] et [X =4] & l'aide de certains événcments: Py et Fi.
En déduire les valeurs de an, a3 et ay.
m
/'ih" Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal & 2°: u, = Z e
=1

2] Recopier et compléter la fonction Scilab ci-dessons afin qu'elle simule les lancers de la pitee jusqu'a I'ob-
tention de deux « Pile » consécutifs, et quielle renvoie le nombre de lancers effectuds.

function y=simulX() .
pile=0 e
while pila‘ﬁﬂ_ e,
i rand()<1/2 then pile=pile+l
alsao '

pile=. . i
and;  LaemesT
virs=. HicS, L.
sad
y=tirs
sndwnction =

,@'ﬂ’ Ecrire une fonetion Seilab d’en-téte function s=moyenne(n) qui simule n fois V'expérience ci-dessus et
renvoie la moyenne des résultats obtenus.
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4 On calcule moyenne (n} pour chagqie cntier o de
suivant.

moyenne(n)
-]
|

MWWMMW:M«

Que pouvez-vous conjecturer sur la variable aléatoire X 7
Partie B
}(A‘)‘ Montrer que pour tout entier n supéricur ou égal 4 2:
P(Uns1) = P(Ur) + P(Boyy) — P(U, 0 Byay).
{b) Montrer que pour tout entier n supéricur ou égal i 4 :
Un 1 Buyi = (Un2 0 Foct 0B N Pys) U (Pacy NP 1 Pagy).

(¢) En déduire que pour tout entier n supérieur o épal & 4

Bt =t + (1= ),

3. Démontrer que la suite (uy, )4 o5t crolssante, puls qu'elle converge vers 1

+o0
PiX==1)=1-P (Hl.u,.) =0,

6. En déduire que :

[1,200], et on trace les pésultats obtomis dans g

grapho Partit

Dan |

10
11
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% partie O Ftude de Pespérance de X,

Dans coLte partie, on pose pour tout entier n = 2 ;

th=1l-nu, e §, = ZF; P(X = k).
k=2

}' Aontrer que pour toul entier 1 supérieur on ézal 4 4

; 1
U — Uil = =tn=2.

8

1 /&/.Iuslllic*.r que pour tout entier i supérieur ou égal 4 2 :
P(X =n+1)=1v, — ty41.
9. Démontrer alors par réeurrence que, pour tout entier n supérieur ou égal & 2 :
Sn = 0= 8vy0 — NG

10. En déduire que la suite (S, )yz2 est croissante et majorée.
11. Montrer que X admet une espérance.
12, (a) Démontrer que la suite (nv, )2 converge vers un rénl A

(b) Montrer que si A est non nul, alors la série de terme général v, est divergente.
A laide de I"égalité démontrée a la guestion 7, obtenir une contradiction.

(¢) Donner alors la valeur de Vespérance de X.




