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CONSIGNES
Aucun document n'est permis, aucun instrument de calcul n'est autorisé.
Conformément au réglement du concours, 'usage d’appareils communiguants ou connectés est formetlement interdit durant I'épreuve.

Les candidats sont invités A soigner la présentation de leur copie, & mettre en évidence les principaux résultats, 4 respecter les notations de
I'énence et a donner des démonstrations complétes — mais bréves — de leurs affirmations.

Si, au couts de Iépreuve, un candidat repére ce qui lui semble &tre une erreur d’éncncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Ce document est la propriété d'ECRICOME, vous devez le restituer aux examinateurs 2 Ia fin de la session ou le laisser sur table selon la consigne
donnée dans votre centre d’écrits.
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EXERCICE 1

Partie A
Pour tout couple de réels (6, y), on définit la matrice M (r, g} par :
3z —2e+2y 22—y
Moy = —x -y dw—-3y “2u—y

—2y drn -4y -y
On appelle B Pensemble des matrices Mz, y) ot a el y décrivens R
E = {M{w,y), {(s.y)e R}
On note A= ML ol B=M{0,1).
1. Montrer que K est un sous-cspace vectoriel de Mx(R). En déterminer une base el donmer sa dimension.

2, Montrer que 1, 2 ot 3 sont valeurs propres de A ot déterminer les espaces propres associds. A est-clle diagonalisable ?

3. Déterminer mie macrice nversible P de M3{RR) dont la premiére ligne est ( T -2 1 ) ct telle que :
Lo 0
A— PDsP ! i Da=] 0 2 0
00 3

4. Déterniner P71 (faire fignrer lo détail des caleuds sar la copic).

it

. b nodant X, Xy ot Xy los trois vecteurs colonnes formant la mmalrice £, calenler BX,, BX, ot BX,.
En déduive Uexistence dune matrice diagonale Dy qne Uon explicitora telle gue :

B=PhgP ",
6. Ion déduire que pour toul {r.y) € B2, il existe une matrice diagonale D (e y) de My(R) telle que
Mz, y) = PD(x, }P "
7. En déduire une condition ndeessaire ot sullisante sur (r, ¥} pour que Mz, y) zoit hversible.
2. Montrer quie B? est mn élément de £, La matrice A% cst-clic aussi wi élément. de 7
Partic I3

On sonhaite dans cetle partie éudier les suites (ea)ncr. [ lpes 6t {6n)uer défindes par loes conditions initiales ay = 1.
by = 0, e == 0 ot los relations de réeurrence swivantes

Gy <~ ey, dby — o
boyn = —day o Bby ey,
Cobr = —Baup — 8, 4 26,
2y
Pour tout 1 £ M. on poge X, b,
('I'J'j.

1. Que vant X, 7
2. Détenminer une matrice C telle que powr toul 1 £ M. on ait
}('n.—l-l = C’T—Xﬂn
Détermines ensuite denx réels x ot » tels que O = A {x. y).
3. Moutrer gue, pour ot n € M, X, = C" X,

4. A Iaide des résultats de la partiec A, exprimer ay,. by, ot ¢, cn fonction de v
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EXERCICE 2
L Pour Loul & N, on délinit Ta lonction g, : [0, +oc[-> B par :
o (Il 4 a™
i {ﬂ.‘-,l R
i (14 a)°

i
{1+ 2y
Préciser la limiwe de gy en +oc, dooner égualion de la tangenie en 0. el donner Pallure de la courbe représentative
de -

(a) Etudier les variations de la fonclion gq, définie sur [0, -+oe| par @ golx)

(L} Pour 2 = 1, juslifier que g, est dérivable sur [0, | x| ot montror que :
Vo C ), lag], afz)z0 — nx2ln{l+x).

En déduire les variations de la fonction g, lorsque n 22 1.
Calenler soigueuscemoent  lime g, {z).
e

(¢} Montrer que, pour 7 2 1, ¢, adinet un waximun sur [0, —ao] yui vaul. :

PNy
e (3)
i 2 @

el déieriiner lim  Af,.
n—r+o

(d} Montrer enlin que pour tout » = 1
_ 1
gﬂ. (:L J B o —>O— TR 23-':‘9-’_.-"?:2-

+oo
I, = an(E}dE.
)

{a) Montrer que 'intégrale fy esi convergente el la calculer.

2. Omn pose pour tout n € M ¢

(b) Montrer que ponr tous entier » 2 1, Vintégrale I, est convergente.

(¢) A Daide d'une inbégrabion par parlties, monkrer gue :
YoaolN, Lar=(n+ 1)1,

(d) En déduire que :
Yne M, I, =nal

3. Powr tout n € ¥, on définil Ja fonclion f,, par:

0 sl 0
Yrc R, f.l2) = 1 . .
’ f.’.l.L ) _r g?_&th gl :} 0
7!
(a) Montror que pour tout n € N, f, est une densité de probabilité.
On considére & présent, pour tont n € N, X, wne variable aléatoire réclle admettant f, pour deusitd,
On notera F, la fonetion de répariilion de X,,.

(1) La variable aléaloire X, admel-elle une espérance 7
(¢] Quevant £, {x)pourz <Octn CH?

(] Caleuler Folx) powr & = 0.

{e) Soit 2 2 0 et k € N*. Montrer que :

(Fy Fu dédnire une expression de I, () pour x 2 0 ot n € N7 faisant intervenis uue sovune {(on ne cherchera pas &
calculer cette somume).

- Tournez la page s.v.p. -
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() Pour & € R (xé, déterminer la limite de Fo(z) lorsque n tend vers -2,
(h) La suite de variables sléatoires (Xn)nen converge-i-elle en loi ¥

4. Pour toul » € N. on note ¥, = In{l + X,,.}.
{a) Justifier que Yy, est bien définie. Quelles sont les valowurs prises par Y, 7
(b} Justitier que Y, admet vue espérance ef la calculer.
(¢) Justifier que ¥, admet une variance et la caleuler.

(d) On note Hy, la fonction de répartition de ¥, Montrer que :
YW £ J[{, Hn (,_L}) = Fn(ew — ‘I}

(¢} Montrer que Y, est une variable aléatoire & densité el donner une densité de Y.

([} Reconnaitre la loi de Yy. A Paide de ce i précdde, délerminer le moment dovdre k de ¥y powr tout k € Iv*.

EXERCICE 3

Dans tout Lexercice, X et ¥ sool deux variables aléaloires délinies sur le méme cepace probabilisé of & valeurs dans .
On dit gue les deux variables X et ¥ sont échangeables si :

W) €N, P(X =4 N[y =) = P(X = 3] Y =)

Résultats préliminaires

i. On suppose que X et ¥ sout deux variables indépendantes et de méme loi.
Montrer que X et ¥ sont échngeables.

2. On supposc que X ot Y sont échiapgeables. Montrer, & Paide de 1a formnle des probabilités totales, que :

VielN, P(X=i)=PY =i

Etude d’un exemple

Soicut 91, b ot ¢ irolg cutiers strictement positifs.
Upe urne conbient initialentent n bonles noires et b boules blanches. On eflectne Lexpérience suivante, en distinguant trois
variantes.
s On picche une boule dans I'urne.
On définit X la variable aléatoire qui vaut 1 si cette boule st noire ot 2 =i elle ost planche.
e On replace la boule dans 'urne ot :
% Variante 1 : on ajoute dans I'urne ¢ boules de la méne couleur que la houle qui vient d'étre piochée.
« Variante 2 : on ajoute dans 'urne ¢ boules de la couleur opposée a celle de Ja boule qui vient d'élre piochée.
% Varianle 3 : on n'ajonte pas de boule supplémeniaire davs Unrne.
e On pioche & nouvean une boule dans I'urue.
On définit ¥ 1a variable aléatoire qui vant 1 si cette seconde boule piochée esl noire ¢t 2 si clle est blanche.

3. (a] Compléter la fonciion Scilab suivante, qui sitnule le tirage d*ume boule dans une urne contenant b boules blanches
el 1 boules noires e qui retourne 1 si la boule tirée est noire, et 2 si la boule tivée est blanche.

Eunction res = tirage( b , n )

r = rand ()
7 themn
res = 2
2ise
res = 1
end

cendfunction
L
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(b] Compléter la fonction suivamte, qui effectue expérience étudide avee une urne contenant initislement & houles
blanches. n boules noires el qui ajoute éventuellement ¢ hoileg aprés le premier tirage, selon ls choix de la
variaute dont le numéroe est variante.

Les paramétres de sortie sond :
—- x :une simalation de Lo variable aléatoire X
y : une sitmnlation de la variable aléatoire ¥

experience (b , n , ¢, variante )

function [ = , ¥ 1 =
x = tirage ( b , n )
== 1 then

if variante =
i¥ x == 1 then
slme

end

end
¥y = tirage (b , n )
endfunction

{c¢} Compléter la fonction suivante, qui simule Uexpérience N fois (avee N € W*), ot qui esthime lo loi de X, la loi
de ¥ et 1a loi du couple (X, V7).

Leg paraméires de sorlie sonl, :

— LloiX : un tableau unidimensionve) & deux éléments qui estime [ IM{X=1), P{X=2}]

- 1oiY : um tablean wunidimensionnel & doux éléments qui estime : P(Y=:1), P{Y=2} ]
loiXY : un tablean bidimensionnel 4 denx lignes ef deng colonnes qgui estime :

PX=1n[y=1) P(X=1ny=2))
PX =Ny =2)) P(X =1y ~2])

function [ loiX, loiY , loi%XY ] = estimatioen(b,n,c,variante, N}
leiX = [ 0 , 0 ]
loi¥Y = [ 0 , 0 1]
loiXky = L O , 0 ;, O , O ]
for k= 1 ¢ N )
fx , y] = experience( b , n , ¢ , variante )
1oiX(x) = loiX(x) + 1

end
loi¥ = loi¥%X / N
loiY = loiY / N

loiX¥y = loiXY / W
endfunction :

- . Journez la page sx.p: .
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(d) On exécute notre fonclion pracédente avee b = w2, 0=,
oblient :

N = 10000 o dans chacie des varfantes, On

==>[loiX,loiY,leiXY]

LoiXY =

0.49837 0.18785

0.18697 0.16681
LoiY =

0.66b34 0.33486
LoiX =

0.66622 0.33378

-=>[loiX,leiY,loiXY]

LoiXY =
0.33258 0.33288
0.25031 0.08425

LoiY =
0.58289 0.41711

Loi¥X = .
0.66b44 0.33456

-->[1loiX,10iY,loiX¥]

LoiX¥ =
0.44466 0.22098
0.22312 0.11124
LoiY =
0.66778 (.33222
LoiX =
L _0.665§4 0.3§436

estimation{(1,2,1,1,10000)

N

estimation(1,2,1,2,10000)

estimation(1,2,1,3,10000)

\__J

En éiudiant ces résullats, émettre des conjectiires grant i Uindépendance o échangeabilité de X ot ¥ dans

chacune des variantes.
On donne les valenrs munériques approchées suivantes -

0.33 = 133 = 0.11
033 x 041 =0.14
.33 x 058 ~0.19
(.33 x 0.66 ~ 0.22
.41 x 0.66 ~ (.27
0.38 x 0.66 ~ 0.38
.66 = 0.6 =~ (1.44

4. On se place dans celte gquestion dans I eadre de la variante 1.

{z) Donner la loi de X.

(b} Déterminer Ia loi du couple (X, Y
{

¢) Détermincr la lot de ¥V,

() Moutrer que X et Y sont échangeables mais e sont pas indépendantes.



