
MATHÉMATIQUES - Edhe E 2017

Proposition de orrigé par David Meneu

Lyée Champollion - Grenoble, pour

Exerie 1

On onsidère la fontion f qui à tout ouple (x, y) de R
2
assoie le réel :

f(x, y) = x4 + y4 − 2(x− y)2

1. La fontion f est de lasse C2
sur R

2
omme fontion polyn�miale des deux variables x et y.

2. a) Calul des dérivées partielles d'ordre 1 : pour tout (x, y) ∈ R
2
,

∂1(f)(x, y) = 4x3 − 2(2x− 2y) = 4x3 − 4x+ 4y

∂2(f)(x, y) = 4y3 − 2(−2x+ 2y) = 4y3 + 4x− 4y

b) On onstate, au vu des aluls préédents, que : ∀(x, y) ∈ R
2, ∇f(x, y) = 4

(

x3 − x+ y

y3 + x− y

)

,

le gradient est don bien nul si et seulement si :







x3 − x+ y = 0

y3 + x− y = 0
.

) En additionnant les lignes L1 et L2 du système, on obtient le système équivalent :







x3 + x− y = 0

x3 + y3 = 0
⇐⇒







x3 + x− y = 0

x3 = −y3

Or : x3 = −y3 ⇐⇒ x3 = (−y)3 par imparité de la fontion ube. Cette fontion est également

stritement roissante sur R, don injetive : x3 = (−y)3 est vrai si et seulement si x = −y, et le
système devient équivalent à : 





x3 − 2x = 0

x = −y

Le polyn�me x3 − 2x se fatorise : x3 − 2x = x(x2 − 2) = x(x −
√
2)(x +

√
2), il a don trois

raines : 0,
√
2 et −

√
2, et f admet bien trois points ritiques : (0, 0), (

√
2,−

√
2) et (−

√
2,
√
2).

3. a) Calul des dérivées partielles d'ordre 2 : pour tout (x, y) ∈ R
2
,

∂2
1,1(f)(x, y) = 12x2 − 4, ∂2

2,2(f)(x, y) = 12y2 − 4,

∂2
1,2(f)(x, y) = 4 = ∂2

2,1(f)(x, y) d'après le théorème de Shwarz

b) En (0, 0), la matrie hessienne de f est :

H(0, 0) =

(
∂2
1,1(f)(0, 0) ∂2

1,2(f)(x, y)

∂2
2,1(f)(x, y) ∂2

2,2(f)(x, y)

)

=

(

−4 4

4 −4

)
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En (
√
2,−

√
2), la matrie hessienne de f est :

H(
√
2,−

√
2) =

(

20 4

4 20

)

On onstate, au vu de la parité des exposants dans les dérivées partielles d'ordre 2, que la matrie

hessienne est identique au point (−
√
2,
√
2).

) Rappelons ii que les points ritiques de f de lasse C2
sur R

2
, sont les seuls points en lesquels f

est suseptible de présenter un extrémum loal.

� En (0, 0) :

λ ∈ Sp
(
H(0, 0)

)
⇐⇒ H(0, 0)− λ.I2 est non-inversible

⇐⇒ det

(

−4− λ 4

4 −4− λ

)

= 0

⇐⇒ (−4 − λ)2 − 16 = 0 ⇐⇒ (−4 − λ− 4)(−4− λ+ 4) = 0 ⇐⇒ λ(λ+ 8) = 0

Les valeurs propres de H(0, 0) sont don 0 et −8 : omme 0 est valeur propre, on ne peut pas

onlure via ette méthode, quant à la nature du point ritique (0, 0).

� En (
√
2,−

√
2) (don aussi en (−

√
2,
√
2)) :

λ ∈ S
(
H(

√
2,−

√
2)
)

⇐⇒ H(
√
2,−

√
2)− λ.I2 est non-inversible

⇐⇒ det

(

20− λ 4

4 20− λ

)

= 0

⇐⇒ (20− λ)2 − 16 = 0 ⇐⇒ (20− λ− 4)(20− λ+ 4) = 0

Les valeurs propres de H(
√
2,−

√
2) sont don 16 et 24 : omme elles sont toutes deux stri-

tement positives, on peut en déduire qu'au point ritique (
√
2,−

√
2), la fontion f admet un

minimum loal.

Il en est de même au point ritique (−
√
2,
√
2), en lequel la matrie hessienne est identique à

la préédente.

La fontion f admet bien un minimum loal en deux de ses trois points ritiques, qui vaut :

f(
√
2,−

√
2) = (

√
2)4 + (−

√
2)4 − 2(

√
2 +

√
2)2 = 4 + 4− 2× 8 = −8.

C'est aussi la valeur, en fait, de f(−
√
2,
√
2).

d) Pour x au voisinage de 0 :

f(x, x) = x4+x4−2(x−x)2 = 2x4
et f(x,−x) = x4+(−x)4−2(x+x)2 = 2x4−8x2 = 2x2(x2−4)

� Lorsque x est au voisinage de 0 (ave x 6= 0) : (x, x) est au voisinage de (0, 0),

et f(x, x) = 2x4 > 0 = f(0, 0) : on en déduit que f n'admet pas de maximum loal en (0, 0),
puisqu'on trouve des points très prohes de elui-i en lesquels f prend des valeurs supérieures.

� De même : lorsque x est au voisinage de 0 (x 6= 0) : (x,−x) est au voisinage de (0, 0),

et f(x,−x) = 2x2(x2−4) est le produit de deux réels de signes opposés (2x2 > 0 et x2−4 < 0),

don f(x,−x) < 0 = f(0, 0) ; on en onlut que f n'admet pas non plus un minimum loal en

(0, 0) ; il s'agit en fait d'un point selle !
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4. a) Pour tout (x, y) ∈ R
2
:

f(x, y)− (x2 − 2)2 − (y2 − 2)2 − 2(x+ y)2 = x4 + y4 − 2(x2 − 2xy + y2)− (x4 − 4x2 + 4)

− (y4 − 4y2 + 4)− 2(x2 + 2xy + y2)

= x4 + y4 − 2x2 + 4xy − 2y2 − x4 + 4x2 − 4− y4 + 4y2 − 4− 2x2 − 4xy − 2y2

= −8

On en déduit : ∀(x, y) ∈ R
2, f(x, y) = (x2 − 2)2 + (y2 − 2)2 + 2(x + y)2 − 8 qui est toujours

supérieur ou égal à 8, puisqu'on ajoute à e réel la somme de trois arrés positifs.

b) Ce qui préède permet don d'érire :

∀(x, y) ∈ R
2, f(x, y) > −8 ⇐⇒ ∀(x, y) ∈ R

2, f(x, y) > f(
√
2,−

√
2)

Relation qui exprime qu'en (
√
2,−

√
2), la fontion f admet en fait un minimum global ! Il en est

de même, d'ailleurs, au point (−
√
2,
√
2).

5. a) Il su�t de ompléter le sript ave l'expression de f(x, y) !

1 funtion z = f(x,y)

2 z = x^4 + y^4 - 2*(x-y)^2

3 endfuntion

4

5 x = linspae(-2,2,101)

6 y = x

7 fplot3d(x,y,f)

b) La nappe qui représente f , doit faire apparaître 2 points de mêmes images en lesquels f admet

un minimum global : seule la nappe 1 fait apparaître une telle propriété, où l'on véri�e d'ailleurs

qu'en (0, 0) il n'y a pas d'extrémum loal.

Exerie 2

On note E l'espae vetoriel des fontions polynomiales de degré inférieur ou égal à 2 et on rappelle

que la famille (e0, e1, e2) est une base de E, les fontions e0, e1, e2 étant dé�nies par :

∀t ∈ R, e0(t) = 1, e1(t) = t et e2(t) = t2

On onsidère l'appliation ϕ qui, à toute fontion P de E, assoie la fontion, notée ϕ(P ), dé�nie par :

∀x ∈ R,
(
ϕ(P )

)
(x) =

∫ 1

0

P (x+ t)dt

1. a) La rédation de ette question est toujours plus déliate du point de vue des notations lorsqu'on

travaille dans un espae de poyn�mes, ou plus généralement de fontions.

Soient P, Q deux éléments de E, et λ un salaire réel quelonques : montrer que deux appliations

sont égales, 'est montrer que leurs expressions sont égales pour tout réel x :

∀x ∈ R,
(
ϕ(λ.P +Q)

)
(x) =

∫ 1

0

(
λ.P +Q

)
(x+ t)dt

=

∫ 1

0

(
λ.P (x+ t) +Q(x+ t)

)
dt par dé�nition d'une somme d'appliations
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= λ.

∫ 1

0

P (x+ t)dt+

∫ 1

0

Q(x+ t)dt par linéarité de l'intégrale

∀x ∈ R,
(
ϕ(λ.P +Q

)
(x) = λ.

(
ϕ(P )

)
(x) +

(
ϕ(Q)

)
(x)

On a bien montré l'égalité d'appliations : ∀(P,Q) ∈ E2, ∀λ ∈ R, ϕ(λ.P + Q) = λ.ϕ(P ) + ϕ(Q),
don ϕ est une appliation linéaire.

b) Pour tout réel x :

(
ϕ(e0)

)
(x) =

∫ 1

0

e0(x+ t)dt =

∫ 1

0

1dt = 1− 0 = 1

(
ϕ(e1)

)
(x) =

∫ 1

0

e1(x+ t)dt =

∫ 1

0

(x+ t)dt =
[

xt+
t2

2

]1

0
= x+

1

2

(
ϕ(e2)

)
(x) =

∫ 1

0

e2(x+ t)dt =

∫ 1

0

(x+ t)2dt =

∫ 1

0

(x2 + 2tx+ t2)dt =
[

x2t+ xt2 +
t3

3

]1

0
= x2 + x+

1

3

Ces résultats s'érivent aussi :

∀x ∈ R,
(
ϕ(e0)

)
(x) = 1 = e0(x) don ϕ(e0) = e0

∀x ∈ R,
(
ϕ(e1)

)
(x) = x+

1

2
= e1(x) +

1

2
e0(x) don ϕ(e1) = ϕ(e1) +

1

2
ϕ(e0)

∀x ∈ R,
(
ϕ(e2)

)
(x) = x2 + x+

1

3
= e2(x) + e1(x) +

1

3
e0(x) don ϕ(e2) = e2 + e1 +

1

3
e0

) La famille B = (e0, e1, e2) est la base anonique de E, don tout élément P de E s'érit de façon

unique : P = a.e0 + b.e1 + c.e2, les réels a, b, c étant les oordonnées de P dans la base B. La
linéarité de ϕ permet d'érire :

ϕ(P ) = a.ϕ(e0) + b.ϕ(e1) + c.ϕ(e2) = a.e0 + b.(e1 +
1

2
.e0) + c.(e2 + e1 +

1

3
.e0)

L'image de tout élément de E par ϕ, s'érit don toujours omme ombinaison linéaire de

(e0, e1, e2) : 'est don toujours un élément de E, et ϕ est un endomorphisme de E.

2. a) Les trois aluls d'images faits en 1.b) permettent d'érire la matrie de ϕ dans la base (e0, e1, e2)
de E :

MatB(ϕ) =

ϕ(e0) ϕ(e1) ϕ(e2)










1 1
2

1
3

e0

0 1 1 e1

0 0 1 e2

= A

b) La matrie A qui représente ϕ est triangulaire supérieure, sans auun élément diagonal nul : elle

est don inversible, e qui fait de ϕ un automorphisme de E.

) On sait également que les valeurs propres de ϕ sont aussi elles de la matrie triangulaire A qui

sont ses éléments diagonaux, don :

Sp(ϕ) = Sp(A) = {1}
La matrie A a pour unique valeur propre λ = 1 : si elle était diagonalisable, elle serait semblable

à





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 = I3, et il existerait une matrie inversible P telle que :

A = PI3P
−1 ⇐⇒ A = PP−1 ⇐⇒ A = I3 ; être semblable à A serait être égal à I3, e qui n'est

évidemment pas le as !

La matrie A n'est don pas diagonalisable.
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3. Question Silab à deux ents... il su�t de dé�nir la matrie A et de laisser le programme aluler

et a�her sa puissane n-ième !

1 n = input('entrez une valeur pour n : ')

2 A = [1,1/2,1/3;0,1,1;0,0,1℄

3 disp(A^n)

4. a) Montrons par réurrene que la propriété P(n) : "il existe un réel un tel que A
n =





1 n/2 un

0 1 n
0 0 1




"

est vraie pour tout entier n ∈ N.

I. Pour n = 0 : A0 = I3 =





1 0/2 u0

0 1 0
0 0 1




ave u0 = 0, don P(0) est vraie.

H. Supposons P(n) vraie pour un ertain n ∈ N, et montrons sous ette hypothèse que P(n+1)

est vraie, soit : il existe un réel un+1 tel que An+1 =





1 (n+ 1)/2 un+1

0 1 n+ 1
0 0 1




.

�������������������������-

An+1 = An ×A
H.R.
=





1 n/2 un

0 1 n
0 0 1



×





1 1/2 1/3
0 1 1
0 0 1





=





1 1/2 + n/2 1/3 + n/2 + un

0 1 n+ 1
0 0 1





=





1 (n + 1)/2 un+1

0 1 n+ 1
0 0 1




ave un+1 = un +

1

2
+

n

3
= un +

3n+ 2

6

don P(n + 1) est vraie si P(n) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don vraie pour tout entier n ∈ N, d'après

le prinipe de réurrene.

b) La relation préédente s'érit : ∀n ∈ N, un+1 − un =
1

6
(3n + 2) ; la sommation de ette relation

va faire apparaître un télesopage dans le membre de gauhe :

∀n ∈ N
∗,

n−1∑

k=0

(uk+1 − uk) =
1

6

n−1∑

k=0

(3k + 2)

⇐⇒
n+1∑

j=1

uj −
n−1∑

k=0

uk =
1

2

n−1∑

k=0

k +
1

3
n

⇐⇒ un − u0 =
1

2
· (n− 1)n

2
+

n

3

don ∀n ∈ N
∗, un =

3n2 − 3n+ 4n

12
=

3n2 + n

12

Remarquons en�n que :

3 · 02 − 0

12
= 0 = u0, don la formule obtenue est bien vraie pour tout

entier n ∈ N.

) Il su�t don de onlure : ∀n ∈ N, An =







1 n
2

n(3n−1)
12

0 1 n

0 0 1






.
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Exerie 3

1. a) Pour tout réel x :

P (− ln(W ) 6 x) = P (ln(W ) > −x) = P (W > e−x) = 1− P (W < e−x) = 1− P (W 6 e−x)

Par strite roissane de exp sur R, et pare que W est une variable à densité. Comme pour tout

réel x, e−x > 0, alors :

∀x ∈ R, FW (x) = 1−
(
1− e−e−x

)
= e−e−x

b) Il est lair que FW est de lasse C1
, don ontinue sur R omme omposée de fontions ontinues

sur R, e qui prouve que W est une variable à densité.

2. a) Pour tout réel x :

FYn
(x) = P (Yn 6 x) = P

(
max(X1, X2, . . . , Xn) 6 x

)

= P
(
[X1 6 x] ∩ [X2 6 x] ∩ . . . ∩ [Xn 6 x]

)

= P (X1 6 x)× P (X2 6 x)× . . .× P (Xn 6 x) par indépendane mutuelle des Xi

=
(
P (V 6 x)

)n
ar les Xi suivent toutes la même loi que V

=







0 si x 6 0
(
1− e−x

)n
si x > 0

b) L'énoné admet que Yn est une variable à densité, obtenue par dérivation de FYn
sauf peut-être

en 0, où on hoisit une valeur arbitraire :

∀x ∈ R, fYn
(x) =







0 si x 6 0

n.e−x.
(
1− e−x

)n−1
si x > 0

3. a) Lorsque t tend vers +∞ : lim
t→+∞

−e−t = 0, don on peut utiliser l'équivalent lassique

(1 + u)α − 1 ∼
u→0

α.u, qui donne ii, pour t au voisinage de +∞ :

(
1− e−t

)n − 1 ∼
t→+∞

−n.e−t ⇐⇒ 1− FYn
(t) = 1−

(
1− e−t

)n
∼

t→+∞
n.e−t

Or l'intégrale

∫ +∞

0

e−tdt onverge (et vaut 1 : 'est la valeur de

∫ +∞

−∞

fV (t)dt, intégrale d'une

densité !). Les deux fontions de la dernière équivalene sont ontinues et positives sur [0,+∞[,

don par omparaison d'intégrales de telles fontions,

∫ +∞

0

(
1− FYn

(t)
)
dt est onvergente.

b) Soit x ∈ R+ : dans l'intégrale

∫ x

0

(
1−FYn

(t)
)
dt, on réalise une intégration par parties en posant :

u(t) = 1− FYn
(t) −→ u′(t) = −fYn

(t)

v′(t) = 1 −→ v(t) = t

Les fontions u et v sont de lasse C1
sur R+, don par intégration par parties :

∫ x

0

(
1− FYn

(t)
)
dt =

[

t
(
1− FYn

(t)
)]x

0
+

∫ x

0

tfYn
(t)dt = x

(
1− FYn

(x)
)
+

∫ x

0

tfYn
(t)dt
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) On a vu en 3.a) que 1− FYn
(x) ∼

x→+∞
e−x

, don x
(
1− FYn

(x)
)

∼
x→+∞

xe−x
.

Or : lim
x→+∞

x.e−x = lim
x→+∞

x

ex
= 0 par roissanes omparées. Deux fontions équivalentes en

+∞ y ont en partiulier la même limite, don lim
x→+∞

x
(
1− FYn

(x)
)
= 0.

d) De la relation obtenue en 3.b) on déduit : ∀x ∈ R
+,

∫ x

0

tfYn
(t)dt =

∫ x

0

(
1−FYn

(t)
)
dt− x

(
1−

FYn
(x)
)
.

Les résultats de 3.a) et 3.) assurent alors que l'intégrale

∫ +∞

0

tfYn
(t)dt onverge. Comme la fon-

tion t 7→ tfYn
(t) est nulle sur ]−∞, 0] et positive sur ]0,+∞[, ela revient à dire que

∫ +∞

−∞

tfYn
(t)dt

est absolument onvergente, e qui signi�e que Yn admet une espérane qui vaut :

E(Yn) = lim
x→+∞

∫ x

0

tfYn
(t)dt = lim

x→+∞
x
(
1−FYn

(x)
)
+ lim

x→+∞

∫ x

0

(
1−FYn

(t)
)
dt =

∫ +∞

0

(
1−FYn

(t)
)
dt

4. a) Soit x ∈ R+ ; le hangement de variable u = 1− e−t = ϕ(t) est de lasse C1
sur R+, et :

du = ϕ′(t)dt = e−tdt ; lorsque t = 0, u = 1 − e0 = 0 et lorsque t = x, u = 1 − e−x
, don par

hangement de variable :

∀x ∈ R+,

∫ x

0

(
1−FYn

(t)
)
dt =

∫ x

0

(
1−(1−e−t)n

)
dt =

∫ x

0

1− (1− e−t)n

e−x
.e−xdx =

∫ 1−e−x

0

1− un

1− u
du

puisque : u = 1− e−x ⇐⇒ e−x = 1− u.

b) On reonnaît en

1− un

1− u
le résultat d'une somme géométrique, à savoir

n−1∑

j=0

uj =
n∑

k=1

uk−1
, de sorte

que :

∫ x

0

(
1− FYn

(t)
)
dt =

∫ 1−e−x

0

n∑

k=1

uk−1du =
n∑

k=1

∫ 1−e−x

0

uk−1du =
n∑

k=1

[uk

k

]1−e−x

0
=

n∑

k=1

(1− e−x)k

k

par linéarité de l'intégrale. Il su�t alors de passer à la limite lorsque x tend vers +∞ pour obtenir :

E(Yn) =

∫ +∞

0

(
1− FYn

(t)
)
dt = lim

x→+∞

n∑

k=1

(1− e−x)k

k
=

n∑

k=1

1

k

5. On pose Zn = Yn − ln(n).

a) La fontion grand(1,n,'exp',1) simule l'éhantillon (X1, X2, . . . , Xn), don il su�t de aluler

le maximum de e veteur pour simuler Yn, et Zn s'en déduit immédiatement :

1 funtion Y = f(n)

2 x = grand(1,n,'exp',1)

3 Z = max(x) - log(n)

4 endfuntion

b) Comme on ne onstate pas de di�érene visible entre les deux histogrammes, on onjeture que

la suite de variables aléatoires (Yn)n∈N∗
onverge en loi vers la variable aléatoire W .

6. On note FZn
la fontion de répartition de Zn.

a) Pour tout réel x :

FZn
(x) = P (Zn 6 x) = P (Yn − ln(n) 6 x) = P (Yn 6 x+ ln(n)) = FYn

(x+ ln(n)).
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b) D'après l'expression de FYn
(x) obtenue en 2.a), on en déduit :

∀x ∈ R, FZn
(x) =







0 si x+ ln(n) 6 0
(
1− e−(x+ln(n))

)n
si x+ ln(n) > 0

=







0 si x 6 − ln(n)

(
1− 1

n
e−x
)n

si x > − ln(n)

) Pour tout réel x : lim
n→+∞

−e−x

n
= 0, don d'après l'équivalent lassique ln(1 + u) ∼

u→0
u, on peut

érire :

ln
(
1− e−x

)
∼

n→+∞
−e−x

n
⇐⇒ n ln

(
1− e−x

)
−

n→+∞

e−x.

Comme l'équivalent ne dépend pas de n, ela signi�e bien que : lim
n→+∞

n ln
(
1− e−x

n

)
= −e−x

.

d) Il s'agit ii de montrer que : lim
n→+∞

FZn
(x) = FW (x) en tout point en lequel FX est ontinue

(dé�nition de la onvergene en loi), don ii pour tout x de R.

Une remarque préliminaire très importante : pour x ∈ R �xé, l'inégalité x 6 − ln(n)
devient ertainement fausse à partir d'un ertain rang n, puisque lim

n→+∞
− ln(n) = −∞.

Par onséquent, et pour tout réel x : lim
n→+∞

FZn
(x) = lim

n→+∞

(
1− 1

n
e−x
)n
.

Or :

(
1− 1

n
e−x
)n

= en ln(1− 1

n
e−x)

, où lim
n→+∞

n ln
(
1− e−x

n

)
= e−x

d'après 6.) ; par ontinuité de

l'exponentielle sur R, on en déduit :

∀x ∈ R, lim
n→+∞

FZn
(x) = e−e−x

= FW (x)

e qui prouve bien que la suite (Zn)n∈N∗
onverge en loi vers W .

Problème

Partie 1 : étude d'une variable aléatoire

1. Au vu des règles de déplaement aléatoire dé�nies dans l'énoné, et puisque le mobile est sur le

sommet 1 à l'instant 0, la loi de la variable aléatoire X1 est donnée par :

X1(Ω) = {2, 3, 4} et P (X1 = 2) = P (X1 = 3) = P (X1 = 4) =
1

3

et ainsi : E(X1) =
2 + 3 + 4

3
= 3.

L'énoné admettait pour la suite que la loi de X2 est donnée par :

P (X2 = 1) =
1

3
, P (X2 = 2) = P (X2 = 3) = P (X2 = 4) =

2

9

2. Soit un entier n > 2 : à partir de deux déplaements, il est possible pour le mobile de se retrouver

sur n'importe lequel des quatre sommets : une réurrene immédiate prouverait que pour tout entier

n > 2, Xn(Ω) = {1, 2, 3, 4}.
C'est en e�et vrai pour X2, et si à un ertain instant n > 2 le mobile peut se retrouver sur n'importe

lequel des quatre sommets ave une probabilité non nulle, alors à l'instant suivant il en est enore

de même.
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3. a) Soit don n > 2 : d'après la formule des probabilités totales appliquée ave le système omplet

d'événements

(
[Xn = 1], [Xn = 2], [Xn = 3], [Xn = 4]

)
, tous de probabilités non nulles :

P (Xn+1 = 1) = P (Xn = 1).P[Xn=1](Xn+1 = 1) + P (Xn = 2).P[Xn=2](Xn+1 = 1)

+ P (Xn = 3).P[Xn=3](Xn+1 = 1) + P (Xn = 4).P[Xn=4](Xn+1 = 1)

= 0 +
1

3

(
P (Xn = 2) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4)

)

b) Pour n = 0 : P (X1 = 1) = 0 et

1

3

(
P (X0 = 2) + P (X0 = 3) + P (X0 = 4)

)
=

1

3
(0 + 0 + 0) = 0,

don la relation préédente est aussi vraie quand n = 0.

Pour n = 1 : P (X2 = 1) =
1

3
et

1

3

(
P (X1 = 2) +P (X1 = 3) + P (X1 = 4)

)
=

1

3
× 3× 1

3
=

1

3
, don

la relation est enore vraie quand n = 1.

Finalement, la formule obtenue à la question a) est vraie pour tout n ∈ N.

) L'égalité : P (Xn = 1) + P (Xn = 2) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4) = 1 provient bien sûr du fait

que

(
[Xn = i]

)

16i64
est un système omplet d'événements (le s..e. assoié à la variable aléatoire

Xn), e qui permet de réérire la relation obtenue en a) :

∀n ∈ N, P (Xn+1 = 1) =
1

3

(
1− P (Xn = 1)

)
= −1

3
P (Xn = 1) +

1

3

d) La suite

(
P (Xn = 1)

)

n∈N
est don arithmétio-géométrique. Pour aluler son expression

expliite, on dé�nit don une suite auxiliaire (vn)n∈N par : ∀n ∈ N, vn = P (Xn = 1)−α, où on

herhe à dé�nir α tel que (vn) soit géométrique.

Pour ela, on alule, pour tout n ∈ N :

vn+1 = P (Xn+1 = 1)− α = −1

3
P (Xn = 1) +

1

3
− α

= −1

3
(vn + α) +

1

3
− α

vn+1 = −1

3
vn +

1

3
− 4

3
α

︸ ︷︷ ︸

On veut don que :

1

3
− 4

3
α = 0 ⇐⇒ 1

3
=

4

3
α ⇐⇒ α =

1

4
.

Ave ette valeur de α, la suite (vn) est géométrique, de raison −1

3
et de premier terme

v0 = P (X0 = 1)− α = 1− 1

4
=

3

4
, de sorte que :

∀n ∈ N, vn =
3

4

(

− 1

3

)n

⇐⇒ P (Xn = 1) =
1

4
+

3

4

(

− 1

3

)n

4. a) Soit n > 2 : d'après la formule des probabilités totales appliquée ave le système omplet d'évé-

nements

(
[Xn = 1], [Xn = 2], [Xn = 3], [Xn = 4]

)
, tous de probabilités non nulles :

P (Xn+1 = 2) = P (Xn = 1).P[Xn=1](Xn+1 = 2) + P (Xn = 2).P[Xn=2](Xn+1 = 2)

+ P (Xn = 3).P[Xn=3](Xn+1 = 2) + P (Xn = 4).P[Xn=4](Xn+1 = 2)

=
1

3

(
P (Xn = 1) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4)

)
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Et à nouveau, on véri�e que la relation est vraie pour n = 0 et pour n = 1 :

Pour n = 0 : P (X1 = 2) =
1

3
et

1

3

(
P (X0 = 1) + P (X0 = 3) + P (X0 = 4)

)
=

1

3
(1 + 0 + 0) =

1

3
,

don la relation préédente est aussi vraie quand n = 0.

Pour n = 1 : P (X2 = 2) =
2

9
et

1

3

(
P (X1 = 1) + P (X1 = 3) + P (X1 = 4)

)
=

1

3
(0 +

1

3
+

1

3
) =

2

9
,

don la relation est enore vraie quand n = 1.

Finalement, la formule obtenue i-dessus est vraie pour tout n ∈ N.

b) Toujours d'après la relation : P (Xn = 1) + P (Xn = 2) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4) = 1, la
relation préédente s'érit :

∀n ∈ N, P (Xn+1 = 2) =
1

3

(
1− P (Xn = 2)

)
= −1

3
P (Xn = 2) +

1

3

) On retrouve enore une suite arithmétio-géométrique qui véri�e d'ailleurs la même relation de

réurrene que la suite

(
P (Xn = 1)

)

n∈N
.

La suite auxiliaire est don dé�nie de la même façon : ∀n ∈ N, vn = P (Xn = 2) − α est

géométrique de raison −1

3
si et seulement si α =

1

4
. Le premier terme est ette fois, par ontre,

v0 = P (X0 = 2)− 1

4
= −1

4
, don :

∀n ∈ N, P (Xn = 2) = vn +
1

4
=

1

4
− 1

4

(

− 1

3

)n

5. L'énoné admet que pour tout entier naturel n :

P (Xn+1 = 3) = −1

3
P (Xn = 3) +

1

3
et P (Xn+1 = 4) = −1

3
P (Xn = 4) +

1

3

e qui signi�e que les suites

(
P (Xn = 3)

)

n∈N
et

(
P (Xn = 4)

)

n∈N
véri�ent la même relation de

réurrene que

(
P (Xn = 2)

)

n∈N
, et on le même terme initial P (X0 = 3) = P (X0 = 4) = P (X0 =

2) = 0, don :

∀n ∈ N, P (Xn = 3) = P (Xn = 4) = P (Xn = 2) =
1

4
− 1

4

(

− 1

3

)n

6. La variable aléatoire Xn est �nie, don admet une espérane qui vaut :

E(Xn) = 1.P (Xn = 1) + 2.P (Xn = 2) + 3.P (Xn = 3) + 4.P (Xn = 4)

=
1

4
+

3

4

(

− 1

3

)n

+ (2 + 3 + 4).
(1

4
− 1

4

(

− 1

3

)n)

=
10

4
+
(3

4
− 9

4

)
.
(

− 1

3

)n

=
5

2
− 3

2

(

− 1

3

)n

Partie 2 : alul des puissanes d'une matrie A.

Pour tout n de N, on onsidère la matrie-ligne de M1,4(R) :

Un =
(
P (Xn = 1) P (Xn = 2) P (Xn = 3) P (Xn = 4)

)

7. a) La relation obtenue à la question 3.a) peut se réérire matriiellement, pour tout n ∈ N :

P (Xn+1 = 1) =
1

3

(
P (Xn = 2) + P (Xn = 3) + P (Xn = 4)

)
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=
(
P (Xn = 1) P (Xn = 2) P (Xn = 3) P (Xn = 4)

)
× 1

3
.







0
1
1
1







= Un ×
1

3
.







0
1
1
1







Et de même, pour tout n ∈ N :

P (Xn+1 = 2) = Un ×
1

3
.







1
0
1
1







, P (Xn+1 = 3) = Un ×
1

3
.







1
1
0
1







, P (Xn+1 = 4) = Un ×
1

3
.







1
1
1
0






, et

don en juxtaposant les quatre éléments de la loi de Xn+1 dans la même matrie ligne, on a bien :

∀n ∈ N, Un+1 = Un ×
1

3
.







0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0







︸ ︷︷ ︸
=A

= UnA

b) Montrons alors par réurrene que la propriété : "Un = U0A
n
", est vraie pour tout n ∈ N.

I. Pour n = 0, u0A
0 = U0 × I4 = U0, don P(0) est vraie.

H. Supposons P(n) vraie pour un ertain entier n ∈ N, et montrons sous ette hypothèse que

P(n + 1) est enore vraie, soit Un+1 = U0A
n+1

:

����������������������������-

On sait que : Un+1
7.a)
= UnA

H.R.
= U0A

n × A = U0A
n+1

,

don P(n + 1) est vraie si P(n) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don vraie pour tout n ∈ N, d'après le

prinipe de réurrene.

) En remarquant que U0 =
(
1 0 0 0

)
, le produit U0A

n
orrespond à la première ligne de An, qui

n'est don autre que Un, soit :

(
1

4
+

3

4

(
− 1

3

)n ∗ 1

4
− 1

4

(
− 1

3

)n ∗ 1

4
− 1

4

(
− 1

3

)n ∗ 1

4
− 1

4

(
− 1

3

)n

)

(on a rajouté des ∗ pour bien séparer les olonnes).

8. Si le mobile ommene sur le somet 2, on assiste à une permutation irulaire des probabilités : le

alul de P (Xn = 1) devient elui de P (Xn = 2), qui est entretemps devenu elui de P (Xn = 3),
et...

Et dans e as, la deuxième ligne de An
orrespond bien au produit de elle-i à gauhe par

U0 =
(
0 1 0 0

)
, de sorte que la deuxième ligne de An

est :

(
1

4
− 1

4

(
− 1

3

)n ∗ 1

4
+

3

4

(
− 1

3

)n ∗ 1

4
− 1

4

(
− 1

3

)n ∗ 1

4
− 1

4

(
− 1

3

)n

)

et toujours selon le même prinipe, les deux dernières lignes de An
sont suessivement :

(
1

4
− 1

4

(
− 1

3

)n ∗ 1

4
− 1

4

(
− 1

3

)n ∗ 1

4
+

3

4

(
− 1

3

)n ∗ 1

4
− 1

4

(
− 1

3

)n

)

(
1

4
− 1

4

(
− 1

3

)n ∗ 1

4
− 1

4

(
− 1

3

)n ∗ 1

4
− 1

4

(
− 1

3

)n ∗ 1

4
+

3

4

(
− 1

3

)n

)
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Partie 3 : une deuxième méthode de alul des puissanes de A.

On onsidère la matrie J =







1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1







; I désigne la matrie identité d'ordre 4.

10. Il est évident que : A =
1

3
.(I − J).

11. a) Le alul lassique ave la matrie J fait apparaître la relation : J2 = 4.J , dont on déduit la

onjeture pour la formule générale des puissanes de J : Jk = 4k−1.J . Appelons P(k) ette

égalité, et montrons par réurrene que ette relation est vraie pour tout k ∈ N
∗
.

I. Pour k = 1 : 41−1.J = 40.J = J , don P(0) est vraie.

H. Supposons P(k) vraie pour un ertain k ∈ N
∗
, et sous ette hypothèse, montrons que P(k+1)

est vraie, soit : Jk+1 = 4k.J .
���������������������������������

Il su�t d'érire : Jk+1 = Jk × J
H.R.
= 4k−1.J × J = 4k−1.J2 = 4k−1.4.J = 4k.J , et P(k + 1) est

vraie si P(k) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don vraie pour tout k ∈ N
∗
, d'après le

prinipe de réurrene.

b) Il s'agit ii d'un grand lassique de alul de puissane de matrie via la formule du bin�me de

Newton, version matriielle.

On alule en e�et An
sous la forme

(1

3
.(J − I)

)n

=
(1

3

)n
.(J − I)n.

Ne surtout pas oublier de véri�er expliitement que les deux matries onernées ommutent,

même si 'est évident omme ii : J × I = J = I × J .

On peut don érire pour tout n ∈ N
∗
:

(J − I)n =

n∑

k=0

(
n

k

)

Jk.(−I)n−k =

(
n

0

)

.J0(−I)n +

n∑

k=1

(
n

k

)

Jk.(−1)n−k.I

= (−1)n.I +
n∑

k=1

(
n

k

)

.4k−1.J.(−1)n−k.I = (−1)n.I +
1

4

n∑

k=1

(
n

k

)

4k(−1)n−k.J

= (−1)n.I +
1

4
.
(

(4− 1)n −
(
n

0

)

40.(−1)n
)

.J = (−1)n.I +
1

4
.
(
3n − (−1)n

)
.J

De sorte que : ∀n ∈ N
∗, An =

1

3n
.(J − I)n =

(
− 1

3

)n
.I +

(1

4
−
(
− 1

3

)n
)

.J

qui va bien redonner la matrie An
obtenue aux questions préédentes.

) Lorsque n = 0, le membre de droite de la formule devient :

(−1)0.I +
(1

4
− 1

4
.(−1

3
)0
)
.J = I − 0.J = I = A0

, don la formule générale reste bien vraie lorsque

n = 0.

Partie 4 : informatique

11. a) Dans le sript i-dessous, on omplète la première ligne qui dé�nit la matrie A utilisée dans ette

haîne de Markov. L'option 'markov' de la fontion grand de Silab, permet de simuler 100

déplaements du mobile, ave la matrie de transition A, en partant de l'état (du sommet) 1 (et

'est la taille de la matrie qui �xe le nombre total d'états (de sommets) possibles, ii 4).

Le résultat obtenu est une matrie ligne de 100 éléments qui ne ontient que des valeurs entières
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entre 1 et 4, qui orrespondent aux positions suessives du mobile dans la simulation réalisée.

Il faut alors utiliser les outils de séletion permis par Silab : la ommande �> x==1 par exemple,

va rendre une matrie ligne de 100 booléens, où on obtient T omme True à haque fois que l'élé-

ment orrespondant de x vaut 1, à toute autre valeur, le booléen assoié est F omme False.

Comme en informatique, True est naturellement assoié au nombre 1 et F au nombre 0, la om-

mande :

n = sum(x==1)

va bien servir à ompter le nombre de fois où le mobile est passé par le sommet 1 au ours de 100

déplaements.

1 A = [0 1 1 1; 1 0 1 1; 1 1 0 1; 1 1 1 0℄/3 // ou : A = (ones(4,4)-eye(4,4))/3

2 x = grand(100,'markov',A,1)

3 n = sum(x==1)

4 disp(x)

5 disp(n)

b) Les valeurs obtenues après avoir exéuté inq fois le sript, sont équilibrées et prohes de 25 fois

sur 100, e qui est ohérent au regard du fait que les 4 probabilités de la loi sont assez vite

toutes prohes de

1

4
. Le fait qu'on n'obtienne pas exatement n = 25 vient naturellement de la

�utuation d'éhantillonnage.
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