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Proposition de corrigé par David Meneu

Lycée Champollion - Grenoble, pour Maﬂ’&t/-ﬁ/e?a&/

EXERCICE 1

On considére la fonction f qui & tout couple (z,y) de R? associe le réel :

flz,y) =a* +y* = 2(x —y)*

1. La fonction f est de classe C? sur R? comme fonction polynémiale des deux variables = et 3.
2. a) Calcul des dérivées partielles d’ordre 1 : pour tout (z,y) € R?,

O (f)(x,y) = 42® — 222 = 2y) = 42® — 4z + 4y

Oa(f)(x,y) = 4y® — 2(—22 + 2y) = 4y° + 4w — 4y

3 —z+y
b) On constate, au vu des calculs précédents, que :  V(z,y) € R? Vf(z,y) =4 < 5 ,
Yy t+r—y

¥—x+y =0
le gradient est donc bien nul si et seulement si : .
y+r—y =0

¢) En additionnant les lignes L; et Ly du systéme, on obtient le systéme équivalent :

P+r—y=0 P4+r—y=0
<~
23 4y =0 23 =
Or: a3=—y® < 2% = (—y)? par imparité de la fonction cube. Cette fonction est également
strictement croissante sur R, donc injective : 2° = (—y)? est vrai si et seulement si x = —y, et le

systéme devient équivalent a :
23 —2x =0

T =—y

Le polynéme z® — 2z se factorise : 2% — 22 = z(2? — 2) = 2(x — V2)(z + v/2), il a donc trois
racines : 0,1/2 et —/2, et f admet bien trois points critiques :  (0,0), (v/2, —v/2) et (—=v/2,V/2).

3. a) Calcul des dérivées partielles d’ordre 2 : pour tout (z,y) € R?
8%,1(.f)(xay) = 12l‘2 - 4a 82272(]0)(1‘,’3/) = 12y2 - 47
8%72(]()(%‘, y)=4= 8371(]“)(90, y) d’aprés le théoréme de Schwarz

b) En (0,0), la matrice hessienne de f est :

0% 1()(0,0) 3%,2(f)(56,y)> B <—4 4)
93.(N)(@.y) 95,(f)(x.y) 4 -4

H(0,0) = (



En (\/_, —\/5), la matrice hessienne de f est :

20 4
H(\f’_ﬂ):<4 20)

On constate, au vu de la parité des exposants dans les dérivées partielles d’ordre 2, que la matrice
hessienne est identique au point (—v/2,v/2).

c¢) Rappelons ici que les points critiques de f de classe C? sur R?, sont les seuls points en lesquels f
est susceptible de présenter un extrémum local.

e En (0,0) :

A € Sp(H(0,0)) <= H(0,0) — X.I, est non-inversible

—4— )\ 4
<= det =0
4 —4 -\

= (—4-AN?—16=0 <= (4—-A—4)(—4-A+4) =0 <= MA+8)=0

Les valeurs propres de H(0,0) sont donc 0 et —8 : comme 0 est valeur propre, on ne peut pas
conclure via cette méthode, quant a la nature du point critique (0, 0).

e En (v/2,—/2) (donc aussi en (—v/2,1/2)) :
e S(H(f, —\/5)) — H(V2,—V2) — \.I, est non-inversible

20— A 4
< det =0
4 20 — A

= (20-)N)?—16=0 <= (20— A —4)(20— A +4) =0

Les valeurs propres de H(\/_, —\/5) sont donc 16 et 24 : comme elles sont toutes deux stric-
tement positives, on peut en déduire qu’au point critique (\/5, —\/ﬁ), la fonction f admet un
minimum local.

Il en est de méme au point critique (—\/5, \/5), en lequel la matrice hessienne est identique a
la précédente.
La fonction f admet bien un minimum local en deux de ses trois points critiques, qui vaut :

FV2,—V2) = (V) +(—V2)' —2(V2+ VDR =4 +4-2x8 =8

Clest aussi la valeur, en fait, de f(—v/2,v/2).

d) Pour x au voisinage de 0 :
flz,7) = ' +a*—2@—2)? = 22* et f(z,—2) =2+ (—2)*—2(zv+2)* = 20" —82% = 2% (2*—4)

e Lorsque x est au voisinage de 0 (avec = # 0) :  (z, ) est au voisinage de (0, 0),
et f(r,z) =22' > 0= f(0,0) : on en déduit que f n’admet pas de maximum local en (0, 0),
puisqu’on trouve des points trés proches de celui-ci en lesquels f prend des valeurs supérieures.

e De méme : lorsque x est au voisinage de 0 (x #0) :  (x, —x) est au voisinage de (0,0),
et f(z, —x) = 22%(x? —4) est le produit de deux réels de signes opposés (222 > 0 et 22 —4 < 0),

donc f(z,—x) < 0= f(0,0); on en conclut que f n’admet pas non plus un minimum local en
(0,0); il s’agit en fait d’un point selle!



4. a) Pour tout (z,y) € R?:
fl,y) — (2% —2)? — (y* —2)? = 2(x +y)* = 2* +y* — 2(2? — 22y +y?) — (2" —4a® +4)
—(y' = 4y” +4) = 2(2" + 22y + )
=zt +y' =22 4oy — 29" — 2t + 42 — 44—yt + 4y — 4 — 227 — doy — 27
~ -8

On en déduit :  V(z,y) € R?, f(z,y) = (2® — 2)? + (y* — 2)* + 2(z + y)* — 8 qui est toujours
supérieur ou égal a 8, puisqu’on ajoute a ce réel la somme de trois carrés positifs.

b) Ce qui précéde permet donc d’écrire :
V(z,y) €R?,  fz,y) > —8 <= V(z,y) € R, f(z,y) = f(V2,—V2)

Relation qui exprime qu’en (v/2, —v/2), la fonction f admet en fait un minimum global! Il en est
de méme, d’ailleurs, au point (—v/2,v/2).

5. a) Il suffit de compléter le script avec I'expression de f(x,y)!

1 function z = f(x,y)

> zZ = X~4 4+ yoLo- Ok(x-y)”
3 endfunction

4

5 x = linspace(-2,2,101)

6 y = x

7 fplot2d(x,y,f)

b) La nappe qui représente f, doit faire apparaitre 2 points de mémes images en lesquels f admet
un minimum global : seule la nappe 1 fait apparaitre une telle propriété, ou ’on vérifie d’ailleurs
qu’en (0,0) il n’y a pas d’extrémum local.

EXERCICE 2

On note E l'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal & 2 et on rappelle
que la famille (e, e1, e2) est une base de E, les fonctions eg, €1, e5 étant définies par :

VEER, eyt) =1, e(t)=t et ey(t) =1t
On considére Papplication ¢ qui, a toute fonction P de F, associe la fonction, notée ¢(P), définie par :

vz eR, (p(P))(z) :/0 P(x+t)dt

1. a) La rédaction de cette question est toujours plus délicate du point de vue des notations lorsqu’on
travaille dans un espace de poynomes, ou plus généralement de fonctions.

Soient P, () deux éléments de E, et A un scalaire réel quelconques : montrer que deux applications
sont égales, c’est montrer que leurs expressions sont égales pour tout réel x :

Ve eR, (p(A\.P+Q))(z)= /01 (AP +Q)(z +t)dt

1
- / (AP(z+t)+ Q(x+1t))dt par définition d’une somme d’applications
0



1 1
=\ / Pz +t)dt + / Q(z +t)dt par linéarité de I'intégrale
0 0

Ve R, (AP +Q)(z) = . (p(P))(z) + (¢(Q)) ()

On a bien montré I'égalité d’applications :  V(P,Q) € E?, VA € R, p(A\.P+ Q) = \.o(P) + ¢(Q),

b)

2. a)

donc ¢ est une application linéaire.

Pour tout réel z :

(0(eo))(z) = /0 eo(z +t)dt = /0 dt=1-0=1

t2

(ler)) (z) = /01 ez +t)dt = /Ol(x+t)dt: [azt+ 5]1 :x+%

0

1 1 1 311 1
(¢(e2))(z) = / eo(x + t)dt = / (z +t)%dt = / (2% + 2tw + 1*)dt = |2t + at® + g] =2 +z+ 3
0 0 0 0

Ces résultats s’écrivent aussi :

Ve e R, (p(en))(z) =1=eg(x) donc p(eg) = eg

Ve eR, (p(e1))(z) =z + % =ey(x) + %eo(x) donc p(ey) = ¢(e1) + %(p(eo)

1 1 1
Vo € R, (80(62))(90) =2+ o+ 3= ea(x) + er(x) + §GO($) donc p(ez) = ey + €1 + §60

La famille B = (eg, e1, e2) est la base canonique de F, donc tout élément P de E s’écrit de fagon
unique : P = a.ey + b.e; + c.eq, les réels a, b, ¢ étant les coordonnées de P dans la base B. La
linéarité de ¢ permet d’écrire :

1 1
©(P) = a.p(eg) + b.p(er) + c.p(ea) = a.eg + b.(e1 + 5.60) +c.(ea +e1 + g.eo)

L’image de tout élément de FE par ¢, s’écrit donc toujours comme combinaison linéaire de
(€9, €1, e2) : c’est donc toujours un élément de F, et ¢ est un endomorphisme de E.

Les trois calculs d’images faits en 1.b) permettent d’écrire la matrice de ¢ dans la base (e, 1, €3)
de E :
p(eo) pler) p(ea)
AR S N
Matg(p) =| 0 1 1 |eg =4
0 0 1 €9

La matrice A qui représente ¢ est triangulaire supérieure, sans aucun élément diagonal nul : elle
est donc inversible, ce qui fait de ¢ un automorphisme de F.

On sait également que les valeurs propres de ¢ sont aussi celles de la matrice triangulaire A qui
sont ses éléments diagonaux, donc :

Sp(p) = Sp(4) = {1}

La matrice A a pour unique valeur propre A = 1 : si elle était diagonalisable, elle serait semblable
1 00
a |0 1 0] = I3, et il existerait une matrice inversible P telle que :
001
A=PLP ' & A=PP ! « A= I;;étre semblable & A serait étre égal & I3, ce qui n’est
évidemment pas le cas!

La matrice A n’est donc pas diagonalisable.



. Question Scilab a deux cents... il suffit de définir la matrice A et de laisser le programme calculer

. a)

et afficher sa puissance n-iéme !
n = input('entrez une valeur pour n ")
A = [ > / ) / sUS L, LU, U, ]
disp(A~n)
1 n/2 wu,
Montrons par récurrence que la propriété P(n) : "il existe un réel u,, tel que A» = [0 1 n |"
0 0 1
est vraie pour tout entier n € N.
1 0/2 Ug
Pourn=0:A=I;=[0 1 0 | avec up =0, donc P(0) est vraie.
0 0 1

Supposons P(n) vraie pour un certain n € N, et montrons sous cette hypothése que P(n+ 1)
I (n+1)/2 Upsq

est vraie, soit : il existe un réel u,; tel que A" = [0 1 n+1
0 0 1

1 n/2 un 1 1/2 1/3
At = anx A" (o 1 n]x|o 1 1
0 0O 1 0 O 1
1 1/24+n/2 1/3+n/2+u,
=10 1 n+1
0 0 1
1 (n+1)/2 wupss n 304 2
=10 1 n+1 avec Ups1 = Up + =+ = = U,
0 0 1 2 3 6

donc P(n + 1) est vraie si P(n) Dest.

La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout entier n € N, d’apreés
le principe de récurrence.

1
b) La relation précédente s’éerit : VYn € N, up1 — u, = =(3n + 2); la sommation de cette relation

va faire apparaitre un télescopage dans le membre de gauche :

n—1 n—1

1
Vn € N*, Z(U]H_l — Uk) = 6 Z(gk’ + 2)

k=0 k=0
n+1 n—1 1 n—1 1
j=1 k=0 k=0
1 (n—=1)n L0
= U, — U= ———— + =
72 2 3
3n? —3n+4 3n?
donc Vn € N*,  u,, = n nan _ on”dn
12 12
3:-02-0 : :
Remarquons enfin que : 3 = 0 = wug, donc la formule obtenue est bien vraie pour tout

entier n € N.

1 » n(3n—1)
2 12
c¢) Il suffit donc de conclure : Vn e N, A" =10 1 n
0 0 1



1. a)

2. a)

3. a)

EXERCICE 3

Pour tout réel x :
P(—n(W)<z2)=P(In(W) > —z)=PW =2e*)=1-PW<e®)=1—-P(W e ™)
Par stricte croissance de exp sur R, et parce que W est une variable a densité. Comme pour tout

réel x, e > 0, alors :

x —x

VeeR, Fy(z)=1-(1—-¢°")=¢"

Il est clair que Fyy est de classe C!, donc continue sur R comme composée de fonctions continues
sur R, ce qui prouve que W est une variable a densité.

Pour tout réel z :

Fy,(z) = P(Y, < ) = P(max(X1, X,, ..., X,) < )
= P([X; <z]n[Xz<a]n...N[X, < z])
=PX;<z)xP(Xo<z)Xx...x P(X, <x) par indépendance mutuelle des X;
= (P(V <)) car les X; suivent toutes la méme loi que V

0 siz <0

(1—6*:’3)” siz>0

L’énoncé admet que Y,, est une variable a densité, obtenue par dérivation de Fy, sauf peut-étre
en 0, ol on choisit une valeur arbitraire :

0 siz <0
VZL‘ 6 R’ fYn(x) — n_l
n.e*z.(l — e*x) sixz >0

t

Lorsque t tend vers +oo : lim —e=" = 0, donc on peut utiliser ’équivalent classique

t—+00

(I+u)*—1 ~, qui donne ici, pour ¢ au voisinage de +0o :
u—r

(1- e_t)n -1 ~ —ne'’ <= 1-F,t)=1-(1- e_t)n ~ mn.e’

t——+o0 t—+o0

+o0

+o0o
Or l'intégrale / e~ 'dt converge (et vaut 1 : c’est la valeur de fv(t)dt, intégrale d’une
0 oo

densité!). Les deux fonctions de la derniére équivalence sont continues et positives sur [0, 400,

+oo
donc par comparaison d’intégrales de telles fonctions, / (1 — Fy, (t))dt est convergente.
0
X
Soit x € R, : dans 'intégrale / (1 — Fyn(t))dt, on réalise une intégration par parties en posant :
0

ut) =1=Fy,(t) — ') =—fr(t)
V'(t) =1 — w(t) =t

Les fonctions v et v sont de classe C! sur R, donc par intégration par parties :
/ (1— Fy,(t))dt = [t(l - Fyn(t)):|0 +/ tfy, (t)dt = z(1 — Fy, (2)) +/ tfy, (t)dt
0 0 0



¢) Onavuen3a)quel—Fy(z) ~ e doncaz(l—Fy,(z)) ~ ze ™

T—+400 T—r+400

) N x
Or : lim z.e7™ = lim — = 0 par croissances comparées. Deux fonctions équivalentes en

T—+00 z—+oo et
400 y ont en particulier la méme limite, donc lim SL’(l — Fy, (:1:)) =0.
T——+00

d) De la relation obtenue en 3.b) on déduit : Vo € RT, / tfy, (t)dt = / (1—Fy,(t))dt —z(1 -
0 0

+o0
Les résultats de 3.a) et 3.c) assurent alors que I'intégrale / t fy, (t)dt converge. Comme la fonc-
0

tion t — ¢ fy, (t) est nulle sur | — oo, 0] et positive sur |0, +00[, cela revient a dire que /+OO tfy, (t)dt
est, absolument convergente, ce qui signifie que Y,, admet une espérance qui vaut, : o

T T —+00
B, = Jim [0 = tm o(1-F @)+ i [ (=R 0)d - /0 (1-Fy, (1))t

4. a) Soit x € R, ; le changement de variable u =1 — e = (t) est de classe C! sur Ry, et :

du = ¢'(t)dt = e~'dt; lorsque t = 0, u =1 —¢€" = 0 et lorsque t = , u = 1 — =%, donc par
changement de variable :

x x T _(]1—et) 1—67””1_ n
Vo € R, / (1-Fy, (£))dt = / (1-(1—e ") di = / il G0 e T / 4
0 0 0 0

e~ 7T 1—u

—T

puisque : u=1—e" <<= e *=1—u.

n

le résultat d’une somme géométrique, a savoir E uw = E uF71, de sorte
Jj=0

b) On reconnait en
—u

que :

T l-e=® N n 1-e=" n kql_e—= n _ —x\k
[ [ [ ] SO

par linéarité de 'intégrale. Il suffit alors de passer a la limite lorsque z tend vers +oo pour obtenir :

+00 —e m
E(Y,) = /O (1= Fy,(1)dt = xEIEOOZ = Z k

5. On pose Z,, =Y, — In(n).

a) La fonction grand(1,n, ’exp’,1) simule I’échantillon (X, X», ..., X,), donc il suffit de calculer
le maximum de ce vecteur pour simuler Y,,, et Z,, s’en déduit immédiatement :

1 function Y = f(n)

> x = grand(1,n, 'exp', 1)
3 Z = max(x) - log(n)

4 endfunction

b) Comme on ne constate pas de différence visible entre les deux histogrammes, on conjecture que
. vari W S v - vari L _
la suite de variables aléatoires (Y,,),cn+ converge en loi vers la variable aléatoire W

6. On note Fz la fonction de répartition de Z,,.

a) Pour tout réel x :

Fz,(x) = P(Z,<z)=P(Y,—In(n) <z) =P, <z+In(n)) = Fy,(z + In(n)).



b) D’aprés I'expression de Fy, (z) obtenue en 2.a), on en déduit :

0 siz+1In(n) <0 0 si z < —1In(n)
Vr € Ra FZn (l‘) = n - 1 n
(1 — e~ @Mm@N™ s 2 +1In(n) > 0 (1-=e")" siz>—In(n)
n
¢) Pour tout réel x : 1i1£ e 0, donc d’aprés I'équivalent classique In(1 + ) ~, U on peut
n——+o0o n u—
écrire :
6—$
In(l—e™) ~ - < nln(l—e*) — e "
n( e )n_>+oo - nn( e )n_>+ooe
Comme ’équivalent ne dépend pas de n, cela signifie bien que : lirf nln (1 _B ) = —e ",
n—-+0o0

d) Tl s’agit ici de montrer que : lirf F7 (x) = Fw(x) en tout point en lequel Fx est continue
n—-+0o0
(définition de la convergence en loi), donc ici pour tout = de R.

Une remarque préliminaire trés importante : pour z € R fizé, l'inégalité + < —In(n)

devient certainement fausse & partir d’un certain rang n, puisque hI}_] —In(n) = —oc.
n—-+00
1
Par conséquent, et pour tout réel z :  lim Fy (z) = lim (1 — —e'x)n.
n—-+4oo n—-+o0o n
1 - : g" N
Or: (1 — —e*:”)n = enlnl-7e ), ot lim nln (1 — ) = e * d’aprés 6.¢); par continuité de

n n——4o0o
I’exponentielle sur R, on en déduit :

Ve €R, lim Fy (z)=e° = Fy(x)

n—-+o00

ce qui prouve bien que la suite (Z « converge en loi vers W.
n)neN

PROBLEME

Partie 1 : étude d’une variable aléatoire

1. Au vu des régles de déplacement aléatoire définies dans 1’énoncé, et puisque le mobile est sur le
sommet 1 & l'instant 0, la loi de la variable aléatoire X est donnée par :

1
Xi(Q)={2,3,4} et P(X;=2)=P(X;=3)=P(X;=4)= 3
24344
et ainsi :  E(X;) = % = 3.
[’énoncé admettait pour la suite que la loi de X, est donnée par :
1 2
P(Xy=1)=< P(XQ:Q):P(X2:3):P(X2:4):§

3 )
2. Soit un entier n > 2 : a partir de deux déplacements, il est possible pour le mobile de se retrouver
sur n'importe lequel des quatre sommets : une récurrence immédiate prouverait que pour tout entier
n > 2, X,(0)=1{1,2,3,4}.
C’est, en effet vrai pour Xs, et si & un certain instant n > 2 le mobile peut se retrouver sur n’importe

lequel des quatre sommets avec une probabilité non nulle, alors a I’instant suivant il en est encore
de méme.



3. a)

4. a)

Soit donc n > 2 : d’aprés la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet
d’événements ([X,, = 1], [X,, = 2], [X,, = 3],[X,, = 4]), tous de probabilités non nulles :

P(XnJrl — 1) — P(Xn — 1)-P[Xn:1](Xn+1 — 1) + P(Xn — 2)-P[Xn:2}(Xn+1 — 1)
+ P(Xn = 3)-P[Xn:3] (Xn+1 = 1) + P(Xn = 4)-P[Xn:4} (Xn+1 = 1)

=0+ %(P(Xn =2)+ P(X, =3)+ P(X, =4))

1

1
donc la relation précédente est aussi vraie quand n = 0.
1 1 1 1 1
Pournzl:P(X2:1):§et g(P(X1:2)—|—P(X1:3)—|—P<X1:4)) :§X3X§:§,don0

la relation est encore vraie quand n = 1.
Finalement, la formule obtenue & la question a) est vraie pour tout n € N.
L'égalité :  P(X,, =1)+ P(X, =2)+ P(X, =3) + P(X,, = 4) = 1 provient bien sir du fait

que ([Xn = i])1<z<4 est un systéme complet d’événements (le s.c.e. associé a la variable aléatoire
X,), ce qui permet de réécrire la relation obtenue en a) :
1 1 1
VneN, PX,,=1)= g(l - P(X,=1)) = —§P(Xn =1)+ 3

La suite (P(Xn = 1))neN est donc arithmeético-géométrique. Pour calculer son expression
explicite, on définit donc une suite auxiliaire (v, ),eny par:  Vn € N, v, = P(X,, = 1) —«, ot on
cherche a définir « tel que (v,,) soit géométrique.

Pour cela, on calcule, pour tout n € N :

1 1
Upr1 = P(Xpp1=1)—a= _§P<Xn =)+-—a

3
:—l(vn+a)+l—a
3 3
Un41 :—lvn+1—%a

3 3 3
~——

@) td L4 0 < L 4 — !
n n D - ——a= - == =-.
veut donc que 3 3 3 = 3¢ a=
1
Avec cette valeur de «, la suite (v,) est géométrique, de raison —3 et de premier terme
1 3
UO:P(onl)—ozzl—Z:Z,desorteque:

Vn € N, vn:Z(—%yl — P(anl):i+z<—%>n

Soit n > 2 : d’aprés la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet d’évé-
nements ([X,, = 1], [X,, = 2], [X,, = 3],[X,, = 4]), tous de probabilités non nulles :

P(Xp11=2)=P(X, = 1)'P[Xn:1] (Xn41=2)+ P(X,, = 2)'P[Xn=2] (X1 =2)

(P(X, = 1) + P(X, = 3) + P(X, = 4))

Wl



Et & nouveau, on vérifie que la relation est vraie pour n =0 et pour n =1 :

Pour n = 0: P(X; = 2) — % et %(P(XO — 1) + P(Xo = 3) + P(Xo = 4)) = %(1+o+0) - %
donc la relation précédente est aussi vraie quand n = 0.
Pourn=1: P(X, =2) = g et %(P(Xl =1)+P(X;1=3)+P(X; =14)) = %(0+%+%) = g,
donc la relation est encore vraie quand n = 1.

Finalement, la formule obtenue ci-dessus est vraie pour tout n € N.
b) Toujours d’aprés la relation :  P(X,, = 1)+ P(X,, = 2)+ P(X,, =3)+ P(X,, =4) =1, la
relation précédente s’écrit :

(1-P(X,=2) = —%P(Xn =2)+ :

Vn € N, P(Xn+1 = 2) = 3

Wl

¢) On retrouve encore une suite arithmético-géométrique qui vérifie d’ailleurs la méme relation de
récurrence que la suite (P(X, = 1))neN.
La suite auxiliaire est donc définie de la méme facon : Vn € N, v, = P(X, = 2) — « est

1 1
géométrique de raison —— si et seulement si o = T Le premier terme est, cette fois, par contre,

1 1
UOZP(XOZZ)_Z:_Z’ donc :

1 17 1yn
VneN, P(X,=2)=uv, _:___<__)
n €N, ( ) v+4 il | 3

5. L’énoncé admet que pour tout entier naturel n :

1 1 1 1
e € (P(X, = 4))neN vérifient la méme relation de

et on le méme terme initial P(X, = 3) = P(Xy, =4) = P(X, =

ce qui signifie que les suites (P(X,, = 3))
récurrence que (P(X, = 2))
2) =0, donc :

neN’

G e (-3

Partie 2 : calcul des puissances d’'une matrice A.
Pour tout n de N, on considére la matrice-ligne de M 4(R) :
U,=(P(X,=1) P(X,=2) P(X,=3) P(X,=4))

7. a) La relation obtenue a la question 3.a) peut se réécrire matriciellement, pour tout n € N :

P(Xp1=1)=<(P(X, =2)+ P(X, =3)+ P(X, = 4))

Wl =
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0 0
111 111
= (P(Xn =1) P(X,=2) P(X,=3) PX,= 4)) X 31| = U, x 3|1
1 1
Et de méme, pour tout n € N :
1 1 1
110 1 (1 111
P(Xn+1:2):UnX§ 1 7P<Xn+1:3>:UnX§- 0 ,P(Xn+1:4):UnX§. 1 , et
1 1 0

donc en juxtaposant les quatre éléments de la loi de X, dans la méme matrice ligne, on a bien :

1
V€N, Uy =U, x -

=U,A
3 U,

— == O
_ O ==
O = o=

|:|><)_l|_AO|_A

b) Montrons alors par récurrence que la propriété : "U, = UgA™", est vraie pour tout n € N.
Pour n = 0, ugA® = Uy x I; = Uy, donc P(0) est vraie.

Supposons P(n) vraie pour un certain entier n € N, et montrons sous cette hypothése que
P(n + 1) est encore vraie, soit U, = UgA™H! :

On sait que :  Upsy =2 U, A U, Am x A = Uy A",
donc P(n + 1) est vraie si P(n) Dest.

La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout n € N, d’aprés le
principe de récurrence.

¢) En remarquant que Uy = (1 0 0 O), le produit UyA™ correspond & la premiére ligne de A,,, qui
n’est donc autre que U,, soit :

(on a rajouté des x pour bien séparer les colonnes).

. Si le mobile commence sur le somet 2, on assiste & une permutation circulaire des probabilités : le
calcul de P(X,, = 1) devient celui de P(X,, = 2), qui est entretemps devenu celui de P(X,, = 3),
etc...

Et dans ce cas, la deuxiéme ligne de A™ correspond bien au produit de celle-ci & gauche par
Uy = (0 1.0 O), de sorte que la deuxiéme ligne de A™ est :

1 1 1\n 1 1 1\n 1 3 n 11 Lin
R TR I B (S RO (S N B (O 1)

R TEE U B (O IR S (GE AN B (6 )
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Partie 3 : une deuxiéme méthode de calcul des puissances de A.

1 111
- . 1 111 - . ST
On considére la matrice J = 11111 I désigne la matrice identité d’ordre 4.
1111
- 1

10. II est évident que : A = 5([ —J).

11. a) Le calcul classique avec la matrice J fait apparaitre la relation :  J? = 4.J, dont on déduit la
conjecture pour la formule générale des puissances de J :  J* = 4571 J. Appelons P(k) cette
égalité, et montrons par récurrence que cette relation est vraie pour tout £ € N*.

Pour k=1: 4717 =4°7 = J, donc P(0) est vraie.
Supposons P(k) vraie pour un certain k € N*| et sous cette hypothése, montrons que P(k+1)
est vraie, soit :  JFt1 =4F J.
Il suffit d'écrire 1 JHHL = Jk x J T gh=l J o J = 4k=1 g2 = 414 ] = 4R ], et P(k + 1) est
vraie si P(k) lest.
La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout k& € N*, d’apres le
principe de récurrence.

b) 1l s’agit ici d’un grand classique de calcul de puissance de matrice via la formule du binome de

Newton, version matricielle.
1 n 1
On calcule en effet A™ sous la forme <§(J - [)) 9 (g)n(J — I
Ne surtout pas oublier de vérifier explicitement que les deux matrices concernées commutent,

méme si ¢’est évident commeici: J x I =J =1 x J.

On peut donc écrire pour tout n € N* :

(J—I)" = kzn% (Z) JE (=) F = (g) JO=D)" + kzn; (Z) JE(—1)mk ]
1+Z()4’“J D)k = (=1)"T+= Z() D r g

= (=1)"] + i.((4 S - (g‘) (1)) = (~1)"T + i.(gn —(—1)").J

1 1\n 1 L\n
De sorte que :  Vn € N*, A”zﬁ.((]—])": (—g) .I+(Z— (—2) ).J
qui va bien redonner la matrice A™ obtenue aux questions précédentes.

Lorsque n = 0, le membre de droite de la formule devient :

1 1 1
(=1)°.7 + (Z - Z'<_§)O)'J =1—-0.J =1= A% donc la formule générale reste bien vraie lorsque
n = 0.

Partie 4 : informatique

11. a)

Dans le script ci-dessous, on compléte la premiére ligne qui définit la matrice A utilisée dans cette
chaine de Markov. L’option ’markov’ de la fonction grand de Scilab, permet de simuler 100
déplacements du mobile, avec la matrice de transition A, en partant de 1’état (du sommet) 1 (et
c’est la taille de la matrice qui fixe le nombre total d’é¢tats (de sommets) possibles, ici 4).

Le résultat obtenu est une matrice ligne de 100 éléments qui ne contient que des valeurs entiéres
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entre 1 et 4, qui correspondent aux positions successives du mobile dans la simulation réalisée.

Il faut alors utiliser les outils de sélection permis par Scilab : la commande -> x==1 par exemple,
va rendre une matrice ligne de 100 booléens, ot on obtient T comme True a chaque fois que 1’élé-
ment correspondant de x vaut 1, & toute autre valeur, le booléen associé est F comme False.
Comme en informatique, True est naturellement associé au nombre 1 et F au nombre 0, la com-
mande :

n = sum(x==1)
va bien servir & compter le nombre de fois ot le mobile est passé par le sommet 1 au cours de 100
déplacements.
A= ; ; ; 1/ = (ones(4,4)geye(
x = grand( , 'markov',A,1)
n = sum(x==
disp(x)
disp(n)

Les valeurs obtenues aprés avoir exécuté cinq fois le seript, sont équilibrées et proches de 25 fois
sur 100, ce qui est cohérent au regard du fait que les 4 probabilités de la loi sont assez vite

toutes proches de —. Le fait qu’on n’obtienne pas exactement n = 25 vient naturellement de la

fluctuation d’échantillonnage.
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