MATHEMATIQUES - Edhec E 2016

Proposition de corrigé par David Meneu

Lycée Champollion - Grenoble, pour Maﬂ’&t/-ﬁ/e?a&/

EXERCICE 1

On désigne par Id ’endomorphisme identité de R? et par I la matrice identité de M3(R).
On note B = (ey,e9,¢e3) la base canonique de R?® et on considére 1’endomorphisme f de R® dont la

3 —1 1
matrice dans la base Best: A=[|2 0 2
1 -1 3
8 —4 4 —4 0 0
1. Les calculs matriciels donnent : A2= |8 —4 8| et A2—4A=| 0 —-4 0
4 —4 8 0 0 -4

Ainsi: A% —4A = —4] < A? —4A+ 41 = 0, donc P(X) = X% — 4X + 4 est un polynome
annulateur de A.

2. a) On remarque que P(X) = (X — 2)? admet pour seule racine le réel 2, qui est donc la seule valeur
propre possible de A. Il reste a vérifier si 2 est effectivement valeur propre de A en calculant :

1 -1 1
A—=2I= |2 —2 2|, quiest bien non-inversible puisqu’elle a deux lignes égales.
1 -1 1

La matrice A admet donc 2 pour seule valeur propre, et il en est de méme pour 'endomorphisme
f.
b) La détermination du spectre de A permet de répondre efficacement aux deux questions posées :
e Si A était diagonalisable : elle serait semblable & une matrice diagonale dont les éléments
diagonaux sont valeurs propres de A, donc tous égaux a 2. Bref, il existerait une matrice
inversible P telle que : A = P x 2.1 x P! < A =2PP! <= A = 2], ce qui n'est
évidemment pas le cas!
Donc A n’est pas diagonalisable.
e Le spectre de A ne contient pas le réel 0, ce qui suffit pour pouvoir affirmer que A est inversible.

3. On détermine le sous-espace propre de f associé a la valeur propre 2 en résolvant le systéme :

x
AX =2X d’inconnue X = |y
z
x — y + 2z =0
AX=2X <= (A2)X =0 <= ¢ 2z — 2y + 22 = 0 <= z—y+2=0 < z=y—z
r — y + 2z =0

Le sous-espace propre cherché est donc:  Ex(f) = {(y — 2,9, 2)| (y,2) € R?} = Vect((1,1,0),(-1,0,1)).

Comme les deux vecteurs qui engendrent Es( f) sont non-colinéaires, on peut en déduire qu’ils forment
une base notée (uy,usz) de Ey(f).

Remarque : ce résultat redit que f n’est pas diagonalisable, puisque la dimension du seul sous-
espace propre de f est alors :  dim Ey(f) =2 < 3 = dim R3.



4. a) On pose uz = e; + ey +e3 = (1,1,1). La famille (uy, us, u3) comprend 3 vecteurs dans R? qui est
de dimension 3 : il suffit donc de prouver que cette famille est libre pour que ce soit une base de
R3.

Soient donc a, b, ¢ trois réels tels que a.u; + b.us + c.uz = Ogs, ce qui donne le systéme :

a — b + ¢c =0 a — b + ¢ =0
a + ¢ = 0 = b = 0Ly Ly—11 <= b=0=c=ua
b + ¢ =0 b + ¢ =0

La famille (u1, us, u3) est bien libre, c’est effectivement une base de R3.

b) Puisque les vecteurs u; et uy appartiennent au sous-espace propre Fy(f), alors :
f(ur) = 2.uy et f(uz) = 2.up.  Par ailleurs, par linéarité de f :
Flus) = flex) + Flez) + fles) = (3,2,1) + (=1,0,=1) + (1,2,3) = (3,4,3).
L’indication de I’énoncé incite a calculer :

flusg) —2uz = (1,2,1), puis f(uz) — 2uz —us = (2,2,0) = 2.uy, donc : f(ugz) = 2.uy + ug + 2.us,
et la matrice T' de f dans la base (uy, ug, ug) est :

2 0 2
T'=10 2 1
0 0 2

qui est bien triangulaire, avec des éléments diagonaux tous égaux a 2.

0 0 2
¢) On peut effectivement écrire : T = 2] + N avec N = [0 0 1]. Il s’agit d’'une matrice
000
strictement triangulaire, dont on vérifie sans peine qu’elle est nilpotente puisque N2 = 05.

La suite est classique :  puisque T'= N + 21, ou 2] x N = 2N = N x 21, on peut calculer T"
grace a la formule du binome de Newton :

VneN, T"= Z (Z)Nk x@O)™"  or: Vk>=2 N'=0
k=0

A (g) N0 x 2" ] + C‘) N x 2 V[ =9" [ 4 povt N

5. a) La formule précédemment obtenue se réécrit :

VneN, Tr=2"T+n2""'"(T-21)=n2""'T+2"1—-n2"=n2"1"T—(n—1).2"1

1 -1 1
Or les matrices A et T sont semblables, via la matrice de passage P = [1 0 1], et la
0 1 1

récurrence habituelle, ou mieux : la formule de changement de base pour I’endomorphisme f”,
donne : Vn €N, T" = P71A"P <= A" = PT"P~! dou:

VneN, A" = P(n.2" L A—(n—1).2".1) P! =n.2" L. PAP '~ (n—1).2".PP ' =n2" ' A—(n—1).2".1

1 1
b) La relation : A> — 4A = —41 se réécrit aussi : _Z(A —4NA=1 = (—ZA + 1A =1,

1 1/4 1/4 —-1/4
relation qui prouve que A est inversible, d'inverse : A~! = _ZA +I=1-1/2 1 -1/2
—1/4 1/4 1/4



1 1
¢) Lorsque n=—1: n2"'A—(n—1)2"1=-2"2A— (—2).5.[ = _EA +I1=A""
d’aprés le résultat obtenu a la question précédente : la formule est donc aussi valable pour n = —1.
EXERCICE 2

Pour chaque entier naturel n, on définit la fonction f,, par: Vzx € [n;+oo[, fu(z) = / eVidt.

1. Etude de f,.
a) La fonction ¢ — e¥! étant continue sur [n; +-00[ (comme composée de ¢ — /I continue sur R, , et
de exp continue sur R), elle admet des primitives sur cet intervalle.
La fonction f,, est, en fait, la primitive qui s’annule en n, et a ce titre elle est bien de classe C*
sur [n, +00|, avec :
Ve Ry, f(z)=e"".

n
Il est alors évident que : Vo € [n;4o0[, f/(x) > 0 et donc que la fonction f, est strictement
croissante sur [n; +ool.
b) Pour tout n € N, pour tout = € [n, +oo[ et pour tout t € [n,a] : Vt > /n = eVt > eV par
stricte croissance de t — v/t et de exp sur R..
Les fonctions concernées sont continues sur R, et & > n, donc par croissance de 'intégrale :

Vn € N, Va € [n;+oo], / eVidt > / eVrdt = fo(z) = (z —n).eV"

Comme eV™ > 0, lirf (z —n)eV™ = +o0, donc par comparaison : lirf fn(x) = F00.
T—r+00 T—r+00

¢) Soit n € N; sur Uintervalle [n, +ool, la fonction f, est :

e continue car de classe C'! (d’aprés l.a))

e strictement croissante (d’aprés 1.a))

e A valeurs dans [f,(n); lirf fn(z)[= [0; +00[ qui contient bien 1.
T—1+00

Donc d’aprés le théoréme de la bijection, pour tout n € N, il existe bien un unique réel
Uy, € [n;+ool, tel que f,(u,) = 1.
2. Etude de la suite (uy,).

a) On sait que pour tout n, u, € [n; +ool, c’est-a-dire : Vn € N, w,, > n. Cette inégalité suffit pour
conclure, d’aprés le théoréme de comparaison, que lirf Uy = +00.
n—-—+0oo

b) Soit n € N; par définition de w,, : / eVidt = 1. Pour tout n € N, et pour tout t € [n;u,] :

n<t<u, <= Vn< Vi<V, < V' eVl L eV,

Les fonctions concernées sont continues sur R, et u, > n, donc par croissance de l'intégrale (ou
I'inégalité de la moyenne) :

Vn € N, (un—n).e‘/ﬁg/ eVidt < (u, — n).eV™

La premiére inégalité se réécrit : Yn € N, (u,, — n).e\/ﬁ <1 < u, —n < e V" en divisant les
deux membres par V" > 0.

De méme pour la deuxiéme : Vn € N, 1 < (u, —n).eV¥ <= e~ V¥ L u, —n, ce qui donne bien
I’encadrement voulu.



3. a)

On sait que : Vn € N, u, —n < eV", donc pour que u, —n < 107* soit vrai, il suffit que e=V" le
soit. Tant que ce n’est pas le cas, il faut passer a ’entier suivant, tout simplement :
n =
while exp(-sqrt(n))>le-
n = n+
end
disp(n)

Le script ci-dessus affiche la valeur n = 85; on peut le justifier en résolvant explicitement I'in-
équation :

eV > 107" = —vn>-4In(10) <= /n <4In(10) < n < 16.1n(10)?

par stricte croissance de In et de la fonction carrée sur ]0; +o0|.

En prenant 2.3 comme valeur approchée de In(10), on obtient : 161n(10)? == 16 x 5.69 = 84.64.
Le premier entier qui dépasse cette valeur est bien n = 85.

4. On pose v, = u, — n.

a)

On sait que lim wu, = +o0, donc lim —,/u, = —oco = lim —/n,

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

donc lim e V" =0= lim e Vin,

n—-4o0o n—4o0o
[’encadrement : Yn € N, eV < u,, —n < e V™ obtenu en 2.b) et le théoréme du méme nom,

assure que lim v, = 0.
n—-+00

x
Pour tout > —1 : x +1 > 0, donc l'inégalité : /o +1 < 1+ 5 est équivalente a :
N 2
14+2< (1 + 5) par stricte croissance de la fonction carrée sur R,. Or :

2

T\ 2 x
Vi > —1, <1+§> —lta+ 140

D’ou le résultat voulu, par équivalence.

Il faut faire plusieurs essais au brouillon pour voir qu’en appliquant le résultat précédent avec
u v

r=——1=— >0 (puisque u, > n), on obtient :
n n

u U U
YneN, (/= <ldg &= u, < — = Uy, = —/n—

Un,

2V

v
Ce qui donne bien : Vn € N*, e~V > ¢ V7 exp (——") par stricte croissance de exp sur R.

2vn

Du résultat précédent et de la question 2.b), on déduit que :

Vn € N*, e_\/ﬁ.exp (— < eV e— exp (— Un ) < Un <1

U,
— ] <
2\/ﬁ> !
ou: lim w, =0 (daprés 4.a)), donc lim exp (— Un ) =¥ =1.

n—-+oo n—-+o0o 2\/ﬁ
Le théoréme d’encadrement permet bien de conclure :

. Un -
lim =1 <= u,—n ~ e v
n—-+00 e_\/ﬁ n—-+00




EXERCICE 3

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P). On désigne par p un réel de ]0; 1].

On considére deux variables indépendantes U et V, telles que U suit la loi uniforme sur [—3,1], et V/
suit la loi uniforme sur [—1, 3].

On considére également une variable aléatoire Z, indépendante de U et V', dont la loi est donnée par :
P(Z=1)=p e PZ=-1)=1-p

Enfin, on note X la variable aléatoire, définie par :

Ulw) siZw)=1

el Xw)= {V(w) si Z(w) =—1

On note Fx, Fy et Fy les fonctions de répartition respectives des variables X, U et V.

1. C’est une question de cours : si a et b sont deux réels tels que a < b, la fonction de répartition F
d’une variable aléatoire suivant la loi uniforme a densité sur [a, b] est définie par :

0 siz <a
T —a .
VeeR, F(x)= 2 sia<z<b
—a
1 sixzx>b

Ici donc, les fonctions de répartitions de U et V sont définies par :

0 siz < —3 0 siz < —1
1
Ve e R, [Fy(x)= r+3 si—3<ax<1l et Fyla)= xi si —1<x<3
1 six>1 1 siz >3

2. a) Au vu de la définition de la variable aléatoire X, et selon la formule des probabilités totales,

appliquée au calcul de P(X < x) pour z réel quelconque, avec le systéme complet d’événements
([Z=1],]Z=-1]):

Ve eR, Fx(z)=PX <z)=P([Z= z]) + P([Z = -1]N[X < z])
~p([2 = x) P((Z= 1NV <]
—P(Z = 1) X P(U <2)4+P(Z=-1)x P(V <)
car Z est indépendante de U et V
Ve € R, Fx(z)=ply(z)+ (1 -p)Fv(z)

b) Pour tout w € Q : X(w) est soit égal & U(w) qui appartient (presque-sirement) a [—3; 1], soit
égal & V(w) qui appartient (presque-sirement) a [—1; 3], donc dans tous les cas, X (w) appartient
(presque-sirement) a [—3; 3].

On distingue 5 cas pour le calcul de Fx(z) :
e Siz < —3: alors Fy(z) =0= Fy(x), et Fx(z)=0

3
e Si-3<u<—1: Fy(z)=0et Fy(z) = pFy(z) = pot
3 1 3 1—pr—
e Si-1<z<1: alorsFX(gj):p.%_’_ﬂ_p)xZ _pr+ p+x4+ pr—p
142
soit : FX(x)ZHzLJ



1 1-— 3 1
e Sil<z<3: alorsFU(a:)zletFX(a:):p—i—(l—p)x+ _(d-prtipt

e Siz>3: alors Fyy(x) =1=Fy(z), et Fx(z)=p+ (1 —p)=1.

Remarque : le fait que sur [—3; 3], la fonction de répartition Fx soit strictement croissante (par

morceaux) est argument qui prouve que X (£2) est bien égal a [—3;3] (et pas seulement inclus
dans cet ensemble).

c¢) L’énoncé admet ici que X est une variable a densité, ce qui nous dispense de la tache, peu difficile
mais fastidieuse, consistant & vérifier que F'x est continue sur tout R, de classe C' sur R sauf en
-3,-1,1 et 3.

Une densité fx de la variable aléatoire X est alors obtenue par dérivation de Fx sauf en ces
quatre points :

~

0 sixz < =3
g si —3<zx<—1
1
Ve e R\ {-3,-1,1,3}, fx(z)={ i si —l<z<1
1—
P sil<z<3
0 sixz >3

\

Au quatre points restants, on fixe une valeur arbitraire, positive, pour chaque image par fx.
1 1—
Par exemple :  fx(—3) = g, fx(—1) = 7 fx(1) = 1 D et fx(3) =0, et ainsi :

(

0 six < —3
p .
— —3<r< -1
1 si z
1
VeeR, fx(x)= y si—1<z<1
1
~ P sil<z<3
0 six >3

\

d) La fonction ¢ + t.fx(t) est, comme fx, nulle en-dehors de [—3; 3], et continue par morceaux sur
[—3, 3] (elle admet notamment des limites finies & gauche et a droite en tout point de [—3;3]); il
est donc certain que X admet une espérance et une variance.

Calcul de l’espérance F(X) :

400 1 1t 3 1—
E(X)Z/ t.fX(t)dt:/ t.]fdt+/ —dt+/ t—Pay
—o 3 4 14 1 4
FIR S et
412 73+4 2 71+ 4 211

_ 12— (-1 (1-p)(32-1?)
) 8 + 8 + 8

=—p+0+1—p=1—-2p

Calcul du moment d’ordre 2 :

“+00 1 P 1 t2 3 l—p
E(X2)=/ t2-fX(t)dt:/ tQ.Zdt—i— Zoht+/ tQTdt
—0o0 -3 -1 1



-1+l 0,

C4l3ls  4l3]l 4 L3N
I G D GV (e U it

12 12 12

_26p+2 26(1—p) 28 7
1212 12 12 3

Calcul de la variance de X : d’aprés la formule de Koenig-Huygens :

4+ 12p— 12p?

V(X) = B(X?) ~ B(X) = £ — (1 - 2p = 22

3. On se propose montrer d’une autre facon que X posséde une espérance et un moment d’ordre 2, puis
de les déterminer.

a) Pour (presque-)tout w €  :

e Soit Z(w) = 1, dans ce cas U(w)l%z(w) V(w) L- 2Z(w) = U(w);—l—V(w).O =U(w) = X(w)
e Soit Z(w) = —1, et U(w) 2 2W) V(w)l_TZ(w) — U(w)0 + V(w); — V(W)= X(w)

On a ainsi démontré, en examinant tous les cas, I’égalité de variables aléatoires :

1+ 27 1-7

X =
U=tV —
b) Les trois variables Z, U, V admettent toutes les trois une espérance, valant respectivement :
—3+1 ~1+3

Les variables U et Z étant indépendantes, il en est de méme de U et de (lemme des

coalitions). De méme, V' et sont indépendantes puisque V' et Z le sont.

Ces propriétés, ainsi que la linéarité de I'espérance, assurent que X admet une espérance, qui

vaut :
E(X) = BE(U) x E(#) +E(V) x E(#)
_ _H;E(Z) + 1_2E<Z) — _B(Z)=1-2

ce qui est bien la valeur obtenue précédemment.

c) L’égalité obtenue en a) donne :

2 <U1+Z +V1—Z>2 \ U2(1+Z)2 +2UV(1+Z)(1—Z) +V2<1_Z)2
) 2 4 4 4
on: (1+2Z)(1—2)=1-2%=0; lavariable aléatoire Z ne prenant que les valeurs —1 et 1,
72 est constante égale a 1!
Deméme: (1+2)°=1+27+2*=2Z+2et(1-2)*=1-2Z+27*=2—-2Z (on aura
utilisé ici les trois identités remarquables!)
1+Z 1-7

Il reste donc : X2 = UZT + VQT. Comme précédemment, U? et

, donc X? admet une espérance qui vaut :

sont indépen-

dantes, de méme que V2 et

1+ E(Z)
2

1 - E(Z)

E(X?* = E(U?) 5

+ E(V?)



4. a)

2 2
(2 e (B
= gp+g(1 —p) :g

On retrouve également le méme moment d’ordre 2, et donc la méme variance pour X.

Soit T  une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de paramétre p. La variable aéatoire 27" — 1
a pour univers-image {2 x 0 —1;2 x 1 — 1} = {—1; 1}, et sa loi est donnée par :

PRT—1=-1)=P(T=0)=p et PRT—1=1)=P(T=1)=1-p

C’est-a-dire que 27 — 1 suit la méme loi que Z, ce qui fournit un moyen de simuler Z puisqu’on
sait simuler T'.

D’apreés ce qui précéde, les simulations demandées sont obtenues par le script Scilab suivant :

p = input ('Donner la valeur de p (0<p<l) )

U = grand(1,1,'unf',-3,1)

V = grand(1,1,'unf',-1,3)

T = grand(1,1,'bin',1,p)

Z = Ox%T-

X = Ux(1+Z2)/2 + Vx(1-Z2)/ = + (1-

PROBLEME

Partie 1 : questions préliminaires.

Dans cette partie, = désigne un réel élément de [0, 1].

1. a) Pour tout entier n € N* et tout ¢ € [0, z] :

n n—1 n
p=1 k=0 1-¢

on a reconnu une somme géométrique, de raison t # 1 puisque ¢t < z < 1.

b) Les fonctions impliquées dans la relation précédente étant continues sur [0, 1[, on peut écrire :

r N p—1d :/a:
n Pz . T
@Z[;]Oz[—ln(l—t)]o—/ ——dt
p=1 0

P rogn
= —:—ln(l—:p)—/ tdt CQFD
0

dt — E / tPldt = —dt—/ dt
p=1




¢) Une question trés classique (déja posée en 2015 par I’Edhec!) a savoir rédiger seul et sans indica-
tion :

" t"
<
1—t 1-x
Les fonctions concernées sont continues et positives sur [0, ], et 0 < x, donc par croissance et
positivité de I'intégrale :

Vn e N, Ve e[0,1], Vt€ [0,z]: 1—t>1—2>0donc0<

1 n+1
Comme z € [0, 1]: 1i1£ 2"t =0, donc 1i1£ . X x+ 1= 0, et par encadrement :
n—-+oo n—+oo | — n
Ve e[0,1], lim dt =0

n—too [ 1 —1

d) Au vu du résultat précédent, on peut donc passer ala limite lorsque n tend vers +oo dans I'égalité
n

_ aP , o C o
obtenue en 1.b) : llrf E — = 11111 —In(1—2x)— 7 tdt = —In(1 — z), ce qui signifie
=1

. 2 . 2 2 xp
bien que la série de terme général — est convergente, de somme totale :
p

+o0 .T}k
X}E:—mu—@
k=1

. Soit m un entier naturel fixé. Il y a deux facons différentes de démontrer la formule sommatoire
demandée : on donne les deux rédactions, au lecteur de choisir celle qui lui apparait la plus claire!

q
. . k +1
* On peut trés bien raisonner par récurrence sur ¢, en posant P(q) : 7 E ( ) = (q n 1)”.
m m

k=m
Montrons que P(q) est vraie pour tout ¢ > m :

— [k 1
Pour ¢ = m donc : Z ( ) = (m) =1= (m :[ 1), donc P(m) est vraie.

m m m

k=m
Supposons P(m) vraie pour un certain g > m, et sous cette hypothése, montrons que P(q + 1)
est encore vraie :

q+1 q
k k 1 1 1 2

E — E 4 (1 ) £\ W 4 (¢ o (T d’apreés la formule de Pascal,
m m m m—+1 m m+1

k=m =m

ce qui est bien le résultat attendu au rang ¢ +1:  P(q+ 1) est vraie si P(q) l'est.

La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout entier ¢ > m, d’apres le
principe de récurrence.

* On peut aussi utiliser la formule de Pascal pour faire apparaitre un télescopage dans la somme en

k+1 k
écrivant : Vg > m, g — + — , donc :
m m+1 m+1

SRS SN ED o SRS o B B Cy = B

=0 (m+1>m)



3. Soit n un entier naturel non nul. On considére une suite (X,,),en+ de variables aléatoires, mutuelle-
n

ment indépendantes, suivant toutes la loi géométrique de paramétre x, et on pose S, = Z X
k=1
a) La variable S,, est la somme de n variables toutes d’univers-image N*,

donc S,(Q) = [n; +oo[={k € N| k = n}.
Puisque S, ;1 = S, + X,,;1, alors pour tout entier K >n+1 :

k—1
S=k= U G=)0Xanr=1) = J(Sw =)0 (Ko = b — )
(4,)EXn+1 ()X Sn () i=n

tq i+j=k
C’est une réunion d’événements disjoints deux a deux, donc :

VE=n+1, P(Sua=k) =Y P((Sy=j)N(Xpe1 =k=j))

k—1
b) On définit la propriété P(n) : "Vk € [n,+oo[, P(S, =k) = (

n]— kfnw_ Mont
. 1)31; (1 —2x) ontrons

par récurrence sur n que P(n) est vraie pour tout n € N*.
Pourn=1:5 =X, et Vk e N*, P(X;=k) = (1 —x)" 'z,
kE—1
1-1
Supposons P(n) vraie pour un certain n € N* et sous cette hypothése, démontrons que
P(n + 1) est encore vraie :

tandis que ( )xl(l —2)' = (1 — )" 'z, donc P(1) est vraie.

On sait déja que :  Vk>n+1, P(S, 1 =k) ZP N (Xpi1 =k —7)). Or

on sait que les variables X sont mutuellement 1ndependantes, donc d’aprés le lemme des coali-
tions : X,,11 et S, = X1 +...+ X, sont deux variables aléatoires indépendantes. Par conséquent :

k—1
Vk € n+1,400[, P(Spz1=k)=)» P(S,=j)x P(X,11=Fk—7)

j=n
i

:Z<7Jz—1) (1—z) ™ x (1 —2)f7 2 (HR)
j=n
1

. - n+1 k—n—1

® (n— 1);1: (1—2x)
j=n

k—2 ;
_ n+l . k—n—1
=2"" (1 —x) Z (n— 1)

i=n—1

k
P(S,1=k) = (n) gt (1 — )R- (D) d’aprés 2. avec m=n—let g =k — 2

Ce qui est bien la formule attendue au rang n + 1, donc P(n + 1) est vraie si P(n) Pest.

La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout n € N*, d’apres le
principe de récurrence.

c¢) Puisque la formule précédente définit, pour tout n € N*, la loi de la variable aléatoire S,, a valeurs
dans [n, +oo[, alors :

Vxe]O,l[,VneN*,iP(Sn— _1<:>Z(n_1)"—) —1<:>Z<n_1) >k"=x—1n
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d) L’énoncé a la gentillesse de nous rappeler comment on simule en Scilab, un échantillon de n
variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi géométrique de paramétre p : il suffit d’en
n

faire la somme pour simuler la variable aléatoire S, = g X!

k=1
1 n = input('entrez une valeur de n supérieure a ")
2 S = sum(grand(!,n,'geom',p))

3 disp(8)

Partie 2 : étude d’une variable aléatoire.

Dans cette partie, on désigne par p un réel de |0, 1] et on pose ¢ = 1 — p.

k
On considére la suite (ug)ren+ définie par :  Vk € N*, ), = — ¢
kn(p)
1. a) Comme ici, p €]0, 1], alors In(p) < 0, et ¢ = 1 — p appartient aussi & |0, 1[ donc Vk € N*, ¢* > 0.
k k
On en déduit que, pour tout k € N*, q est strictement négatif, et que up = — d est
kIn(p) kIn(p)
bien, quant a lui, toujours positif.
1 k
b) Pour tout k € N* : ;= 1 o) X % est, a un facteur constant preés, le terme général d’une
nip

série identique a celle étudiée a la question 1. de la partie I, puisque ¢ €]0, 1].
Le résultat de 1.d) s’applique done, qui donne :

R
— In(p)

puisque g=1—p < p=1—gq.

_l’_
8

k 1

1%:— x(—In(l=gq)) =-— !

In(p)

n(p) x (—In(p)) =1

T

La suite réelle (uy)gen+ définit donc bien la loi d’une variable aléatoire discréte X a valeurs dans N,
de sorte que :  Vk e N*,  P(X =k) = u.

2. a) La variable aléatoire discréte X admet une espérance si et seulement si la série Z kEP(X = k) est

k>1
absolument convergente. Comme k € N* et P(X = k) est positif comme probabilité, cela revient
1
a étudier la convergence simple de la série de terme général : &k X up = —m x q".
nip

On reconnait, & un facteur positif constant prés, une série géométrique de raison ¢ €]0, 1], donc
convergente : X admet donc une espérance, qui vaut :

“+oo “+oo
1 1 q q
E(X)= kxug=-———Y ¢F=— X =—
; In(p) ; In(p)  1-q¢  ph(p)
b) La variable aléatoire X admet, d’aprés le théoréme de transfert, un moment d’ordre 2 si et

seulement si la série Z k*.P(X = k) est (absolument) convergente. Or :
k>1

* QPX: - _ k:_ .k—l
Vn € N7, ;k (X = k) hl(p);kq ln(p)qu

k=1

On reconnait une série géométrique dérivée, de raison ¢ €]0, 1] donc convergente : la variable
aléatoire X admet donc un moment d’ordre 2, qui vaut :

—+00

() =" ") " T-¢? Pl
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La variable aléatoire X admet donc une variance, donnée par la formule de Koenig-Huygens :

_ N o a ¢  —qhhp)—¢ _ —qlg+In(p)
V)= B P = ) T PG T 2R pne)? D

3. Soit k un entier naturel non nul. On considére une variable aléatoire Y dont la loi, conditionnellement
a I’événement (X = k), est la loi binomiale de paramétre p et k.

Autrement dit :
k . .

(.)pqu—ﬂ S0<j<h
J

0 sig>k

V] € N, P[X:k}(y = ]) =

a) Puisque X () = N* le nombre de lancers effectués peut prendre n’importe quelle valeur entiére
non nulle. Il est ainsi possible de n’avoir aucun pile (méme avec plusieurs lancers), ou d’en obtenir
un nombre quelconque, et Y (2) = N.

Ainsi pour calculer P(Y = 0), on utilise la formule des probabilités totales avec le systéme complet
d’événements ([X = k])keN* pour écrire :

P(Y =0) = :ijp(x =k) X Px_y(Y =0) = :i?uk x q"
B _lnip) gq_: B _lnzp) : (qz)k
= gy X [P - ) = n (0 _hi;()l +)
Py —0) = @) Jlrnlégl L 1n(r11 (;q) CQFD
b) Soit (k,n) € N* x N* :
% - % - n!(kki DI <n(li_1)i()1!<; —a)l (ﬁni) puisque (n = k) = ((k 1) = (n —1))!

On utilise alors & nouveau la formule des probabilités totales avec le méme s.c.e. que précédem-
ment, pour écrire :

VnEN*, P(YIH)ZZP(X:k)XP[X:kKY:n) or P[X:,ﬂ(Y:n):Osik:<n

k=n
_ 1 R n 2k—n (fz) _ pn iy 2k—2n n (z:i)
"R 2T R T TR =t T
—+oco
_ g k—=1Y/ o\k-n
_ nln@);(n—J (@) COFD

Puisque ¢* €]0, 1], le résultat de 1.3.c) s’applique avec 1 —x = ¢*> <= z=1—¢% et :
. P'q" 1 P'q" q"
VneN, PY =n)=-— X = — = —
YT G T T G- a) a9 )
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¢) On vérifie qu’on a bien défini la loi de la variable aléatoire Y en calculant :

“+oo “+oo

1 q"
E PY =k =PY =0)— E attention au terme particulier pour k = 0
— In(p) <= n(1+q)"

In(l1+q) 1 *2“” (ﬁ)n

- n(p) In(p)&= =

q N q
=1+ — X —ln<1——)] d’aprés [.1. avec + = —— €0, 1
) { 144 P y 144 0.1

fP(Y:k):l

d) La variable aléatoire Y admet une espérance si et seulement si la série Z kP(Y = k) est absolu-

k>0
ment convergente ; comme c’est une série a termes positifs et dont le premier terme est nul, cela

revient a étudier la convergence simple :

n

% - 1 q 1 u q k
Vn € N*, ;kP(Y:k):—mkam:—mZ(l—w)

k=1 k=1

On reconnait une série géométrique de raison i €]0,1[ (puisque 0 < ¢ < 1+ q), donc
q

convergente. Ainsi, Y admet une espérance qui vaut :

+ + k a4
~ 1 (4 ) 1 1+g 1 g q
EY)=S kP(Y =k) = — - - x4 =L
(¥) ; ( ) ln(p);<1+q In(p) 1_% In(p) 1+g¢ ( ) In(p)
q

e) La variable aléatoire admet, d’aprés le théoréme de transfert, un moment d’ordre 2 si et seulement

si la série Z k*P(Y = k) est absolument convergente. Or :
k>1

n n k-1
q q
Vn € N*, BPPY=kH=—-—F N k[—
! ; ( ) In(p).(1 +q) < <1+Q)

en reprenant une partie des calculs déja faits pour I'étude de I'espérance. On reconnait ici une

série géométrique dérivée de raison €]0, 1[, donc convergente. Ainsi, Y admet un moment

d’ordre 2, qui vaut :

E(YQ) — q % 1 _ _Q<1 + Q)

In(p)-(1+q) = (1 - ILM)Q In(p)

La variable aléatoire Y admet donc, pour finir, une variance donnée par la formule de Koenig-
Huygens :

V(Y)=E(Y? - EY) = q+q) @& —al+gnp)—¢ _ a(g+ (1 +q)n(p))

In(p)  (In(p))? (In(p))? (In(p))?
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