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Proposition de corrigé par David Meneu

Lycée Champollion - Grenoble, pour May’o@-ﬁe??w

EXERCICE 1

On se propose d’étudier la suite (u,),en définie par la donnée de ug = 0 et par la relation, valable pour

u? +1

tout entier naturel n : u,,, = .

1. a)

2
On montre par récurrence que pour tout entier naturel n : 0 < u,, < 1.
—_————
P(n)

E L’énoncé donne uyg = 0 qui vérifie bien 0 < ug < 1.

E Supposons la propriété vraie pour un certain entier n € N, et montrons qu’alors la propriété
est vraie au rang n + 1 :
On sait par hypothése de récurrence que :

0<u, <1

= 1<u>+1<2

1
ce qui donne bien : 0 < 3 < Upt1 < 1, done P(n + 1) est vraie si P(n) lest.

La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout entier n € N, d’aprés
le principe de récurrence.

Pour tout entier n € N :

2 2 2
uz +1 u: — 2u, +1 Uy — 1 ) . .
Upr1 — Uy = ”2 — Uy = — = ( 5 ) d’apres l'identité remarquable classique,

ce qui permet directement d’affirmer que : Vn € N, u, 11 — u, > 0, et donc que la suite (u,) est
croissante.

D’apreés les deux questions précédentes : la suite (u,,) est croissante et majorée par 1, elle est donc
convergente d’aprés le théoréme de limite monotone, de limite ¢ € [0, 1].

2
1
Par passage a la limite dans la relation de récurrence : u, 1 = U vraie pour tout n € N, on
obtient :
41 2 2 2
(= = WU=LP4] = L-WU+1=0 < ((-1)2=0 <= (-1=0 < [(=1]




2. a) function y = suite(n)

2 u=

3 for i=1'n

. u = (u2+1)/
5 end

6 y=u

7 endfunction
i1b)u=0; n-=0;

2 while 1-u > le-
3 u= (u2+1)/
4 n = nt

5 end

6 disp(n)

3. Pour tout entier naturel n, on pose : v, =1 — u,.

a) Pour tout entier naturel k :

211 1—v)2+1
uk+ :’Uk—1+( U;)+

Uk—vk+1:vk—(1—uk+1):Uk—l—i—

_ZUk—2+1—2vk+v%+1_v%

2 2
b) Le téléscopage Classique donne
n—1 n—1 n
[j=h+1]
Z(vk_vk_l’_l ka—kaH] ka—Zvj:vo—vn:(l—uo)—(l—un):un.
k=0 k=0 k=0 j=1

c¢) Il faut faire le hen entre les deux questions précédentes et voir que la somme précédente se réécrit
aussi, d’aprés a) :

—_
3
|
—_
—_

3

~1
Z donc : Vn € N, = T
k=0

3

(U — Vg41) =
0

[\3|ww
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Comme lim u,41 = ¢ =1, on en déduit :

n—-+00
n—1 +o0
lim Zvi:2 = Zvi:2
i k=0 k=0
EXERCICE 2

1. On note B = (ey, €2, e3) la base canonique de R3, et on considére 'endomorphisme f de R3 dont la

matrice dans la base B est :
2 1 2

A=|-1 -1 -1
-1 0 -1

1 1 1
a) Le calcul matriciel donne : A=A x A= 0 0 0 | #0,et A>=0.
-1 -1 -1



Xz

b) Un vecteur de R? appartient au noyau de f si et seulement si la matrice colonne X = | y | qui
z
le représente dans B vérifie :
20 + y + 22 =0 2 + y + 2z =0
AX =0 <~ —r — y — z =0 <= -y =0 Ly 2Ly + L4
—X — 2z =0 Yy =0 Ls+ 2L+ L,
{x . —z —1 —1
= . Ainsi: Ker(f) = 0 ]]zeRp=¢21 0 ]|zeR ) = Vect 0
y =0 2 1 1

On a trouvé une famille génératrice de Ker(f), consituée d’un seul vecteur non nul : c¢’est aussi
une famille libre, donc une base de Ker(f).
Puisque B = (eq, ea, €3), et par lecture de la matrice représentant f dans cette base :
2 1
Im(f) = Vect (f(e1), f(ea), f(e3)) = Vect —1],(-1 : on a supprimeé le troisiéme vecteur
-1 0
de la famille, car il est égal au premier... Les deux vecteurs restants forment encore une famille
génératrice de Im(f), ils sont clairement non colinéaires donc forment une famille libre, et ainsi
une base de I'image.

¢) L’endomorphisme f? = f o f étant représenté par A%, on a par la méme méthode que précédem-

1 -1

Im(f?) = Vect(f?(e1), f*(e2), f*(e3)) = Vect 0 = Vect 0 = Ker(f), car on ne
-1 1

change pas l'espace vectoriel engendré en multipliant le vecteur par —1.

Dans la suite, on considére un endomorphisme g de R3 tel que : g2 # 0 et g3 = 0, ce qui signifie que
g o g n’est pas I’endomorphisme nul, mais que g o g o g est I’endomorphisme nul.
En désignant par M la matrice de ¢ dans la base canonique B de R?, on a donc :

M? #0et M*=0

. a) La matrice M est nilpotente, la relation M3 = 0 indique que P(X) = X3 est un polynéme
annulateur de M. Par conséquent, les valeurs propres possibles de M se trouvent parmi les
racines de P. Comme P a évidemment pour seule racine 0 : 0 est bien la seule valeur propre
possible de M.

b) Il s’agit donc de montrer ici que 0 est bien valeur propre de M, c’est-a-dire que M est non-
inversible.
Dans ce cas d’étude trés classique d’une matrice nilpotente, on suppose que M est inversible.
Dans ce cas, la relation : M? = 0 donne, par multiplication & gauche par 'inverse :
MM3=M10 <> M?=0, ce qui est bien siir absurde au vu de I’énoncé!
Donc : M n’est pas inversible, donc 0 est valeur propre de M et donc de g, et c’est la seule.

¢) Encore un cas d’école : SI g était diagonalisable, sa matrice M serait semblable & une matrice
diagonale D : il existerait une matrice inversible P telle que M = PDP~!, ou D a pour éléments
diagonaux les valeurs propres de M : 0 étant la seule valeur propre, D a une diagonale de zéros,
done est en fait nulle.

Mais dans ce cas : M = PDP~! = POP~! =0 : absurde! (car dans ce cas M? = 0? = 0).
Conclusion : M et g ne sont pas diagonalisables.

3. a) Dire que g2 n’est pas I’endomorphisme nul, comme le fait ’énoncé, c¢’est dire que g o g n’attribue

pas a tous les vecteurs de E, I'image unique 0 : il existe donc bien au moins un vecteur u de R3
tel que g%(u) # 0.



b)

Montrons alors que la famille B’ = (u, g(u), g*(u)), dite des images itérées de u, est une base de
R3. C’est déja une famille de trois vecteurs dans un espace de dimension trois, donc il suffit
par exemple, de prouver qu’elle est libre.

Soient donc trois réels a, b, ¢ tels que :

au+b.g(u)+ecg’(u) =0 (1)

L’idée ici est d'utiliser la fait que ¢> = 0 est, lui, 'endomorphisme nul.
Lorsqu’on applique I’endomorphisme g, on obtient :

glau+b.g(u) + c.g*(u)) = g(0) <= a.g(u) +b.g°(u) +cg*@ =0 (2)

(par linéarité de g notamment). Si on applique une deuxiéme fois g, on obtient :

gla.g(u) +b.g*(w)) = g(0) <= a.g’(u) +bg*a) =0 (3)
Or puisque g*(u) # 0 d’apreés le choix de u : la troisiéme relation donne a = ()
Par conséquent, (2) devient : b.g*(u) = 0 qui implique b = 0 pour la méme raison.
Ainsi, (1) devient c.g*(u) = 0 qui implique une derniére fois ¢ = 0.
La famille B’ est donc libre, et c’est finalement une base de R3.

La matrice N de g dans cette base est alors simplissime, et le fait remarquable est que le rai-
sonnement précédent est valable en toute généralité, pour tout endomorphisme nilpotent d’indice

2!
glu) 9
0
( |
0

Comme B’ est une base de £, on peut directement écrire :

Im(g) = Vect(g(u), g(g(u)), 9(g*(w))) = Vect (g(u), g°(u), @) = Vect(g(u), g*(u))

Comme (g(u), g*(u)) est une sous-famille de B', c’est une famille libre! Comme elle engendre
aussi Im(g), c’est donc une base de ce sous-espace, et :  dimIm(g) = 2.

Le théoréme du rang donne alors la dimension du noyau de g :
dim Ker(g) = dimR?® — dimIm(g) =3 — 2 = 1.

Pour trouver une base de Ker(g), il suffit donc de trouver un vecteur non nul appartenant a ce
noyat.
Le vecteur g*(u) est tout a fait approprié, puisqu’il est non nul, et vérifie : g(g*(u)) = ¢3(u) = 0.
Ainsi :

Ker(g) = Vect(g*(u)).

Comme précédemment, en faisant appel a la base B’ :

Im(g?) = Vect(g®(w), g*(g9(w)), g°(9°(u))) = Vect(g*(u), g2a), g}1)) = Vect(g*(u)) = Ker(g),

tout simplement ! C’est la relation qu’on cherchait & obtenir de facon générale ici.
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2.

EXERCICE 3

Dans cette question, on suppose que n = 1 (I'urne contient donc une boule blanche et 3 boules
noires) et on note X; la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches encore présentes dans
I’'urne apres la premiére épreuve et X, la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches encore
présentes dans 'urne aprés la deuxiéme épreuve.

a) Il est évident qu’a la fin de la premiére épreuve, I'urne est soit dans ’état 0 si on a tiré la seule
boule blanche de I'urne, soit dans I’état 2 si on a tiré une boule noire :

Xi(Q) ={1,3}, P(X1=0)= i ot P(X,—2)—>

b) De méme, a la fin de la deuxiéme épreuve, I'urne a gagné ou perdu une boule blanche a partir de
I'un des ses deux états précédents possibles, donc X5(€2) = {1, 3}.
La formule des probabilités totales appliquée avec le s.c.e. ([X; = 0], [X; = 2]), donne :

P(X2 = 1) = P(Xl = O) X P[Xl—O}(X2 = 1) + P(Xl = 2) X P[X1—2}(X2 = 1)
Slo,.3.2 1 1
4 476 4 4 2
1

Puis: P(X;=3)=1-P(Xp=1)=

c¢) Simulation informatique : il suffit de réaliser dans le code ci-dessous que le choix d’une valeur
entiére pour la variable tirage simule le tirage dans une urne selon son état ; la premiére fois, on
choisit bien un numéro parmi quatre valeurs possibles, le fait que celle-ci soit égale a 1 est réalisé

avec la probabilité —, ce qui correspond au tirage d'une boule blanche qui met I'urne a I'état 0.

Sinon, elle passe a 'état 2.

function y=simul()
tirage = grand(l,1,'uin',1,4)

if (tirage == 1) then
X =
else
X =
end
if (X1 == 0) then // si ¥'unrne est dans 1'état
X2 = //au coup d'aprés elle est forcément a 1'état
else // sinon 1'urme est dans 1'état
tirage = grand(1,1,'uin',1,6) // tirage dans une urne a 1l'état
if tirage <=/2 then  // 2 valeurs possibles sur
X0 = // une boule blanche et une noire sont retirées de
L'urne
else
X =
end
end
y=[X1,X2]
endfunction
Le premier tirage donne bien siir, soit une boule blanche (événement By, de probabilité 2nﬁi— avec
une urne initialement dans I’état n), soit une boule noire (événement Ny, de probabilité o +22).

5 © /qﬂy‘%ﬁf?’w



La formule des probabilités totales donne, avec le s.c.e. (B, Vy) :

P(E,) = P(By) x Py,(En) + P(N)) x Py, (E,)

ou :

*x Pp, (E,) est la probabilité que I'urne soit vidée au bout d’un nombre fini de tirages, sachant que
le premier a donné une boule blanche; tout se passe donc comme si on cherchait a vider une urne
initialement dans I’état n — 1 au bout d’un nombre fini de lancers.

C’est-a-dire : Pp,(E,) = P(E,_1).

* Par un argument similaire, on a : Py, (E,) = P(FE,.1) car apreés le tirage d’une boule noire, ['urne
est dans I’état n 4+ 1. On a bien :

3. a)

n n -+ 2
n—1 + ——~€n+1

e, = ——¢€
2n + 2 2n + 2

Montrons donc par récurrence la propriété : "vVn € N, e, > e,1”.
On sait que ey = 1 et que e; = P(E}), donc est une probabilité. L’inégalité : e; < eg est donc
immeédiate.
Supposons la propriété vraie pour un certain n € N, et montrons qu’alors elle est vraie au
rang n + 1, soit : e,11 = €n49.
Il convient ici de reprendre la relation de la question précédente en procédant aux décalages
d’indices et transformations nécessaires pour isoler e, :

n—+1 n—+3 n—+3 n—+1

S T ) 2 T 2 g 42 T Ot T o T O
< €pio = Menﬂ — n—“en, ol
n—+3 n—+3
€én = €p41 donc _n:[ilﬁen < —Zj[;enﬂ, soit :
2n +4 n+1 n+4—n—1
Ent2 < menﬂ - n—+3€n+1 = "3 €n+1 = Entl-

La propriété est initialisée et héréditaire, elle est donc vraie pour tout entier n € N, d’aprés
le principe de récurrence.

Remarque : On peut retrouver ce résultat par un raisonnement direct de probabilités :

En effet, 'événement F,, 1 est réalisé si et seulement si on parvient a vider de ses boules blanches,
une urne initialement dans I’état n+ 1, au bout d’un temps fini. Il faut pour cela passer par I’état
n en un temps fini, puis a partir de cet état, vider I'urne de toutes ses boules blanches en un
temps fini... donc réaliser I’événement F,,.

(C’est-a-dire qu’on peut écrire que : la réalisation de F,, 1 implique celle de E,,, ou E,, 1 C E,, ce
qui donne bien : P(F, 1) < P(F,) en passant aux probabilités.

La suite (e,)nen est décroissante, et minorée par 0 car il s’agit de probabilités! Le théoréme de
limite monotone assure donc la convergence de cette suite.

On admet dans la suite que lir}rl en, = 0.
n——+0oo

4. Pour tout entier naturel n, on pose u, = (n + 1)e,.

a)

b)

Pour tout n € N* :

Unt1 = (n+2)e,1 = (2n+2)e, —ne,—1 = 2(n+ 1)e, — ne,_1 d’aprés la question 1.

Up1 = 20y — Up—1

On reconnait (u,) comme une suite récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéristique :
P?=2r-1 <= 2*-22+1=0 < (r—-1?2?=0 < z=1.



La suite (u,) a donc la forme générale :  Vn € N, u,, = (a« + 5.n).1" = a+ f.n, ce qui est bien
arithmétique... On conclut en écrivant la relation pourn =0et n =1:

Upg=0a <= a=¢=1 et uyy=a+p < [=2¢ —1

et ainsi : VneN, wu,=14(2¢;—1)n.
¢) On conclut donc trés simplement que :
VneN, (n+ e, =1+ (26, — 1)n (2 —1).—" 4 1
n n en = er—1).n en = (2e; — 1). .
’ ! ! n+l n+1

Il est alors temps d’utiliser I'information de I’énoncé qui est restée inemployée jusqu’ici :
lim e, = 0. Avec I'expression précédente, on pouvait écrire :

n—-+o0o

. 1 .

lim = lim =1, dou: lim e, =2¢ — 1
n—+oomn + 1 n—+oo 1 4+ - n—-+oo

1
Par unicité de la limite d'une suite, on conclut : 2¢; —1 =0 <= ¢, = 5 et donc :

1
VneN, e, =——:. Tout simplement...
n—+1

PROBLEME

1—|z| size[-1;1]

1. On considére la fonction f définie pour tout réel x par: f(z) = { }
0 sinon

1 1 210 1
a) / f(x)dx:/ l—z)dz=|z——=| =<
0 0 219 2
Or il est évident que la fonction f est paire! Pour tout réel x, en effet :
* Soit x € [—1,1], dans ce cas —z € [=1,1] et f(—x)=1—|—z|=1— |z| = f(x).
* Soit x ¢ [—1,1], dans ce cas —x ¢ [—1,1] et f(—x) =0= f(x).
0 1
1
On en déduit sans calcul : / f(x)dz = / f(x)dz = 5"
—1 0
b) 1l est toujours utile, si possible, de représenter graphiquement f pour faire apparaitre ses carac-
téristiques importantes!

Il est alors clair que f est bien :



* continue sur R (elle I'est sur | — oo; —1[ et ]1; +00[ comme fonction constante, sur | — 1;1]
comme différence de fonctions continues, et les limites en —1 et 1 coincident).

* positive ou nulle sur R (Vx € [-1,1], 0 < |z| < 1 donc 1 — |z| > 0).

+oo —1 0 1 +oo
1 1
* f(:c)dx:/ Of(x)d:c—i—/ f(x)d:c+/ f(z)dz + f(:c)da::()+§—|—§+().
—0o0 —00 -1 0 1
Grace a ces trois propriétés, on peut conclure que f est bien une densité de probabilité.
On considére dorénavant une variable aléatoire X, définie sur un espace probabilisé (2, A, P), et
admettant f comme densité.
2. a) La nullité de f en-dehors de l'intervalle [—1; 1] ou elle est continue, assure 1’absolue convergence
“+oo
de l'intégrale /

—0o0

Comme de plus f est paire, la fonction x — xf(x) est impaire et par conséquent :

1
zf(x)dr = zf(x)dz, donc X admet une espérance.
-1

B(X) = /11 of (z)de =

b) La v.a.r. X admet une variance si et seulement si elle admet un moment d’ordre 2.
D’aprés le théoréme de transfert pour les v.a.r. a densité, c’est le cas si et seulement si 'intégrale
“+oo

/ 2% f(x)dx est absolument convergente, ce qui est bien le cas toujours parce que f est nulle

en-dehors de [—1; 1] et continue sur [—1; 1].

La fonction x — 2% f(z) est, cette fois, paire, donc :

b0y = [ wy@ar=2 [0 - =2 -4

On en déduit que X admet une variance donnée par la formule de Koenig-Huygens :
V(X)=EB(X?) - E(X)*=-.

3. L’allure de la représentation graphique de f incite effectivement & distinguer quatre cas pour le calcul
de la fonction de répartition de X :

* Pour tout réel z < —1:  Fx(x) :/ f(t)dt:/ 0 dt = 0.

T -1 T
* Pour tout réel z € [-1;0] :  Fx(z) = / f(t)dt = / 0 dt +/ (14 t)dt

-1

) P +x2 (1+1)—x2+ .
T2 T 2/ T T Ty

+ Pour tout & € [0: 1] /Oof / 0dt+/0(1+t)dt+/ox(1—t)dt

-1

t+t +t af (1+1)+ v x2+ .
2 20_ ) T T T T Ty

* Pour tout x € [1;+oo[: = Fx(x / f()dt = / 0dt+/f dt+/0dt—0+1+0—1
1

4. On pose Y = | X| et on admet que Y est une variable aléatoire a densité, elle aussi définie sur 1’espace
probabilisé (€2, A, P). On note Fy sa fonction de répartition.

a) La v.a.r. Y = |X| ne prend que des valeurs positives, donc évidemment :

Ve <0, Fy(z)=PY <z)=0.



b) Pour tout réel = positif ou nul :
Fy(z)=P(|X|<z)=P(—r < X <z)= Fx(x) — Fx(—=z). Il reste alors deux cas a distinguer :
2

1 1
x Pour tout réel x €]0,1], —z € [—1,0[ et Fy(z) = —% tad g - (% —x+ 5) = 2r — 22
* Pour tout réel z > 1, —z < —let Fy(x)=1—-0=1.
0 six <0
Bilan :  Fy(z) =¢ 2z —2* sixz€l0,1].
1 siz>1

¢) L’énoncé admettait déja que Y est une variable a densité. Il était en fait assez facile de vérifier
que Fy est continue sur R, de classe C! sur R sauf peut-étre en 0 et en 1. Une densité g de YV
est alors définie par dérivation de Fy sauf en ces deux points, ot on choisit des valeurs positives
arbitraires, par exemple :

2-2r=2(1—2x) sixzel0,1]
g(x) = { .
0 sinon
“+oo
d) La v.a.r. Y admet une espérance si et seulement si I'intégrale / xzg(x)dx est absolument
convergente. C’est bien le cas vu que g est nulle en-dehors de [0, 1], et continue sur cet intervalle,
et : . )
2 2 1
EY)= [ 2e—22°)de = |2* = Z2°| =1—--=-.
)= [ r—2etin = |t 30| <153
En remarquant que Y2 = |X|? = X2 on en déduit directement que Y admet, comme X, un
1
moment d’ordre 2 de méme valeur :  E(Y?) = G

On en déduit que Y admet une variance, selon la formule de Koenig-Huygens encore une fois :
V(Y)=E(Y?*) - BE(Y)" =

5. On considére deux variables aléatoires U et V, elles aussi définies sur (€2,.4, P), indépendantes et
suivant toutes les deux la loi uniforme sur [0; 1].

On pose I = inf(U, V), c’est-a-dire que pour tout w de €2, on a I(w) = min (U(w), V(w)).

On admet que [ est une variable aléatoire a densité,elle aussi définie sur (€2, A, P), et on rappelle
que pour tout réel z, on a P(I > z) = P([U > 2] N[V > z]).

Pour finir, on note F7 la fonction de répartition de [.

a) Pour tout réel x :
Fiz#)=P(I<z)=1=PI>z)=1-P([U>z]Nn[V >z])
=1-—PU >z) x P(V >ux) car U et V sont indépendantes

=1-(1- FU(x))2 car U et V suivent la méme loi (][0, 1])

1-(1-02%=0 siz <0
Fiiz)=<1-(1-2)*=2z—2> size0,1]
1-(1-1)2=1 siz>1

b) Les variables aléatoires Y et I suivent bien la méme loi car elles ont la méme fonction de répar-
tition.
6. On considére plus généralement n variables aléatoires X1, Xo,..., X, (n = 2), toutes définies sur
(Q, A, P), indépendantes et suivant la loi uniforme sur [0; 1]. On pose I,, = inf(X1, Xo, ..., X,).



On calcule la fonction de répartition de I,, suivant le méme modéle qu’a la question précédente, a
partir de 'égalité d’événements : Vo € R, [I,, > z] = [X; > z]N[Xe > z|N...N[X, > z].

Pour tout réel z :

Fr,(z) =PI, <z)=1-P(l,>z)=1-P([X; >2]N[Xy > z]N...N[X, > z])

=1- H P(Iy > x) par indépendance mutuelle des (I)1<k<n
k=1

=1—(P(Ii >2))" =1— (1= Fp ()" car les (Ij)1<k<n Suivent toutes la méme loi
1-(1-0)"=0 siz<0

Fr(z)=¢1—(1—x)" si z €]0,1]
1-(1-1"=1 siz>1

On vérifie alors que pour tout réel z, la suite (F7, (x))n est convergente :
* Pour tout z <0: Fp(x)=0——0

n—+oo
* Pour tout z > 1: Fj (x)=1 —+>1
n—-+0o0o
x Pour tout z €]0;1[: 1 —x €]0;1[, donc Fj, (z)=1—(1—2)* ——1—-0=

n—-+4o0o

n—-+o00 1 Sll‘>0

La fonction limite est la fonction de répartition de la variable certaine égale a 0 : on en déduit que
la suite de variables aléatoires (I,,), converge en loi vers une telle variable certaine.

S
Bilan: VzeR, lim Fj (z)= {O 5o <

. La fonction suivante a été réécrite en langage Scilab pour correspondre au nouveau programme ; les
v.a.r. I et Y suivant la méme loi, il suffit de simuler I :

function y=simulation()
u = rand(); v = rand();
if (u<v) then

y =u
else
y=v
endfunction
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