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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

On se propose d'étudier la suite (un)n∈N dé�nie par la donnée de u0 = 0 et par la relation, valable pour

tout entier naturel n : un+1 =
u2
n + 1

2
.

1. a) On montre par ré
urren
e que pour tout entier naturel n : 0 6 un 6 1
︸ ︷︷ ︸

P(n)

.

I. L'énon
é donne u0 = 0 qui véri�e bien 0 6 u0 6 1.

H. Supposons la propriété vraie pour un 
ertain entier n ∈ N, et montrons qu'alors la propriété

est vraie au rang n+ 1 :

On sait par hypothèse de ré
urren
e que :

0 6un 6 1

⇐⇒ 0 6u2
n 6 1 par 
roissan
e de la fon
tion 
arré sur R

+

⇐⇒ 1 6u2
n + 1 6 2

⇐⇒
1

2
6
u2
n + 1

2
6 1


e qui donne bien : 0 <
1

2
6 un+1 6 1, don
 P(n+ 1) est vraie si P(n) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout entier n ∈ N, d'après

le prin
ipe de ré
urren
e.

b) Pour tout entier n ∈ N :

un+1 − un =
u2
n + 1

2
− un =

u2
n − 2un + 1

2
=

(un − 1)2

2
d'après l'identité remarquable 
lassique,


e qui permet dire
tement d'a�rmer que : ∀n ∈ N, un+1 − un > 0, et don
 que la suite (un) est

roissante.


) D'après les deux questions pré
édentes : la suite (un) est 
roissante et majorée par 1, elle est don



onvergente d'après le théorème de limite monotone, de limite ℓ ∈ [0, 1].

Par passage à la limite dans la relation de ré
urren
e : un+1 =
u2
n + 1

2
vraie pour tout n ∈ N, on

obtient :

ℓ =
ℓ2 + 1

2
⇐⇒ 2ℓ = ℓ2+1 ⇐⇒ ℓ2−2ℓ+1 = 0 ⇐⇒ (ℓ−1)2 = 0 ⇐⇒ ℓ−1 = 0 ⇐⇒ ℓ = 1

.
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2. a)1 fun
tion y = suite(n)

2 u=0

3 for i=1:n

4 u = (u^2+1)/2

5 end

6 y=u

7 endfun
tion

b)1 u = 0; n = 0;

2 while 1-u > 1e-3

3 u = (u^2+1)/2

4 n = n+1

5 end

6 disp(n)

3. Pour tout entier naturel n, on pose : vn = 1− un.

a) Pour tout entier naturel k :

vk − vk+1 = vk − (1− uk+1) = vk − 1 +
u2
k + 1

2
= vk − 1 +

(1− vk)
2 + 1

2

=
2vk − 2 + 1− 2vk + v2k + 1

2
=

v2k
2

b) Le télés
opage 
lassique donne :

n−1∑

k=0

(vk − vk+1) =

n−1∑

k=0

vk −

n−1∑

k=0

vk+1
[j=k+1]
=

n−1∑

k=0

vk −

n∑

j=1

vj = v0 − vn = (1− u0)− (1− un) = un.


) Il faut faire le lien entre les deux questions pré
édentes et voir que la somme pré
édente se réé
rit

aussi, d'après a) :

n−1∑

k=0

(vk − vk+1) =

n−1∑

k=0

v2k
2

=
1

2

n−1∑

k=0

v2k, don
 : ∀n ∈ N,

n−1∑

k=0

v2k = 2un+1

Comme lim
n→+∞

un+1 = ℓ = 1, on en déduit :

lim
n→+∞

n−1∑

k=0

v2k = 2 ⇐⇒

+∞∑

k=0

v2k = 2

Exer
i
e 2

1. On note B = (e1, e2, e3) la base 
anonique de R
3
, et on 
onsidère l'endomorphisme f de R

3
dont la

matri
e dans la base B est :

A =





2 1 2
−1 −1 −1
−1 0 −1





a) Le 
al
ul matri
iel donne : A2 = A×A =





1 1 1
0 0 0
−1 −1 −1



 6= 0, et A3 = 0.
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b) Un ve
teur de R
3
appartient au noyau de f si et seulement si la matri
e 
olonne X =





x
y
z




qui

le représente dans B véri�e :

AX = 0 ⇐⇒







2x + y + 2z = 0
−x − y − z = 0
−x − z = 0

⇐⇒







2x + y + 2z = 0
− y = 0 L2 ← 2L2 + L1

y = 0 L3 ← 2L3 + L1

⇐⇒

{

x = −z

y = 0
. Ainsi :Ker(f) =











−z
0
z



 | z ∈ R






=






z.





−1
0
1



 | z ∈ R






= Vect









−1
0
1








.

On a trouvé une famille génératri
e de Ker(f), 
onsituée d'un seul ve
teur non nul : 
'est aussi

une famille libre, don
 une base de Ker(f).
Puisque B = (e1, e2, e3), et par le
ture de la matri
e représentant f dans 
ette base :

Im(f) = Vect (f(e1), f(e2), f(e3)) = Vect









2
−1
−1



 ,





1
−1
0








; on a supprimé le troisième ve
teur

de la famille, 
ar il est égal au premier... Les deux ve
teurs restants forment en
ore une famille

génératri
e de Im(f), ils sont 
lairement non 
olinéaires don
 forment une famille libre, et ainsi

une base de l'image.


) L'endomorphisme f 2 = f ◦ f étant représenté par A2
, on a par la même méthode que pré
édem-

ment :

Im(f 2) = Vect(f 2(e1), f
2(e2), f

2(e3)) = Vect









1
0
−1







 = Vect









−1
0
1







 = Ker(f), 
ar on ne


hange pas l'espa
e ve
toriel engendré en multipliant le ve
teur par −1.

Dans la suite, on 
onsidère un endomorphisme g de R
3
tel que : g2 6= 0 et g3 = 0, 
e qui signi�e que

g ◦ g n'est pas l'endomorphisme nul, mais que g ◦ g ◦ g est l'endomorphisme nul.

En désignant par M la matri
e de g dans la base 
anonique B de R
3
, on a don
 :

M2 6= 0 et M3 = 0

2. a) La matri
e M est nilpotente, la relation M3 = 0 indique que P (X) = X3
est un polyn�me

annulateur de M . Par 
onséquent, les valeurs propres possibles de M se trouvent parmi les

ra
ines de P . Comme P a évidemment pour seule ra
ine 0 : 0 est bien la seule valeur propre

possible de M .

b) Il s'agit don
 de montrer i
i que 0 est bien valeur propre de M , 
'est-à-dire que M est non-

inversible.

Dans 
e 
as d'étude très 
lassique d'une matri
e nilpotente, on suppose que M est inversible.

Dans 
e 
as, la relation : M3 = 0 donne, par multipli
ation à gau
he par l'inverse :

M−1M3 = M−1.0 ⇐⇒ M2 = 0, 
e qui est bien sûr absurde au vu de l'énon
é !

Don
 : M n'est pas inversible, don
 0 est valeur propre de M et don
 de g, et 
'est la seule.


) En
ore un 
as d'é
ole : SI g était diagonalisable, sa matri
e M serait semblable à une matri
e

diagonale D : il existerait une matri
e inversible P telle que M = PDP−1
, où D a pour éléments

diagonaux les valeurs propres de M : 0 étant la seule valeur propre, D a une diagonale de zéros,

don
 est en fait nulle.

Mais dans 
e 
as : M = PDP−1 = P0P−1 = 0 : absurde ! (
ar dans 
e 
as M2 = 02 = 0).
Con
lusion : M et g ne sont pas diagonalisables.

3. a) Dire que g2 n'est pas l'endomorphisme nul, 
omme le fait l'énon
é, 
'est dire que g ◦ g n'attribue

pas à tous les ve
teurs de E, l'image unique 0 : il existe don
 bien au moins un ve
teur u de R
3

tel que g2(u) 6= 0.
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b) Montrons alors que la famille B′ = (u, g(u), g2(u)), dite des images itérées de u, est une base de

R
3
. C'est déjà une famille de trois ve
teurs dans un espa
e de dimension trois, don
 il su�t

par exemple, de prouver qu'elle est libre.

Soient don
 trois réels a, b, c tels que :

a.u+ b.g(u) + c.g2(u) = 0 (1)

L'idée i
i est d'utiliser la fait que g3 = 0 est, lui, l'endomorphisme nul.

Lorsqu'on applique l'endomorphisme g, on obtient :

g(a.u+ b.g(u) + c.g2(u)) = g(0) ⇐⇒ a.g(u) + b.g2(u) + c.g3(u) = 0 (2)

(par linéarité de g notamment). Si on applique une deuxième fois g, on obtient :

g(a.g(u) + b.g2(u)) = g(0) ⇐⇒ a.g2(u) + b.g3(u) = 0 (3)

Or puisque g2(u) 6= 0 d'après le 
hoix de u : la troisième relation donne a = 0

Par 
onséquent, (2) devient : b.g2(u) = 0 qui implique b = 0 pour la même raison.

Ainsi, (1) devient c.g2(u) = 0 qui implique une dernière fois c = 0.

La famille B′
est don
 libre, et 
'est �nalement une base de R

3
.


) La matri
e N de g dans 
ette base est alors simplissime, et le fait remarquable est que le rai-

sonnement pré
édent est valable en toute généralité, pour tout endomorphisme nilpotent d'indi
e

2 !

g(u) g(g(u)) g(g2(u))
( )0 0 0 u

1 0 0 g(u)
0 1 0 g2(u)

d) Comme B′
est une base de E, on peut dire
tement é
rire :

Im(g) = Vect
(
g(u), g(g(u)), g(g2(u))

)
= Vect

(
g(u), g2(u), g3(u)

)
= Vect

(
g(u), g2(u)

)

Comme

(
g(u), g2(u)

)
est une sous-famille de B′

, 
'est une famille libre ! Comme elle engendre

aussi Im(g), 
'est don
 une base de 
e sous-espa
e, et : dim Im(g) = 2.

Le théorème du rang donne alors la dimension du noyau de g :

dimKer(g) = dimR
3 − dim Im(g) = 3− 2 = 1.

Pour trouver une base de Ker(g), il su�t don
 de trouver un ve
teur non nul appartenant à 
e

noyau.

Le ve
teur g2(u) est tout à fait approprié, puisqu'il est non nul, et véri�e : g(g2(u)) = g3(u) = 0.
Ainsi :

Ker(g) = Vect(g2(u)).

Comme pré
édemment, en faisant appel à la base B′
:

Im(g2) = Vect(g2(u), g2(g(u)), g2(g2(u))) = Vect(g2(u), g3(u), g4(u)) = Vect(g2(u)) = Ker(g),

tout simplement ! C'est la relation qu'on 
her
hait à obtenir de façon générale i
i.
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Exer
i
e 3

1. Dans 
ette question, on suppose que n = 1 (l'urne 
ontient don
 une boule blan
he et 3 boules

noires) et on note X1 la variable aléatoire égale au nombre de boules blan
hes en
ore présentes dans

l'urne après la première épreuve et X2 la variable aléatoire égale au nombre de boules blan
hes en
ore

présentes dans l'urne après la deuxième épreuve.

a) Il est évident qu'à la �n de la première épreuve, l'urne est soit dans l'état 0 si on a tiré la seule

boule blan
he de l'urne, soit dans l'état 2 si on a tiré une boule noire :

X1(Ω) = {1, 3}, P (X1 = 0) =
1

4
et P (X1 = 2) =

3

4

b) De même, à la �n de la deuxième épreuve, l'urne a gagné ou perdu une boule blan
he à partir de

l'un des ses deux états pré
édents possibles, don
 X2(Ω) = {1, 3}.
La formule des probabilités totales appliquée ave
 le s.
.e. ([X1 = 0], [X1 = 2]), donne :

P (X2 = 1) = P (X1 = 0)× P[X1=0](X2 = 1) + P (X1 = 2)× P[X1=2](X2 = 1)

=
1

4
× 1 +

3

4
×

2

6
=

1

4
+

1

4
=

1

2

Puis : P (X2 = 3) = 1− P (X2 = 1) =
1

2
.


) Simulation informatique : il su�t de réaliser dans le 
ode 
i-dessous que le 
hoix d'une valeur

entière pour la variable tirage simule le tirage dans une urne selon son état ; la première fois, on


hoisit bien un numéro parmi quatre valeurs possibles, le fait que 
elle-
i soit égale à 1 est réalisé

ave
 la probabilité

1

4
, 
e qui 
orrespond au tirage d'une boule blan
he qui met l'urne à l'état 0.

Sinon, elle passe à l'état 2.

1 fun
tion y=simul()

2 tirage = grand(1,1,'uin',1,4)

3 if (tirage == 1) then

4 X1 = 0

5 else

6 X1 = 2

7 end

8 if (X1 == 0) then // si l'urne est dans l'état 0

9 X2 = 1 //au 
oup d'après elle est for
ément à l'état 1

10 else // sinon l'urne est dans l'état 2

11 tirage = grand(1,1,'uin',1,6) // tirage dans une urne à l'état 2

12 if tirage <= 2 then // 2 valeurs possibles sur 6

13 X2 = 1 // une boule blan
he et une noire sont retirées de

l'urne

14 else

15 X2 = 3

16 end

17 end

18 y=[X1,X2℄

19 endfun
tion

2. Le premier tirage donne bien sûr, soit une boule blan
he (événement B1, de probabilité
n

2n+ 2
ave


une urne initialement dans l'état n), soit une boule noire (événement N1, de probabilité

n + 2

2n+ 2
).
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La formule des probabilités totales donne, ave
 le s.
.e. (B1, N1) :

P (En) = P (B1)× PB1
(En) + P (N1)× PN1

(En)

où :

⋆ PB1
(En) est la probabilité que l'urne soit vidée au bout d'un nombre �ni de tirages, sa
hant que

le premier a donné une boule blan
he ; tout se passe don
 
omme si on 
her
hait à vider une urne

initialement dans l'état n− 1 au bout d'un nombre �ni de lan
ers.

C'est-à-dire : PB1
(En) = P (En−1).

⋆ Par un argument similaire, on a : PN1
(En) = P (En+1) 
ar après le tirage d'une boule noire, l'urne

est dans l'état n+ 1. On a bien :

en =
n

2n+ 2
en−1 +

n+ 2

2n+ 2
en+1

3. a) Montrons don
 par ré
urren
e la propriété : ”∀n ∈ N, en > en+1”.

I. On sait que e0 = 1 et que e1 = P (E1), don
 est une probabilité. L'inégalité : e1 6 e0 est don


immédiate.

H. Supposons la propriété vraie pour un 
ertain n ∈ N, et montrons qu'alors elle est vraie au

rang n + 1, soit : en+1 > en+2.
Il 
onvient i
i de reprendre la relation de la question pré
édente en pro
édant aux dé
alages

d'indi
es et transformations né
essaires pour isoler en+2 :

en+1 =
n+ 1

2(n+ 1) + 2
en +

n+ 3

2(n+ 1) + 2
en+2 ⇐⇒

n+ 3

2n+ 4
en+2 = en+1 −

n+ 1

2n+ 4
en

⇐⇒ en+2 =
2n+ 4

n + 3
en+1 −

n+ 1

n+ 3
en, où :

en > en+1 don
 −
n + 1

n + 3
en 6 −

n + 1

n + 3
en+1, soit :

en+2 6
2n + 4

n+ 3
en+1 −

n + 1

n + 3
en+1 =

2n+ 4− n− 1

n+ 3
en+1 = en+1.

C. La propriété est initialisée et héréditaire, elle est don
 vraie pour tout entier n ∈ N, d'après

le prin
ipe de ré
urren
e.

Remarque : On peut retrouver 
e résultat par un raisonnement dire
t de probabilités :

En e�et, l'événement En+1 est réalisé si et seulement si on parvient à vider de ses boules blan
hes,

une urne initialement dans l'état n+1, au bout d'un temps �ni. Il faut pour 
ela passer par l'état

n en un temps �ni, puis à partir de 
et état, vider l'urne de toutes ses boules blan
hes en un

temps �ni... don
 réaliser l'événement En.

C'est-à-dire qu'on peut é
rire que : la réalisation de En+1 implique 
elle de En, ou En+1 ⊂ En, 
e

qui donne bien : P (En+1) 6 P (En) en passant aux probabilités.

b) La suite (en)n∈N est dé
roissante, et minorée par 0 
ar il s'agit de probabilités ! Le théorème de

limite monotone assure don
 la 
onvergen
e de 
ette suite.

On admet dans la suite que lim
n→+∞

en = 0.

4. Pour tout entier naturel n, on pose un = (n+ 1)en.

a) Pour tout n ∈ N
∗
:

un+1 = (n + 2)en+1 = (2n+ 2)en − nen−1 = 2(n+ 1)en − nen−1 d'après la question 1.

un+1 = 2un − un−1

b) On re
onnaît (un) 
omme une suite ré
urrente linéaire d'ordre 2, d'équation 
ara
téristique :

x2 = 2x− 1 ⇐⇒ x2 − 2x+ 1 = 0 ⇐⇒ (x− 1)2 = 0 ⇐⇒ x = 1.
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La suite (un) a don
 la forme générale : ∀n ∈ N, un = (α + β.n).1n = α + β.n, 
e qui est bien

arithmétique... On 
on
lut en é
rivant la relation pour n = 0 et n = 1 :

u0 = α ⇐⇒ α = e0 = 1 et u1 = α+ β ⇐⇒ β = 2e1 − 1

et ainsi : ∀n ∈ N, un = 1 + (2e1 − 1).n.


) On 
on
lut don
 très simplement que :

∀n ∈ N, (n + 1)en = 1 + (2e1 − 1).n ⇐⇒ en = (2e1 − 1).
n

n+ 1
+

1

n+ 1
.

Il est alors temps d'utiliser l'information de l'énon
é qui est restée inemployée jusqu'i
i :

lim
n→+∞

en = 0. Ave
 l'expression pré
édente, on pouvait é
rire :

lim
n→+∞

n

n+ 1
= lim

n→+∞

1

1 + 1
n

= 1, d'où : lim
n→+∞

en = 2e1 − 1.

Par uni
ité de la limite d'une suite, on 
on
lut : 2e1 − 1 = 0 ⇐⇒ e1 =
1

2
, et don
 :

∀n ∈ N, en =
1

n+ 1
. Tout simplement...

PROBLÈME

1. On 
onsidère la fon
tion f dé�nie pour tout réel x par : f(x) =

{

1− |x| si x ∈ [−1; 1]

0 sinon

.

a)

∫ 1

0

f(x)dx =

∫ 1

0

(1− x)dx =

[

x−
x2

2

]1

0

=
1

2
.

Or il est évident que la fon
tion f est paire ! Pour tout réel x, en e�et :

⋆ Soit x ∈ [−1, 1], dans 
e 
as −x ∈ [−1, 1] et f(−x) = 1− | − x| = 1− |x| = f(x).

⋆ Soit x /∈ [−1, 1], dans 
e 
as −x /∈ [−1, 1] et f(−x) = 0 = f(x).

On en déduit sans 
al
ul :

∫ 0

−1

f(x)dx =

∫ 1

0

f(x)dx =
1

2
.

b) Il est toujours utile, si possible, de représenter graphiquement f pour faire apparaître ses 
ara
-

téristiques importantes !

0 1 2 3−1−2−3

0

1

−1

Il est alors 
lair que f est bien :
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⋆ 
ontinue sur R (elle l'est sur ] − ∞;−1[ et ]1; +∞[ 
omme fon
tion 
onstante, sur ] − 1; 1[

omme di�éren
e de fon
tions 
ontinues, et les limites en −1 et 1 
oïn
ident).

⋆ positive ou nulle sur R (∀x ∈ [−1, 1], 0 6 |x| 6 1 don
 1− |x| > 0).

⋆

∫ +∞

−∞

f(x)dx =

∫
−1

−∞

0f(x)dx+

∫ 0

−1

f(x)dx+

∫ 1

0

f(x)dx+

∫ +∞

1

f(x)dx = 0 +
1

2
+

1

2
+ 0.

Grâ
e à 
es trois propriétés, on peut 
on
lure que f est bien une densité de probabilité.

On 
onsidère dorénavant une variable aléatoire X , dé�nie sur un espa
e probabilisé (Ω,A, P ), et
admettant f 
omme densité.

2. a) La nullité de f en-dehors de l'intervalle [−1; 1] où elle est 
ontinue, assure l'absolue 
onvergen
e

de l'intégrale

∫ +∞

−∞

xf(x)dx =

∫ 1

−1

xf(x)dx, don
 X admet une espéran
e.

Comme de plus f est paire, la fon
tion x 7→ xf(x) est impaire et par 
onséquent :

E(X) =

∫ 1

−1

xf(x)dx = 0.

b) La v.a.r. X admet une varian
e si et seulement si elle admet un moment d'ordre 2.

D'après le théorème de transfert pour les v.a.r. à densité, 
'est le 
as si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

x2f(x)dx est absolument 
onvergente, 
e qui est bien le 
as toujours par
e que f est nulle

en-dehors de [−1; 1] et 
ontinue sur [−1; 1].

La fon
tion x 7→ x2f(x) est, 
ette fois, paire, don
 :

E(X2) =

∫ 1

−1

x2f(x)dx = 2

∫ 1

0

x2(1− x)dx = 2

[
x3

3
−

x4

4

]1

0

= 2.(
1

3
−

1

4
) =

2

12
=

1

6
.

On en déduit que X admet une varian
e donnée par la formule de Koenig-Huygens :

V (X) = E(X2)− E(X)2 =
1

6
.

3. L'allure de la représentation graphique de f in
ite e�e
tivement à distinguer quatre 
as pour le 
al
ul

de la fon
tion de répartition de X :

⋆ Pour tout réel x < −1 : FX(x) =

∫ x

−∞

f(t)dt =

∫ x

−∞

0 dt = 0.

⋆ Pour tout réel x ∈ [−1; 0] : FX(x) =

∫ x

−∞

f(t)dt =

∫
−1

−∞

0 dt+

∫ x

−1

(1 + t)dt

=

[

t+
t2

2

]x

−1

= x+
x2

2
− (−1 +

1

2
) =

x2

2
+ x+

1

2
.

⋆ Pour tout x ∈ [0; 1] : FX(x) =

∫ x

−∞

f(t)dt =

∫
−1

−∞

0 dt +

∫ 0

−1

(1 + t)dt +

∫ x

0

(1− t)dt

=

[

t+
t2

2

]0

−1

+

[

t−
t2

2

]x

0

= −(−1 +
1

2
) + x−

x2

2
= −

x2

2
+ x+

1

2
.

⋆ Pour tout x ∈ [1; +∞[: FX(x) =

∫ x

−∞

f(t)dt =

∫
−1

−∞

0 dt+

∫ 1

−1

f(t)dt+

∫ x

1

0 dt = 0+1+0 = 1.

4. On pose Y = |X| et on admet que Y est une variable aléatoire à densité, elle aussi dé�nie sur l'espa
e

probabilisé (Ω,A, P ). On note FY sa fon
tion de répartition.

a) La v.a.r. Y = |X| ne prend que des valeurs positives, don
 évidemment :

∀x < 0, FY (x) = P (Y 6 x) = 0.
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b) Pour tout réel x positif ou nul :

FY (x) = P (|X| 6 x) = P (−x 6 X 6 x) = FX(x)−FX(−x). Il reste alors deux 
as à distinguer :

⋆ Pour tout réel x ∈]0, 1], −x ∈ [−1, 0[ et FY (x) = −
x2

2
+ x+

1

2
− (

x2

2
− x+

1

2
) = 2x− x2

.

⋆ Pour tout réel x > 1, −x < −1 et FY (x) = 1− 0 = 1.

Bilan : FY (x) =







0 si x 6 0

2x− x2
si x ∈]0, 1]

1 si x > 1

.


) L'énon
é admettait déjà que Y est une variable à densité. Il était en fait assez fa
ile de véri�er

que FY est 
ontinue sur R, de 
lasse C1
sur R sauf peut-être en 0 et en 1. Une densité g de Y

est alors dé�nie par dérivation de FY sauf en 
es deux points, où on 
hoisit des valeurs positives

arbitraires, par exemple :

g(x) =

{

2− 2x = 2(1− x) si x ∈ [0, 1]

0 sinon

d) La v.a.r. Y admet une espéran
e si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

xg(x)dx est absolument


onvergente. C'est bien le 
as vu que g est nulle en-dehors de [0, 1], et 
ontinue sur 
et intervalle,
et :

E(Y ) =

∫ 1

0

(2x− 2x2)dx =

[

x2 −
2

3
x3

]1

0

= 1−
2

3
=

1

3
.

En remarquant que Y 2 = |X|2 = X2
, on en déduit dire
tement que Y admet, 
omme X , un

moment d'ordre 2 de même valeur : E(Y 2) =
1

6
.

On en déduit que Y admet une varian
e, selon la formule de Koenig-Huygens en
ore une fois :

V (Y ) = E(Y 2)− E(Y )2 =
1

6
−

1

9
=

1

18
.

5. On 
onsidère deux variables aléatoires U et V , elles aussi dé�nies sur (Ω,A, P ), indépendantes et

suivant toutes les deux la loi uniforme sur [0; 1].

On pose I = inf(U, V ), 
'est-à-dire que pour tout ω de Ω, on a I(ω) = min
(
U(ω), V (ω)

)
.

On admet que I est une variable aléatoire à densité,elle aussi dé�nie sur (Ω,A, P ), et on rappelle

que pour tout réel x, on a P (I > x) = P
(
[U > x] ∩ [V > x]

)
.

Pour �nir, on note FI la fon
tion de répartition de I.

a) Pour tout réel x :

FI(x) = P (I 6 x) = 1− P (I > x) = 1− P
(
[U > x] ∩ [V > x]

)

= 1− P (U > x)× P (V > x) 
ar U et V sont indépendantes

= 1−
(
1− FU(x)

)2

ar U et V suivent la même loi U([0, 1])

FI(x) =







1− (1− 0)2 = 0 si x < 0

1− (1− x)2 = 2x− x2
si x ∈ [0, 1]

1− (1− 1)2 = 1 si x > 1

b) Les variables aléatoires Y et I suivent bien la même loi 
ar elles ont la même fon
tion de répar-

tition.

6. On 
onsidère plus généralement n variables aléatoires X1, X2, . . . , Xn (n > 2), toutes dé�nies sur

(Ω,A, P ), indépendantes et suivant la loi uniforme sur [0; 1]. On pose In = inf(X1, X2, . . . , Xn).
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On 
al
ule la fon
tion de répartition de In suivant le même modèle qu'à la question pré
édente, à

partir de l'égalité d'événements : ∀x ∈ R, [In > x] = [X1 > x] ∩ [X2 > x] ∩ . . . ∩ [Xn > x].

Pour tout réel x :

FIn(x) = P (In 6 x) = 1− P (In > x) = 1− P
(
[X1 > x] ∩ [X2 > x] ∩ . . . ∩ [Xn > x]

)

= 1−
n∏

k=1

P (Ik > x) par indépendan
e mutuelle des (Ik)16k6n

= 1−
(
P (I1 > x)

)n
= 1−

(
1− FI1(x)

)n

ar les (Ik)16k6n suivent toutes la même loi

FIn(x) =







1− (1− 0)n = 0 si x 6 0

1− (1− x)n si x ∈]0, 1[

1− (1− 1)n = 1 si x > 1

On véri�e alors que pour tout réel x, la suite

(
FIn(x)

)

n
est 
onvergente :

⋆ Pour tout x 6 0 : FIn(x) = 0 −−−−→
n→+∞

0

⋆ Pour tout x > 1 : FIn(x) = 1 −−−−→
n→+∞

1

⋆ Pour tout x ∈]0; 1[: 1− x ∈]0; 1[, don
 FIn(x) = 1− (1− x)n −−−−→
n→+∞

1− 0 = 1

Bilan : ∀x ∈ R, lim
n→+∞

FIn(x) =

{

0 si x 6 0

1 si x > 0
.

La fon
tion limite est la fon
tion de répartition de la variable 
ertaine égale à 0 : on en déduit que

la suite de variables aléatoires (In)n 
onverge en loi vers une telle variable 
ertaine.

7. La fon
tion suivante a été réé
rite en langage S
ilab pour 
orrespondre au nouveau programme ; les

v.a.r. I et Y suivant la même loi, il su�t de simuler I :

1 fun
tion y=simulation()

2 u = rand(); v = rand();

3 if (u<v) then

4 y = u

5 else

6 y = v

7 endfun
tion
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