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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

On 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur R
+
par : f(x) =

2

x2

∫ x

0

t

et + 1
dt si x > 0 et f(0) =

1

2
.

1. a) Simple travail sur les inégalités i
i, en 
itant bien les propriétés des fon
tions :

∀x > 0, ∀t ∈ [0, x] : 0 6 t 6 x, don
 par 
roissan
e de l'exponentielle sur R :

e0 = 1 6 et 6 ex ⇐⇒ 2 6 et + 1 6 ex + 1, et par inverse (réels stri
tement positifs) :

∀x > 0, ∀t ∈ [0, x],
1

2
>

1

et + 1
>

1

ex + 1
.

b) Il su�t de multiplier les membres de l'inégalité pré
édente par t > 0 pour obtenir :

∀x > 0, ∀t ∈ [0, x],
t

ex + 1
6

t

et + 1
6

t

2

Les fon
tions 
on
ernées sont bien 
ontinues selon la variable t, et 0 < x (bornes dans l'ordre


roissant), don
 par 
roissan
e de l'intégrale :

∫ x

0

t

ex + 1
dt 6

∫ x

0

t

et + 1
dt 6

∫ x

0

t

2
dt

⇐⇒
1

ex + 1
.

[
t2

2

]x

0

6

∫ x

0

t

et + 1
dt 6

1

2
.

[
t2

2

]x

0

⇐⇒
1

ex + 1
.
x2

2
6

∫ x

0

t

et + 1
dt 6

1

2
.
x2

2
⇐⇒

1

ex + 1
6 f(x) 6

1

2

En divisant le tout par

x2

2
> 0.


) On véri�e la 
ontinuité de f en 0 (à droite) en montrant que : lim
x→0+

f(x) = f(0).

I
i f(0) =
1

2
d'après l'énon
é, et : lim

x→0+

1

ex + 1
=

1

e0 + 1
=

1

2
,

don
 : lim
x→0+

f(x) =
1

2
d'après le théorème d'en
adrement. C'est bien la valeur de f(0), don
 f

est 
ontinue en 0.

2. a) Pour répondre au mieux à 
ette question, et vu que f est une fon
tion dé�nie par une intégrale,

on introduit une primitive théorique H de la fon
tion h : t 7→
t

et + 1
, bien dé�nie et 
ontinue sur

R, 
e qui assure que H est elle-même de 
lasse C1
sur R.

On peut même 
hoisir H 
omme la primitive de h qui s'annule en 0, et on a alors :
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∀x > 0, f(x) =
2

x2
.H(x), et f est don
 de 
lasse C1

sur ]0; +∞[ 
omme produit de fon
tions

de 
lasse C1
. On peut ainsi é
rire :

∀x > 0, f ′(x) = 2.(−
2x

x4
).H(x) +

2

x2
.H ′(x)

= −
4

x3
.H(x) +

2

x2
.

x

ex + 1
= −

4

x3
.

[

H(x)−
x2

2(ex + 1)

]

︸ ︷︷ ︸

=g(x)

b) La fon
tion g est, elle aussi, de 
lasse C1
sur ]0; +∞[, ave
 :

∀x > 0, g′(x) = H ′(x)−
2x.2(ex + 1)− x2.2ex

4(ex + 1)2
=

x

ex + 1
−

2xex + 2x− x2ex

2(ex + 1)2

=
2x(ex + 1)− 2xex − 2x+ x2ex

2(ex + 1)2
=

x2ex

2(ex + 1)2
> 0

La fon
tion g est don
 stri
tement 
roissante sur ]0; +∞[.

Par 
onséquent : ∀x > 0, g(x) > lim
x→0+

g(x) = H(0)− 0 = 0 vu le 
hoix de H , et don
 :

∀x > 0, g(x) > 0

On en déduit : ∀x > 0, f ′(x) = −
4

x3
.g(x) < 0, 
'est-à-dire que la fon
tion f est stri
tement

dé
roissante sur ]0; +∞[, et même sur R
+
puisqu'elle est 
ontinue en 0.

3. a) L'inégalité : et > t + 1 pour tout réel t, positif se démontre, par exemple, par un argument de


onvexité ; exp est en e�et 
onvexe sur R, don
 sa 
ourbe se situe entièrement au-dessus de sa

tangente en 0, qui a pour équation : y = x+ 1.

Ainsi : ∀t > 0, et > t+ 1, don
 : et + 1 > t + 2 > t, soit : ∀t > 0,
t

et + 1
6 1.

b) Par 
roissan
e de l'intégrale une fois de plus (les 
onditions d'utilisation sont toujours réunies :

fon
tions 
ontinues sur R
+
, 0 < x) :

∀x > 0,

∫ x

0

t

et + 1
dt 6

∫ x

0

1dt = x ⇐⇒ ∀x > 0, f(x) =
2

x2

∫ x

0

t

et + 1
dt 6

2

x

On peut alors invoquer la positivité de l'intégrale pour é
rire : ∀x > 0, 0 6 f(x) 6
2

x
,

ou reprendre le résultat de 1.b) qui donne : ∀x > 0,
1

ex + 1
6 f(x) 6

2

x
;

dans les deux 
as, le théorème d'en
adrement donne : lim
x→+∞

f(x) = 0.

Exer
i
e 2

On désigne par E l'espa
e ve
toriel des fon
tions polyn�miales de degré inférieur ou égal à 2 et on nte

B la base (e0, e1, e2) de E où pour tout réel x, on a : e0(x) = 1, e1(x) = x et e2(x) = x2
.

On 
onsidère l'appli
ation, notée f , qui à toute fon
tion polyn�miale P appartenant à E, asso
ie la

fon
tion polyn�miale f(P ) dé�nie par :

∀x ∈ R,
(
f(P )

)
(x) = 2xP (x)− (x2 − 1)P ′(x).
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1. a) Montrons que f est une appli
ation linéaire : pour tous polyn�mes P,Q de E, et tout réel λ,

f(λ.P +Q)(x) = 2x.(λ.P (x) +Q(x))− (x2 − 1).(λ.P +Q)′(x)

= λ.2xP (x) + 2xQ(x)− (x2 − 1).(λ.P ′(x) +Q′(x)) par linéarité de la dérivation

= λ.(2xP (x)− (x2 − 1).P ′(x)) + (2xQ(x)− (x2 − 1).Q′(x))

Soit : ∀(P,Q) ∈ E2, ∀λ ∈ R, f(λ.P +Q) = λ.f(P ) + f(Q), et f est bien linéaire.

b) Tout polyn�me P de E s'é
rit en e�et sous la forme : P (x) = a+ bx+ cx2
, don
 :

f(P )(x) = 2x.(a + bx+ cx2)− (x2 − 1).(b+ 2cx) = 2ax+ 2bx2 + 2cx3 − bx2 + b− 2cx3 + 2cx

= b+ 2(a+ c)x+ bx2

Il est don
 
lair que : pour tout polyn�me P de E, f(P ) appartient en
ore à E (polyn�me de

degré inférieur ou égal à 2). L'appli
ation linéaire f est don
 bien un endomorphisme de E.


) D'après la formule pré
édente :

f(e0)(x) = 2x = 2e1(x) (a = 1, b = c = 0) don
 f(e0) = 2e1

f(e1)(x) = 1 + x2 = e0(x) + e2(x) (a = c = 0, b = 1) don
 f(e1) = e0 + e2

f(e2)(x) = 2x = 2e1(x) (a = b = 0, c = 1) don
 f(e2) = 2e1

On en déduit que : A = MatB(f) =





0 1 0
2 0 2
0 1 0




.

2. a) D'après la propriété du 
ours, puisque B = (e0, e1, e2) est une base de E :

Im(f) = Vect
(
f(e0), f(e1), f(e2)

)
= Vect(2e1, e0 + e2, 2e1) = Vect(e1, e0e2)

On a supprimé de la famille génératri
e l'un des deux ve
teurs 2e1 redondant, et on sait qu'on ne


hange pas le sous-espa
e engendré en prenant e1 au lieu de 2e1.

On a ainsi obtenu une famille génératri
e de Im(f), 
onstituée de deux ve
teurs non 
olinéaires ;

on peut aussi dire que e1 : x 7→ x et e0+e2 : x 7→ 1+x2
sont deux polyn�mes de degrés distin
ts,


e qui fait de (e1, e0 + e2) une famille libre, don
 une base de Im(f).

b) Le théorème du rang donne, d'après 
e qui pré
ède :

dimKer(f) + dim Im(f) = dimE ⇐⇒ dimKer(f) = 3− 2 = 1

Il su�t don
 de trouver une famille d'un seul ve
teur non nul appartenant à Ker(f), qui 
onstitue
alors une base du noyau.

On remarque pour 
ela que : f(e0) = f(e2) ⇐⇒ f(e2)− f(e0) = 0E ⇐⇒ f(e2 − e0) = 0E par

linéarité de f .

Le polyn�me e2 − e0 : x 7→ x2 − 1, est bien un ve
teur non nul de Ker(f), don
 (e2 − e0) est une
base de Ker(f).

3. a) Un réel λ est valeur propre de A, et don
 de f , si et seulement si A− λ.I3 est non inversible. On

é
helonne 
ette matri
e grâ
e à la méthode du pivot de Gauss :

A− λ.I3 =





−λ 1 0
2 −λ 2
0 1 −λ



 −−−−→
L1↔L2





2 −λ 2
−λ 1 0
0 1 −λ



 −−−−−−−−→
L2←2L2+λL1





2 −λ 2
0 2− λ2 2λ
0 1 −λ





−−−−→
L2↔L3





2 −λ 2
0 1 −λ

0 2− λ2 2λ



 −−−−−−−−−−→
L3←L3−(2−λ2)L2





2 −λ 2
0 1 −λ

0 0 Q(λ)




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où : Q(λ) = 2λ+ λ(2− λ2) = λ(4− λ2) = λ(2− λ)(2 + λ).

La matri
e é
helonnée est non-inversible si et seulement si Q(λ) = 0. On en déduit que :

Sp(A) = {−2, 0, 2} = Sp(f)

b) La matri
e A est 
arrée d'ordre 3, et possède trois valeurs propres distin
tes : d'après le 
ours,


'est une 
ondition su�sante qui fait de f un endomorphisme diagonalisable, dont les trois sous-

espa
es propres sont par ailleurs de dimension 1.

Il su�t don
 de trouver un ve
teur propre (par dé�nition non-nul) pour 
ha
unne des valeurs

propres, pour obtenir une base de 
haque sous-espa
e propre.

� Pour λ = 0 : on sait que le sous-espa
e propre asso
ié à la valeur propre 0 est en fait Ker(f),
dont on 
onnaît déjà la base (e2 − e0).

⋆ Pour λ = 2 : on 
her
he trois réels a, b, c tels que

f(P ) = 2P ⇐⇒ b+ 2(a+ c)x+ bx2 = 2(a+ bx+ cx2) ⇐⇒







b = 2a

2(a+ c) = 2b

b = 2c

⇐⇒ b = 2a = 2c

On véri�e ave
 a = c = 1 et b = 2 que :

f(e0 + 2e1 + e2) = f(e0) + 2f(e1) + f(e2) = 2e1 + 2(e0 + e2) + 2e1 = 2(e0 + 2e1 + e2),

don
 E2(f) = Vect(e0 + 2e1 + e2).

� Pour λ = −2 : on 
her
he trois réels a, b, c tels que

f(P ) = −2P ⇐⇒ b+2(a+c)x+bx2 = −2(a+bx+cx2) ⇐⇒







b = −2a

2(a+ c) = −2b

b = −2c

⇐⇒ b = −2a = −2c

On véri�e ave
 a = c = 1 et b = −2 que :

f(e0 − 2e1 + e2) = f(e0)− 2f(e1) + f(e2) = 2e1 − 2(e0 + e2) + 2e1 = −2(e0 − 2e1 + e2),

don
 : E−2(f) = Vect(e0 − 2e1 + e2)


) Tout ve
teur v de E2(f) véri�e : f(v) = 2v ⇐⇒ v = f(1
2
.v), don
 v ∈ Im(f),

et : E2(f) ⊂ Im(f).

De même, tout ve
teur de E−2(f) véri�e : f(v) = −2v ⇐⇒ v = f(−1
2
.v), don
 v ∈ Im(f),

et : E−2(f) ⊂ Im(f).

Exer
i
e 3

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal à 2. On dispose de n urnes, numérotées de 1 à n,


ontenant 
ha
une n boules. On répète n épreuves, 
ha
une 
onsistant à 
hoisir une urne au hasard et

à en extraire une boule au hasard. On suppose que les 
hoix des urnes sont indépendants les uns des

autres.

Pour tout i de {1, 2, . . . , n}, on note Xi la variable aléatoire prenant la valeur 1 si l'urne numérotée i


ontient toujours n boules au bout de 
es n épreuves, et qui prend la valeur 0 sinon.
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1. a) Pour tout i et pour tout k, éléments de {1, 2, . . . , n} on note Ui,k l'événement � l'urne numéro i

est 
hoisie à la k-ième épreuve �.

L'événement [Xi = 1] est réalisé si et seulement si l'urne numéro i n'a jamais été 
hoisie en n

épreuves, don
 :

[Xi = 1] = Ui,1 ∩ Ui,2 ∩ . . . ∩ Ui,n

Par indépendan
e mutuelle des épreuves, on en déduit :

∀i ∈ J1, nK, P (Xi = 1) =
n∏

k=1

P (Ui,k) =

(

1−
1

n

)n

b) De la même façon, pour tous entiers distin
ts i et j éléments de J1, nK :

[Xi = 1] ∩ [Xj = 1] =

n⋂

k=1

(Ui,k ∩ Uj,k)

où : P (Ui,k ∩ Uj,k) = 1 −
2

n
puisqu'il s'agit de ne 
hoisir ni l'urne i, ni l'urne j. Toujours par

indépendan
e mutuelle des épreuves :

P ([Xi = 1] ∩ [Xj = 1]) =

n∏

k=1

P (Ui,k ∩ Uj,k) =

(

1−
2

n

)n


)

(

1−
1

n

)2

= 1 −
2

n
+

1

n2
> 1 −

2

n
, don


(

1−
1

n

)2n

>

(

1−
2

n

)n

par stri
te 
roissan
e de la

fon
tion puissan
e n-ième sur R
+
, et don
 :

Si i 6= j, P ([Xi = 1] ∩ [Xj = 1]) 6= P (Xi = 1) × P (Xj = 1), 
e qui prouve que les variables

aléatoire Xi et Xj ne sont pas indépendantes.

(C'est logique : si on sait que l'urne i n'a jamais été 
hoisie, 
ela augmente la probabilité l'urne

j l'ait été, et diminue don
 la probabilité de [Xj = 1]).

2. On pose Yn =
n∑

i=1

Xi.

a) Cha
une des variables Xi, de Bernoulli, admet une espéran
e, don
 par linéarité de l'espéran
e,

E(Yn) existe et vaut :

E(Yn) =
n∑

i=1

E(Xi) =
n∑

i=1

(

1−
1

n

)n

= n.

(

1−
1

n

)n

b) Pour tout n ∈ N
∗ :

E(Yn)

n
=

(

1−
1

n

)n

= en ln(1− 1

n
)
.

Comme lim
n→+∞

−
1

n
= 0 : ln

(

1−
1

n

)

∼
n→+∞

−
1

n
, don
 n ln

(

1−
1

n

)

∼
n→+∞

−1, 
'est-à-dire :

lim
n→+∞

n ln

(

1−
1

n

)

= −1.

Par 
ontinuité de l'expoentielle sur R, on en déduit que : lim
n→+∞

(

1−
1

n

)n

= e−1.

On en déduit l'équivalent : E(Yn) ∼
n→+∞

n.e−1.

3.

4. Pour tout i de {1, 2, . . . , n}, on note Ni la variable aléatoire égale au nombre de boules manquantes

dans l'urne numérotée i à la �n de 
es n épreuves.
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a) La variable aléatoire Ni 
ompte don
 le nombre de fois où l'urne i a été 
hoisie pour en retirer

une boule, 
e qui peut être assimilé au su

ès d'une épreuve de Bernoulli répétée n fois de façon

indépendante. La variable Ni suit don
 la loi binomiale de paramètres (n,
1

n
) :

Ni(Ω) = J0, nK, ∀k ∈ J0, nK, P (Ni = k) =

(
n

k

)(
1

n

)k (

1−
1

n

)n−k

, E(Ni) = n×
1

n
= 1

b) Pour tout ω ∈ Ω : Xi(ω) ne prend que deux valeurs, et :

� Si Xi(ω) = 0, alors Ni(ω) > 1 (l'urne i a été 
hoisie au moins une fois), et Xi(ω)×Ni(ω) = 0.

� Sinon Xi(ω) = 1, 
e qui signi�e que l'urne i n'a jamais été 
hoisie en n épreuves, et alors

Ni(ω) = 0 ; ainsi, Xi(ω)×Ni(ω) = 0

Ainsi : ∀ω ∈ Ω, Xi(ω)×Ni(ω) = 0, et la variable produit XiNi est nulle.


) Les variables Xi et Ni sont évidemment non indépendantes : d'après 
e qui pré
ède,

[Xi = 0]∩[Ni = 0] = ∅ et P ([Xi = 0]∩[Ni = 0]) = 0, 
ar 
es deux événements sont in
ompatibles.

Pourtant, P (Xi = 0)× P (Ni = 0) =
(

1−

(

1−
1

n

)n )

×

(

1−
1

n

)n

6= 0.

5. Le programme suivant simule l'expérien
e et 
al
ule X1 et N1 : X1 prend la valeur 0 dès que l'urne

1 est 
hoisie (la variable hasard 
orrespond au 
hoix du numéro), et à 
haque fois que l'urne 1 est


hoisie, la valeur de N1 augemente d'une unité :

1 n = input("Donnez un entier naturel supérieur ou égal à 2 : ")

2 n1 = 0; x1 = 1;

3 for k=1:n do

4 hasard = grand(1,1,'uin',1,n)

5 if (hasard == 1) then

6 x1 = 0;

7 n1 = n1+1;

8 end

9 end

10 disp([x1,n1℄)

PROBLÈME

Partie 1 : expression de la fon
tion de répartition de Z en fon
tion de 
elle de X

1. La fon
tion de répartition F d'une variable aléatoire suivant une loi uniforme à densité sur [a, b]
(ave
 a < b) est dé�nie par :

∀x ∈ R, F (x) =







0 si x < a

x− a

b− a
si a 6 x 6 b

1 si x > b

La fon
tion de répartition G d'une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramètre λ

(ave
 λ > 0) est dé�nie par :

∀x ∈ R, G(x) =

{

0 si x < 0

1− e−λx si x > 0
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2. Soit x un réel quel
onque ; on 
al
ule la probabilité P (Z 6 x) ave
 la formule des probabilités totales,

et le système 
omplet d'événements

(
[Y = 1], [Y = −1]

)
:

∀x ∈ R, FZ(x) = P (Z 6 x) = P (XY 6 x)

= P (Y = −1)× P[Y=−1](XY 6 x) + P (Y = 1)× P[Y=1](XY 6 x)

=
1

2
× P (−X 6 x) +

1

2
P (X 6 x) =

1

2

(
P (X > −x) + P (X 6 x)

)

=
1

2

(
1− FX(−x) + FX(x)

)

ar X est à densité

Partie 2 : étude de quelques exemples

1. On suppose que la loi de X est la loi normale 
entrée réduite. On rappelle i
i que la fon
tion de

répartition de X , notée alors Φ, véri�e la propriété fondamentale :

∀x ∈ R, Φ(−x) = 1− Φ(x)

Alors, pour tout réel x :

FZ(x) =
1

2

(
Φ(x)− Φ(−x) + 1

)
=

1

2

(
Φ(x)− 1 + Φ(x) + 1

)
= Φ(x)


e qui prouve que Z = XY suit en
ore la loi normale 
entrée réduite.

2. On suppose que la loi de X est la loi uniforme sur [0, 1].

a) Le rappel de 
ours sur la fon
tion de répartition de la loi uniforme permet d'é
rire :

∀x ∈ R, FX(−x) =







0 si − x 6 0 ⇐⇒ x > 0

−x si 0 6 −x 6 1 ⇐⇒ −1 6 x 6 0

1 si − x > 1 ⇐⇒ x 6 −1

b) Ainsi, pour tout réel x, et d'après la relation obtenue à la �n de la partie 1 :

FZ(x) =
1

2

(
FX(x)− FX(−x) + 1

)
=







1

2
(0− 1 + 1) = 0 si x 6 −1

1

2
(0− (−x) + 1) =

x+ 1

2
si − 1 6 x 6 0

1

2
(x− 0 + 1) =

x+ 1

2
si 0 6 x 6 1

1

2
(1− 0 + 1) = 1 si x > 1

La fon
tion de répartition FZ : x 7→







0 si x 6 1

x+ 1

2
=

x− (−1)

1− (−1)
si − 1 6 x 6 1

1 si x > 1


orrespond à 
elle d'une loi uniforme à densité sur [−1, 1], qui est don
 la loi suivie par Z.

Partie 3 : étude du 
as où la loi de X est la loi exponentielle de paramètre 1

1. a) La relation �nale de la partie 1 donne, lorsque X →֒ E(1) :

∀x ∈ R, FZ(x) =
1

2

(
FX(x)−FX(−x)+1

)
=







1

2

(
1− e−x − 0 + 1

)
= 1−

1

2
e−x si x > 0 
ar alors − x 6 0

1

2
(0− (1− ex) + 1) =

1

2
ex si x < 0 
ar alors − x > 0
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b) La fon
tion de répartition de Z est i
i de 
lasse C1
, don
 
ontinue sur 
ha
un des intervalles

]−∞, 0[ et ]0,+∞[. Comme de plus :

lim
x→0+

FZ(x) = lim
x→0+

1−
1

2
e−x = 1−

1

2
=

1

2
= FZ(0), et lim

x→0−
FZ(x) = lim

x→0−

1

2
ex =

1

2
,

alors FZ est aussi 
ontinue en 0.

Ainsi, FZ est 
ontinue sur tout R et de 
lasse C1
sur R sauf peut-être en 0 : Z est bien une variable

à densité.


) On obtient une densité fZ de Z par dérivation de FZ , sauf en 0 où on 
hoisira une valeur arbitraire

positive, adaptée au résultat demandé :

∀x ∈]−∞, 0[, fZ(x) =
1

2
ex =

1

2
e−|x|, ∀x ∈]0,+∞[, fZ(x) = (−

1

2
).(−e−x) =

1

2
e−x =

1

2
e−|x|

et on pose : fZ(0) =
1

2
=

1

2
e−|0|. Une densité de Z est bien dé�nie sur R par :

∀x ∈ R, fZ(x) =
1

2
e−|x|.

NDLR : 
ette loi 
lassique est appelée loi de Lapla
e.

2. a) L'intégrale

∫ +∞

0

xe−xdx 
orrespond à l'espéran
e de la variable aléatoire X qui suit la loi expo-

nentielle de paramètre 1, don
 :

∫ +∞

0

xe−xdx = 1

b) La parité de la fon
tion valeur absolue implique bien 
elle de fZ :

∀xinR, fZ(−x) =
1

2
e−|−x| =

1

2
e−|x| = fZ(x)

La variable aléatoire fZ admet une espéran
e si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

xfZ(x)dx est

absolument 
onvergente. Comme fZ est paire, alors la fon
tion g : x 7→ xfZ(x) est impaire ;

en e�et : ∀x ∈ R, g(−x) = −x.fZ(−x) = −x.fZ(x) = −g(x).

De la sorte, la 
onvergen
e absolue de l'intégrale pré
édente est subordonnée à 
elle de

∫ +∞

0

x.fZ(x)dx =
1

2

∫ +∞

0

xe−xdx, qui est bien 
onvergente.

On en déduit que Z admet une espéran
e, et que : E(Z) = 0.

3. a) Tout 
omme pré
édemment : l'intégrale

∫ +∞

0

x2e−xdx 
orrespond, d'après le théorème de trans-

fert, au moment d'ordre 2 de X , dont on retrouve la valeur grâ
e à la formule de Koenig-Huygens

et les valeurs 
onnues de E(X) et V (X) :

∫ +∞

0

x2e−xdx = E(X2) = V (X) + E(X)2 = 1 + 1 = 2

La variable aléatoire Z admet alors un moment d'ordre 2 E(Z2) si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

x2.fZ(x)dx est absolument 
onvergente.

Comme la fon
tion x 7→ x2.fZ(x) est à nouveau paire et positive, il su�t de prouver la 
onvergen
e

de l'intégrale

∫ +∞

0

x2.fZ(x)dx =
1

2

∫ +∞

0

x2e−xdx, qui est bien 
onvergente et vaut

1

2
× 2 = 1

d'après 
e qui pré
ède.
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Par 
onséquent, la variable aléatoire Z admet un moment d'ordre 2, qui vaut :

E(Z2) =

∫ +∞

−∞

x2.fZ(x)dx = 2

∫ +∞

0

x2.fZ(x)dx = 2

don
 Z admet une varian
e donnée par la formule de Koenig-Huygens :

V (Z) = E(Z2)− E(Z)2 = 2− 0 = 2

b) Puisque Z = XY , alors Z2 = X2Y 2
, où puisque Y ne prend que les valeurs −1 et 1 : Y 2

est la

variable 
ertaine égale à 1.

Ainsi : Z2 = X2
, 
e qui redonne : E(Z2) = E(X2) = 2, et V (X) = 2.

4. Soient U et V des variables aléatoires suivant respe
tivement la loi de Bernoulli de paramètre

1

2
et

la loi uniforme sur [0, 1[.

a) On pose Q = − ln(1− V ) et on admet que Q est une variable aléatoire : pour tout réel x :

FQ(x) = P (Q 6 x) = P
(
− ln(1− V ) 6 x

)
= P

(
ln(1− V ) > −x

)

= P (1− V > e−x) par stri
te 
roissan
e et 
ontinuité de exp sur R

= P (V 6 1− e−x) = FV (1− e−x)

Or pour tout x réel : 1 − e−x < 1, il reste don
 à distinguer deux 
as pour pouvoir utiliser la

fon
tion de répartition FV de la loi uniforme sur [0, 1[ :

⋆ 1− e−x 6 0 ⇐⇒ e−x > 1 ⇐⇒ −x > 0 ⇐⇒ x 6 0, don
 :

pour tout x ∈]−∞, 0], FQ(x) = FV (1− e−x) = 0

⋆ 0 6 1− e−x < 1 ⇐⇒ 0 < e−x < 1 ⇐⇒ x > 0, don
 :

pour tout x ∈]0,+∞[, FQ(x) = FV (1− e−x) = 1− e−x

Bilan : ∀x ∈ R, FQ(x) =







0 si x 6 0

1− e−x si x > 0
; on re
onnaît la fon
tion de répartition de la loi

exponentielle de paramètre 1, loi que suit don
 la variable aléatoire Q.

b) On pose R = 2U − 1 et on admet que R est une variable aléatoire. Comme les valeurs possibles

de U sont 0 et 1, alors les valeurs possibles de R sont 2× 0− 1 = −1 et 2× 1− 1 = 1, ave
 :

P (R = −1) = P (U = 0) =
1

2
et P (R = 1) = P (U = 1) =

1

2


) Informatique. Les deux questions pré
édentes permettent de 
al
uler une simulation des variables

aléatoires Q et R à partir de 
elles des variables aléatoires U et V qui suivent des lois 
onnues.

On en déduit une simulation de Z par le simple produit de Q et R, qui suivent respe
tivement

les mêmes lois que X et Y :

1 fun
tion res = z()

2 U = grand(1,1,'bin',1,1/2)

3 V = grand(1,1,'unf',0,1)

4 Q = -log(1-V)

5 R = 2*U-1

6 res = Q*R

7 endfun
tion
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