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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

Pour toute matri
e M élément de M2(R), on note

tM la matri
e transposée de M , dé�nie de la façon

suivante : si M =

(
a b
c d

)

, alors

tM =

(
a c
b d

)

.

On pose E1 =

(
1 0
0 0

)

, E2 =

(
0 1
0 0

)

, E3 =

(
0 0
1 0

)

et E4 =

(
0 0
0 1

)

.

On rappelle que B = (E1, E2, E3, E4) est une base de M2(R).

On note ϕ l'appli
ation qui à toute matri
e M de M2(R) asso
ie ϕ(M) = M + tM .

1. a) Notons d'emblée que : pour toute matri
e M de M2(R),
tM appartient en
ore à M2(R), don


ϕ(M) = M + tM ∈ M2(R) 
omme somme de deux matri
es de 
e format.

Pour toutes matri
es M, N de M2(R), et pour tout réel λ :

ϕ(M + λ.N) = (M + λ.N) + t(M + λ.N)

= M + λ.N + tM + λ. tN par linéarité de la transposée

= (M + tM) + λ.(N + tN) = ϕ(M) + λ.ϕ(N)

Don
 ϕ est bien une appli
ation linéaire, et 
'est un endomorphisme de M2(R).

b) On 
al
ule les images des quatres ve
teurs de la base 
anonique B de M2(R) :

� ϕ(E1) = E1 +
tE1 = 2E1 (E1 est symétrique)

� ϕ(E2) = E2 +
tE2 =

(
0 1
0 0

)

+

(
0 0
1 0

)

= E2 + E3

� ϕ(E3) = E3 +
tE3 = E2 + E3

� ϕ(E4) = E4 +
tE4 = 2E4

D'où :

A = MatB(ϕ) =

ϕ(E1) ϕ(E2) ϕ(E3) ϕ(E4)










2 0 0 0 E1

0 1 1 0 E2

0 1 1 0 E3

0 0 0 2 E4


) La matri
e A représentant ϕ est symétrique réelle : le théorème admis du 
ours permet d'af-

�rmer dire
tement que A est diagonalisable.

Cette matri
e possède également 2 lignes égales, et à 
e titre est non-inversible : 
ela implique

que l'endomorphisme asso
ié ϕ est non-bije
tif.
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2. Le 
al
ul matri
iel donne : A2 =







4 0 0 0
0 2 2 0
0 2 2 0
0 0 0 4






, et on remarque ainsi que A2 = 2.A.

Mais alors : A3 = A× A2 = A× 2.A = 2A2 = 2× 2.A = 4.A, et
...

il est logique de 
onje
turer que la propriété P(n) : ”An = 2n−1.A”, est vraie pour tout n ∈ N
∗
;

démontrons-le par ré
urren
e :

I. Pour n = 1 : A1 = A et 21−1.A = 20.A = 1.A = A, don
 P(1) est vraie.

H. Supposons P(n) vraie pour un 
ertain n ∈ N
∗
, et sous 
ette hypothèse, montrons que P(n + 1)

est en
ore vraie :

���������������������������

On admet : An = 2n−1.A, don
 on obtient su

essivement :

An+1 = An × A = 2n−1.A×A = 2n−1.A2 = 2n−1 × 2.A = 2n.A,

don
 P(n + 1) est vraie si P(n) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout n ∈ N
∗
, d'après le prin
ipe

de ré
urren
e.

Remarque : la propriété n'est pas vraie au rang 0, puisque A0 = I4 6= 2−1.A =
1

2
.A.

3. a) D'après la propriété fondamentale de 
ours : Im(ϕ) est engendrée par les images par ϕ des ve
teurs

de la base B de M2(R), 
e qui s'é
rit :

Im(ϕ) = Vect
(
ϕ(E1), ϕ(E2), ϕ(E3), ϕ(E4)

)
= Vect(2E1, E2+E3, E2+E3, 2E4) = Vect(E1, E2+E3, E4)

Selon les propriétés des sous-espa
es engendrés : on peut supprimer de la famille génératri
e un

ve
teur redondant, et multiplier par un s
alaire non-nul un ve
teur de la famille, sans 
hanger

l'espa
e engendré.

La famille (E1, E2 +E3, E4) est ainsi génératri
e de Im(ϕ), il reste à véri�er que 
'est une famille

libre.

Soient a, b, c trois réels tels que a.E1 + b.(E2 + E3) + c.E4 = 02 (matri
e nulle)

⇐⇒
(
a b
b c

)

=

(
0 0
0 0

)

⇐⇒ a = b = c = 0

d'après le prin
ipe d'identi�
ation des 
oe�
ients. La famille (E1, E2 +E3, E4) est ainsi une base
de Im(ϕ), 
e qui justi�e que :

dim Im(ϕ) = 3.

b) Le théorème du rang, appliqué à l'endomorphisme ϕ de l'espa
e M2(R) qui est de dimension

�nie, donne :

dim Im(ϕ) + dimKer(ϕ) = dimM2(R) ⇐⇒ dimKer(ϕ) = 4− 3 = 1

Il su�t don
 de trouver une matri
e non-nulle M de M2(R), pour qu'elle forme une base de 
e

sous-espa
e.

Les 
al
uls pré
édents permettent de véri�er sans peine que puisque ϕ(E2) = ϕ(E3), alors :

ϕ(E2)− ϕ(E3) = 02 ⇐⇒ ϕ(E2 − E3) = 02 par linéarité de ϕ

Ainsi E2 −E3 est un élément non nul de Ker(ϕ), et (E2 −E3) en est une base.
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) Revenons à la dé�nition du sous-espa
e propre de ϕ asso
ié à la valeur propre 2 :

E2(ϕ) =
{
M ∈ M2(R)

∣
∣ ϕ(M) = 2.M

}

Or : ϕ(M) = 2.M ⇐⇒ M + tM = 2.M ⇐⇒ tM = M ⇐⇒ M est symétrique

Or l'ensemble S2(R) des matri
es 
arrées symétriques d'ordre 2 est :

S2(R) =

{(
a b
b c

)∣
∣
∣
∣
(a, b, c) ∈ R

3

}

=
{

a.

(
1 0
0 0

)

︸ ︷︷ ︸
=E1

+b.

(
0 1
1 0

)

︸ ︷︷ ︸
=E2+E3

+c.

(
0 0
0 1

)

︸ ︷︷ ︸
=E4

∣
∣
∣ (a, b, c) ∈ R

3
}

= Vect(E1, E2 + E3, E4)


e qui est la façon la plus 
laire de prouver que : E2(ϕ) = Im(ϕ) (
f. 3.a)).

d) Le théorème spe
tral s'applique i
i dans toute sa rigueur pour dire que :

� Ker(ϕ) étant de dimension 1, alors 0 est bien valeur propre de ϕ (Ker(ϕ) = E0(ϕ) étant le
sous-espa
e propre asso
ié).

� Im(ϕ) = E2(ϕ) étant de dimension 3 d'après 
e qui pré
ède, 2 est bien valeur propre de ϕ.

� La somme des dimensions des sous-espa
es propres de ϕ est toujours inférieure ou égale à

dimM2(R) = 4.

Or i
i, on a déjà : dimE0(ϕ) + dimE2(ϕ) = 1 + 3 = 4.

Par 
onséquent :

� ϕ n'admet pas d'autre valeur propre que 0 et 2.

On 
onnaît une base (E1, E2 + E3, E4) du sous-espa
e E2(ϕ) = Im(ϕ), et une base (E2 − E3)
de E0(ϕ) = Ker(ϕ).

Exer
i
e 2

On admet que si Z1 et Z2 sont deux variables aléatoires à densité, dé�nies sur le même espa
e

probabilisé, alors leur 
ovarian
e, si elle existe est dé�nie par :

Cov(Z1, Z2) = E(Z1Z2)−E(Z1)E(Z2)

On admet également que si Z1 et Z2 sont indépendantes, alors leur 
ovarian
e est nulle.

On 
onsidère deux variables aléatoires réelles X et U dé�nies sur le même espa
e probabilisé (Ω,A, P ),
indépendantes, X suivant la loi normale N (0, 1) et U suivant la loi dis
rète uniforme sur {−1, 1}.
On pose Y = UX et on admet que Y est une variable aléatoire à densité, dé�nie elle aussi sur l'espa
e

probabilisé (Ω,A, P ).

1. a) La formule des probabilités totales appliquée ave
 le s.
.e.

(
[U = 1], [U = −1]

)
donne :

∀x ∈ R, P (Y 6 x) = P
(
[U = 1] ∩ [Y 6 x]

)
+ P

(
[U = −1] ∩ [Y 6 x]

)

= P
(
[U = 1] ∩ [UX 6 x]

)
+ P

(
[U = −1] ∩ [UX 6 x]

)

= P
(
[U = 1] ∩ [X 6 x]

)
+ P

(
[U = −1] ∩ [−X 6 x]

)

= P
(
[U = 1] ∩ [X 6 x]

)
+ P

(
[U = −1] ∩ [X > −x]

)
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b) Comme U est X sont deux variables aléatoires indépendantes, on peut �nir le 
al
ul pré
édent :

∀x ∈ R, P (Y 6 x) = P (U = 1)× P (X 6 x) + P (U = −1)× P (X > −x)

=
1

2
× Φ(x) +

1

2
× (1− Φ(−x))

=
1

2
× Φ(x) +

1

2
× Φ(x) = Φ(x)

Selon les propriétés de la loi normale 
entrée, réduite. On en déduit que Y et X ont la même

fon
tion de répartition sur R, don
 que 
es deux variables aléatoires suivent la même loi.

2. a) L'espéran
e de U vaut : E(U) = −1× P (U = −1) + 1× P (U = 1) = −1

2
+

1

2
= 0.

Par ailleurs : XY = X × UX = UX2
. Comme U et X sont indépendantes, U et X2

le sont

aussi, et :

E(XY ) = E(UX2) = E(U)× E(X2) = 0

b) La 
ovarian
e du 
ouple (X, Y ) est alors donnée par la formule :

cov(X, Y ) = E(XY )−E(X)E(Y ) = 0− 0 = 0

3. a) D'après le 
ours sur la loi normale 
entrée réduite, et la formule de Koenig-Huygens :

E(X2) = V (X) + E(X)2 = 1 + 0 = 1

Le théorème de transfert donne ainsi l'égalité :

1√
2π

∫ +∞

−∞

x2e−
x2

2 dx = 1 ⇐⇒ 2√
2π

∫ +∞

0

x2e−
x2

2 dx = 1 ⇐⇒
∫ +∞

0

x2e−
x2

2 dx =
1

2

√
2π


ar la fon
tion x 7→ x2e−
x2

2
est paire sur R.

b) Soit A ∈ R+ : on réalise une intégration par parties dans l'intégrale

∫ A

0

x4e−
x2

2 dx, en possant :

u(x) = x3 −→ u′(x) = 3x2

v′(x) = xe−
x2

2 −→ v(x) = −e−
x2

2

Les fon
tions u et v sont de 
lasse C1
sur R+, don
 pour tout A ∈ R+ :

∫ A

0

x4e−
x2

2 dx =
[

− x3e−
x2

2

]A

0
+ 3

∫ A

0

x2e−
x2

2 dx = −A3e−
A2

2 + 3

∫ A

0

x2e−
x2

2 dx


) Les 
roissan
es 
omparées donnent : lim
A→+∞

A3e−
A2

2 = 0, et l'intégrale

∫ +∞

0

x2e−
x2

2 dx 
onverge


omme on l'a vu, don


∫ +∞

0

x4e−
x2

2 dx 
onverge, et vaut :

∫ +∞

0

x4e−
x2

2 dx = 3

∫ +∞

0

x2e−
x2

2 dx =
3

2

√
2π

d) La variable aléatoireX admet un moment d'ordre 4 si et seulement si l'intégrale

1√
2π

∫ +∞

−∞

x4e−
x2

2 dx

est absolument 
onvergente. Or la fon
tion x 7→ x4e−
x2

2
est 
ontinue, positive et paire sur R :


omme l'intégrale

∫ +∞

0

x4e−
x2

2 dx 
onverge, 
ela su�t don
 à assurer que X admet un moment

d'ordre 4, qui vaut :

E(X4) =
2√
2π

∫ +∞

0

x4e−
x2

2 dx =
2√
2π

× 3

2

√
2π = 3
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4. a) D'après la dé�nition de Y : X2Y 2 = X2 × U2X2 = X4
; en e�et, la variable aléatoire U ne

prenant que les valeurs −1 et 1, U2
est une variable 
ertaine égale à 1.

On a bien, d'après la question pré
édente : E(X2Y 2) = 3.

b) La 
ovarian
e du 
ouple (X2, Y 2) vaut :

cov(X2, Y 2) = E(X2Y 2)−E(X2)E(Y 2) = 3− 1× E(U2X2) = 3− E(X2) = 2


) Puisque la 
ovarian
e du 
ouple (X2, Y 2), alors il est 
ertain que X2
et Y 2

ne sont pas indé-

pendantes. Mais alors, X et Y ne sont pas non plus indépendantes, sinon X2
et Y 2

le seraient,

d'après le lemme des 
oalitions !

d) Cet exer
i
e a introduit deux variables aléatoires X et Y qui ne sont pas indépendantes, et pour-

tant de 
ovarian
e nulle.

On véri�e don
 une fois de plus, 
ette fois dans le 
as à densité, que la ré
iproque de l'impli
ation :

X et Y sont indépendantes =⇒ cov(X, Y ) = 0,
est fausse en général !

Exer
i
e 3

1. a) Question ultra-
lassique : la fon
tion h : x 7→ x− ln(x) est dé�nie et dérivable sur ]0; +∞[ ave
 :

∀x > 0, h′(x) = 1− 1

x
=

x− 1

x
.

L'étude du signe de h′
montre que h est dé
roissante sur ]0; 1], puis 
roissante sur [1; +∞[, et

admet don
 un minimum en x = 1.

Ainsi : ∀x > 0, h(x) > h(1) = 1 
e qui implique bien : ∀x > 0, h(x) > 0.

b) Il est don
 possible de dé�nir la fon
tion f sur [0; +∞[ par :







f(x) =
ln(x)

x− ln(x)
si x > 0

f(0) = −1


omme quotient de fon
tions bien dé�nies, dont le dénominateur ne s'annule pas sur ]0; +∞[
d'après 
e qui pré
ède.

2. a) La fon
tion f est d'abord 
ontinue sur ]0; +∞[, 
omme quotient de fon
tions 
ontinues sur 
et

intervalle, où on a vu que le dénominateur ne s'annule pas.

Pour la 
ontinuité en 0 : pour x > 0 pro
he de 0, on a :

f(x) =
ln(x)

ln(x)( x
ln(x)

− 1)
=

1
x

ln(x)
− 1

, où : lim
x→0+

x

ln(x)
, don
 : lim

x→0+

1
x

ln(x)
− 1

=
1

−1
= −1,

soit : lim
x→0+

f(x) = f(0) : la fon
tion f est bien 
ontinue en 0, don
 en dé�nitive sur [0; +∞[.

Remarque : le terme dominant en 0+ est bien i
i ln(x), d'où la fa
torisation réalisée i
i.

b) On étudie dans 
ette question le taux d'a

roissement de f en 0 :

∀x > 0,
f(x)− f(0)

x− 0
=

ln(x)
x−ln(x)

− (−1)

x
=

1

x
.
ln(x) + x− ln(x)

x− ln(x)
=

1

x− ln(x)
, où :

lim
x→0+

x− ln(x) = +∞, don
 par inverse : lim
x→0+

1

x− ln(x)
= 0 = lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
,


e qui prouve bien que f est dérivable (à droite) en 0, ave
 : f ′
d(0) = 0.
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3. a) La fon
tion f est bien sûr dérivable sur ]0; +∞[ 
omme quotient de fon
tions de référen
e déri-

vables sur 
et intervalle, où le dénominateur ne s'annule pas.

∀x > 0 : f ′(x) =
1
x
.(x− ln(x))− ln(x).(1− 1

x
)

(x− ln(x))2
=

1− ln(x)

(x− ln(x))2
.

b) Pour x > 1, on a : f(x) =
ln(x)

x− ln(x)
=

ln(x)

x
.

1

1− ln(x)
x

, où : lim
x→+∞

ln(x)

x
= 0 par 
roissan
es


omparées, 
e qui implique : lim
x→+∞

f(x) = 0× 1

1− 0
= 0.

La 
ourbe de f admet don
 une asymptote horizontale d'équation y = 0 (
'est-à-dire l'axe des

abs
isses) en +∞.


) Le signe de f ′(x) est, sur ]0; +∞[, 
elui de 1 − ln(x) puisque le dénominateur est toujours stri
-

tement positif d'après 1. Comme : 1 − ln(x) > 0 ⇐⇒ ln(x) < 1 ⇐⇒ x < e, on en déduit le

tableau de variation :

x
0 1

e +∞
f ′(x)

0

+ + −

f

−1

1
e−1

0

0

0

4. Vu que : ∀x > 0, x− ln(x) > 0 d'après 1.,le signe de f est don
 
elui de ln(x) sur ]0; +∞[.

On en déduit don
 que f est négative sur [0; 1[, puis positive sur ]1; +∞[ (et ne s'annule qu'en 0).

5. Pour tout réel positif x ∈ R
+
, on pose F (x) =

∫ x

0

f(t)dt.

a) La fon
tion f étant 
ontinue sur [0; +∞[, elle admet des primitives sur 
et intervalle. La fon
tion

F est ainsi dé�nie sur [0; +∞[, de par son expression, 
omme LA primitive de f qui s'annule en

0. À 
e titre, F est bien de 
lasse C1
sur [0; +∞[, puisque sa dérivée f est 
ontinue.

Le signe de f , obtenu à la question pré
édente, donne les variations de F :

x
0 1

+∞
f(x)

F

0

− +

b) ∀x > 0,

∫ x

1

ln(t)

t
dt =

[
(ln(t))2

2

]x

1

=
(ln(x))2

2
−−−−→
x→+∞

+∞.


) Pour tout réel t > 1, on sait que ln(t) > 0, don
 : t− ln(t) < t et t− ln(t) > 0 d'après 1.

Ainsi, par dé
roissan
e de la fon
tion inverse sur ]0; +∞[ :
1

t− ln(t)
>

1

t
, don
 :

∀t > 1,
ln(t)

t− ln(t)
>

ln(t)

t
(ln(t) > 0)
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Les fon
tions 
on
ernées sont 
ontinues sur [1; +∞[, pour x > 1 les bornes sont dans l'ordre


roissant, don
 par 
roissan
e de l'intégrale :

∀x > 1,

∫ x

1

ln(t)

t− ln(t)
dt >

∫ x

1

ln(t)

t
dt =

(ln(x))2

2
.

Le théorème de 
omparaison permet de 
on
lure : lim
x→+∞

∫ x

1

ln(t)

t− ln(t)
dt = +∞.

On a par ailleurs : ∀x > 1, F (x) =

∫ 1

0

f(t)dt+

∫ x

1

f(t)dt d'après la relation de Chasles.

La première intégrale est une 
onstante réelle puisque f est 
ontinue sur [0; 1], la se
onde tend

vers +∞ lorsque x tend vers +∞.

On a bien : lim
x→+∞

F (x) = +∞, 
e qui signi�e au passage que l'intégrale impropre

∫ +∞

0

f(t)dt,

est divergente.

PROBLÈME

Partie 1

On 
onsidère la matri
e M =





1 1/2 0
0 1/2 2/3
0 0 1/3




.

1. a) La matri
e M étant triangulaire, ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux, 
'est-à-dire,

rangées dans l'ordre dé
roissant :

Sp(M) =
{

1,
1

2
,
1

3

}

b) La matri
e M est 
arrée d'ordre 3, et possède trois valeurs propres distin
tes : elle est don


diagonalisable, selon le 
ritère su�sant.

2. On pose P =





1 −1 3
0 1 −4
0 0 1




.

a) Le produit matri
iel donne : MP =





1 −1/2 1
0 1/2 −4/3
0 0 1/3




.

Or si on se souvient que le produit matri
iel MP de deux matri
es 
arrées revient à réaliser le

produit de M par 
ha
une des 
olonnes de P , produits qui forment les 
olonnes de MP , on en

déduit :

� M





1
0
0



 =





1
0
0




, don
 le ve
teur U1 =





1
0
0




véri�e MU1 = 1.U1 et U1 est ve
teur propre de

M pour la valeur propre λ1 = 1.

� M





−1
1
0



 =





−1/2
1/2
0




, don
 le ve
teur U2 =





−1
1
0




véri�e MU2 =

1

2
U2 et U2 est ve
teur

propre de M pour la valeur propre λ2 =
1

2
.

� M





3
−4
1



 =





1
−4/3
1/3




, don
 le ve
teur U3 =





3
−4
1




véri�e MU3 =

1

3
U3 et U3 est ve
teur

propre de M pour la valeur propre λ3 =
1

3
.
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b) La matri
e P est inversible pour deux raisons :

� La plus évidente est que 
'est une matri
e triangulaire supérieure, dont les 
oe�
ients diago-

naux sont tous non-nuls.

� On peut aussi dire que P est la matri
e de la famille (U1, U2, U3) 
onstituée de trois ve
teurs
propres asso
iés à 3 valeurs propres distin
tes : d'après le 
ours, on sait que 
ette famille est

libre, et don
 que P est de rang maximal 3, don
 inversible.

La matri
e P est en fait la matri
e de passage de la base 
anonique de M3,1(R), à la base de

ve
teurs propres (U1, U2, U3).

La formule de 
hangement de base s'é
rit : M = PDP−1
,

où D est la matri
e diagonale





1 0 0
0 1/2 0
0 0 1/3




des valeurs propres de M .

À partir de 
ette relation, la ré
urren
e habituelle donne évidemment : ∀n ∈ N, Mn = PDnP−1
.


) La méthode de Gauss donne : P−1 =





1 1 1
0 1 4
0 0 1




. Comme la matri
e D est diagonale, alors pour

tout n de N : Dn =





1n 0 0
0 (1/2)n 0
0 0 (1/3)n




, et après 
al
uls :

∀n ∈ N, Mn = PDnP−1 =









1 1− (1
2
)n 1− 4(1

2
)n + 3(1

3
)n

0 (1
2
)n 4(1

2
)n − 4(1

3
)n

0 0 (1
3
)n









Partie 2

Une urne 
ontient une boule rouge et deux boules blan
hes. On y e�e
tue au hasard des tirages d'une

boule selon la pro
édure suivante :

� Si la boule tirée est rouge, elle est remise dans l'urne.

� Si la boule tirée est blan
he, elle n'est pas remise dans l'urne.

Pour tout i de N∗
, on note Bi (respe
tivement Ri) l'événement � on obtient une boule blan
he (respe
-

tivement rouge) au ie tirage �.

Pour tout n de N
∗
, on note Xn la variable aléatoire égale au nombre de boules blan
hes qui restent dans

l'urne après le ne

tirage et l'on pose X0 = 2.

On pose Un =






P (Xn = 0)

P (Xn = 1)

P (Xn = 2)




 et on a don
 U0 =





0
0
1




.

1. Pour tout entier n ∈ N, les événements

(
[Xn = 0], [Xn = 1], [Xn = 2]

)
forment un système 
omplet.

La formule des probabilités totales, ave
 
e s.
.e., donne :

P (Xn+1 = 0) = P
(
[Xn = 0] ∩ [Xn+1 = 0]

)
+ P

(
[Xn = 1] ∩ [Xn+1 = 0]

)
+ P

(
[Xn = 2] ∩ [Xn+1 = 0]

)

où : P
(
[Xn = 2] ∩ [Xn+1 = 0]

)
= 0 puisqu'on ne peut pas, en un seul tirage, retirer les deux boules

blan
hes qui étaient en
ore dans l'urne à l'issue du ne

tirage.

Si P (Xn = 0) 6= 0, on peut é
rire : P
(
[Xn = 0] ∩ [Xn+1 = 0]

)
= P (Xn = 0) × P[Xn=0](Xn+1 = 0)

où P[Xn=0](Xn+1 = 0) = 1 puisque si l'urne ne 
ontient plus au
une boule blan
he au ne

tirage, il est
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ertain qu'on sera dans la même situation au tirage suivant.

La relation P
(
[Xn = 0] ∩ [Xn+1 = 0]

)
= P (Xn = 0) est en
ore vraie si P (Xn = 0) = 0, auquel 
as

les deux membres sont nuls.

Si P (Xn = 1) 6= 0, on peut é
rire : P
(
[Xn = 1] ∩ [Xn+1 = 0]

)
= P (Xn = 1)× P[Xn=1](Xn+1 = 0) ;

sa
hant que l'urne 
ontient une boule blan
he et la rouge au ne

tirage, la probabilité de retirer la

boule blan
he est

1

2
.

La relation P
(
[Xn = 1] ∩ [Xn+1 = 0]

)
=

1

2
P (Xn = 1) est vraie même si P (Xn = 1) = 0, auquel 
as

les deux membres sont nuls.

La formule des probabilités totales donne aussi :

P (Xn+1 = 1) = P
(
[Xn = 0] ∩ [Xn+1 = 1]

)
+ P

(
[Xn = 1] ∩ [Xn+1 = 1]

)
+ P

(
[Xn = 2] ∩ [Xn+1 = 1]

)

où : P
(
[Xn = 0] ∩ [Xn+1 = 1]

)
= 0 puisque le nombre de boules blan
hes dans l'urne ne peut que

rester stable ou diminuer.

Si P (Xn = 1) 6= 0 : P
(
[Xn = 1] ∩ [Xn+1 = 1]

)
= P (Xn = 1) × P[Xn=1](Xn+1 = 1) ; la probabilité


onditionnelle est 
elle de tirer la boule rouge dans une urne qui en 
ontient une rouge et une blan
he,

don
 : P
(
[Xn = 1] ∩ [Xn+1 = 1]

)
=

1

2
P (Xn = 1), formule en
ore vraie si P (Xn = 1) = 0.

Si P (Xn = 2) 6= 0 : P
(
[Xn = 2]∩ [Xn+1 = 1]

)
= P (Xn = 2)×P[Xn=2](Xn+1 = 1), où la probabilité


onditionnelle est 
elle de retirer une boule rouge d'une urne qui en 
ontient deux rouges et une

blan
he, don
 : P
(
[Xn = 2] ∩ [Xn+1 = 1]

)
=

2

3
P (Xn = 2), formule en
ore vraie si P (Xn = 2) = 0.

En�n, par une dernière utilisation de la formule des probabilités totales :

P (Xn+1 = 2) = P
(
[Xn = 0] ∩ [Xn+1 = 2]

)
+ P

(
[Xn = 1] ∩ [Xn+1 = 2]

)
+ P

(
[Xn = 2] ∩ [Xn+1 = 2]

)

où : P
(
[Xn = 0] ∩ [Xn+1 = 2]

)
= P

(
[Xn = 1] ∩ [Xn+1 = 2]

)
= 0, et :

Si P (Xn = 2) 6= 0, P
(
[Xn = 2] ∩ [Xn+1 = 2]

)
= P (Xn = 2)× P[Xn=2](Xn+1 = 2), où la probabilité


onditionnelle est 
elle de tirer la boule rouge dans l'urne qui en 
ontient une blan
he et deux rouges ;

la formule P
(
[Xn = 2] ∩ [Xn+1 = 2]

)
=

1

3
P (Xn = 2) est en
ore vraie si P (Xn = 2) = 0.

On en déduit : pour tout n ∈ N,

Un+1 =






P (Xn+1 = 0)

P (Xn+1 = 1)

P (Xn+1 = 2)




 =







P (Xn = 0) + 1
2
P (Xn = 1)

1
2
P (Xn = 1) + 2

3
P (Xn = 2)

1
3
P (Xn = 3)







=






1 1/2 0

0 1/2 2/3

0 0 1/3




×






P (Xn = 0)

P (Xn = 1)

P (Xn = 2)




 = MUn

2. L'énon
é donnant la formule : Un = MnU0 à démontrer, on rédige la ré
urren
e très simple qui en


onstitue la preuve :

I. Pour n = 0 : M0U0 = I3U0 = U0, don
 la formule est vraie au rang 0.

H. Supposons P(n) vraie pour un 
ertain n ∈ N, alors au rang suivant :

Un+1 = MUn
H.R.
= M ×MnU0 = Mn+1U0, don
 la propriété est héréditaire.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout n ∈ N, d'après le prin
ipe

de ré
urren
e.

Le 
al
ul expli
ite de Un est alors très simple : étant donné la valeur de U0, le produit MnU0


orrespond simplement à la troisième 
olonne de la matri
e Mn
qui a été obtenue à la dernière
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question de la partie 1.

∀n ∈ N,






P (Xn = 0)

P (Xn = 1)

P (Xn = 2)




 =











1− 4
(1

2

)n

+ 3
(1

3

)n

4
(1

2

)n

− 4
(1

3

)n

(1

3

)n











3. On note T1 la variable aléatoire égale au numéro du tirage où l'on extrait la première boule blan
he

et T2 la variable aléatoire égale au numéro du tirage où l'on extrait la deuxième boule blan
he. On

admet que T1 et T2 sont des variables aléatoires dé�nies sur le même espa
e probabilisé (Ω,A, P )
que les variables aléatoires Xn (n ∈ N).

a) La variable aléatoire T1 
orrespond au temps d'attente d'un premier su

ès : obtenir une boule

blan
he, dans une suite d'épreuves de Bernoulli identiques et sans mémoire, puisque tant qu'on

n'obtient que des boules blan
hes, l'urne reste dans l'état initial pour le tirage suivant.

La probabilité de tirer une première boule blan
he dans 
es 
onditions est

2

3
, don
 T1 suit la loi

géométrique de paramètre p =
2

3
:

T1(Ω) = N
∗, ∀k ∈ N

∗, P (T1 = k) =
(1

3

)k−1

· 2
3

b) L'événement [T2 = 2] est réalisé si et seulement si on obtient les deux boules blan
hes 
oup sur


oup :

[T2 = 2] = B1 ∩B2 et P (T2 = 2) = P (B1)× PB1
(B2) =

2

3
× 1

2
=

1

3

L'événement [T2 = 3] est réalisé si et seulement si on obtient une première boule blan
he au

premier ou au deuxième tirage, la se
onde étant obtenue au troisième tirage seulement :

[T2 = 3] = (B1∩R2∩B3)∪(R1∩B2∩B3) ; par union disjointe et d'après la formule des probabilités


omposées :

P (T2 = 3) = P (B1)× PB1
(R2)× PB1∩R2

(B3) + P (R1)× PR1
(B2)× PR1∩B2

(B3)

=
2

3
× 1

2
× 1

2
+

1

3
× 2

3
× 1

2
=

1

6
+

1

9
=

5

18


) Le 
ouple (T1, T2) a pour univers-image l'ensemble des 
ouples (i, j) d'entiers naturels non-nuls
tels que i < j : en e�et, le tirage de la deuxième boule blan
he dans l'urne, intervient for
ément

stri
tement après la première !

Ainsi : pour tout 
ouple (i, j) ∈
(
N

∗
)2

tel que i > j, P
(
[T1 = i]∩ [T2 = j]

)
= 0, et sinon, si i < j :

[T1 = i] ∩ [T2 = j] = R1 ∩ . . . ∩Ri−1 ∩Bi ∩Ri+1 ∩ . . . ∩ Rj−1 ∩ Bj

et d'après la formule des probabilités 
omposées :

P
(
[T1 = i] ∩ [T2 = j]

)
= P (R1)× PR1

(R2)× . . .× PR1∩...∩Ri−2
(Ri−1)× PR1∩...Ri−1

(Bi)

× PR1∩...∩Ri−1∩Bi
(Ri+1)× . . .× PR1∩...∩Rj−2

(Rj−1)× PR1∩...∩Rj−1
(Bj)

=
(1

3

)i−1

× 2

3
×

(1

2

)j−i−1

× 1

2
=

(1

3

)i

×
(1

2

)j−1

× 2i

P
(
[T1 = i] ∩ [T2 = j]

)
=

(2

3

)i

×
(1

2

)j−1
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Le 
al
ul de la loi marginale de T2, qui a pour univers-image J2,+∞J, repose sur la formule des

probabilités totales, appliquée ave
 le système 
omplet d'événements

(
[T1 = i]

)

i∈N∗
:

∀j > 2, P (T2 = j) =

+∞∑

i=1

P
(
[T1 = i] ∩ [T2 = j]

)
=

j−1
∑

i=1

(2

3

)i

×
(1

2

)j−1

puisque les termes de la somme sont nuls lorsque i > j

=
(1

2

)j−1

× 2

3
× 1−

(
2
3

)j−1

1− 2
3

=
(1

2

)j−1

× 2

3
× 3×

[

1−
(2

3

)j−1]

∀j > 2, P (T2 = j) = 2
(1

2

)j−1

− 2
(1

3

)j−1

d) La variable aléatoire T2 admet une espéran
e si et seulement si la série

∑

j>2

jP (T2 = j) est

absolument 
onvergente ; 
omme il s'agit d'une série à termes positifs (j > 2 et P (T2 = j) > 0

omme probabilité), la 
onvergen
e simple su�t. Pour tout N > 2 :

N∑

j=2

jP (T2 = j) = 2

N∑

j=2

j
(1

2

)j−1

− 2

N∑

j=2

j
(1

3

)j−1

On re
onnaît deux séries géométriques dérivées de raisons

1

2
et

1

3
appartenant à ]− 1, 1[ : la série

étudiée est don
 
onvergente 
omme somme de séries 
onvergentes, et T2 admet une espéran
e

qui vaut :

E(T2) = 2
+∞∑

j=2

j
(1

2

)j−1

− 2
+∞∑

j=2

j
(1

3

)j−1

= 2
[ 1

(1− 1/2)2
− 1

]

− 2
[ 1

(1− 1/3)2
− 1

]

= 2× 4− 2− 2× 9

4
+ 2 =

7

2

4. a) Pour tout entier n > 2 : l'événement [T2 = n] est réalisé si et seulement si l'urne 
ontient en
ore

une boule blan
he à l'issue du (n − 1)e tirage, et n'en 
ontient plus au
une à l'issue du tirage

suivant :

∀n > 2, [T2 = n] = [Xn−1 = 1] ∩ [Xn = 0]

b) La formule des probabilités 
omposées, et la loi de Xn 
al
ulée au début de 
ette partie donnent :

∀n > 2, P (T2 = n) = P (Xn−1 = 1)× P[Xn−1=1](Xn = 0) =

[

4
(1

2

)n−1

− 4
(1

3

)n−1
]

× 1

2

= 2
(1

2

)n−1

− 2
(1

3

)n−1

On retrouve bien la loi de T2 par 
ette autre méthode.

5. a) On rappelle qu'en S
ilab, la 
ommande grand(1,1,'uin',1,n) renvoie aléatoirement un nombre

entier élément de J1, nK.

Compléter le programme suivant pour qu'il simule l'expérien
e aléatoire étudiée et a�
he le plus

petit entier naturel n pour lequel Xn = 0.

1 X = 2; n = 0;

2 while (X>1)

3 n = n+1;
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4 hasard = grand(1,1,'uin',1,3)

5 if (hasard <= 2) then

6 X = 1

7 end

8 end

9 while (X>0)

10 n = n+1;

11 hasard = grand(1,1,'uin',1,2)

12 if (hasard == 1) then

13 X = 0

14 end

15 end

16 disp(n)

b) Le plus petit entier naturel n pour lequel Xn = 0 donne déjà la valeur de T2, puisque 
ela


orrespond à l'instant où on a retiré la se
onde boule blan
he de l'urne. Il su�t en fait de rajouter

une instru
tion disp(n) après la première bou
le while (ligne 9), 
ette valeur de n 
orrespondant

bien à la valeur de T1, nombre de tirages juste né
essaires pour retirer la première boule blan
he

de l'urne.
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