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Proposition de corrigé par David Meneu
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EXERCICE 1

Pour toute matrice M élément de Ms(R), on note ‘M la matrice transposée de M, définie de la facon

: g [a D th, @ cC
su1vante.s1M—(C d),alors M_(b d)'

10 0 1 0 0 0 0
o= () 5-(3 ). 5-(0 9 s 0)

On rappelle que B = (E}, B9, E3, Ey) est une base de My(R).
On note ¢ I’application qui & toute matrice M de My(R) associe ¢(M) = M + “M.

1. a) Notons d’emblée que : pour toute matrice M de My(R), ‘M appartient encore a Ms(R), donc
©(M) = M + M € M5(R) comme somme de deux matrices de ce format.

Pour toutes matrices M, N de My(R), et pour tout réel A :
@(M 4+ A.N) = (M +A\.N) + (M + \.N)
= M+ AN+ M+ NN par linéarité de la transposée
= (M +"M) + A\(N +'N) = (M) + X\.o(N)

Donc ¢ est bien une application linéaire, et ¢’est un endomorphisme de My(R).

b) On calcule les images des quatres vecteurs de la base canonique B de M;(R) :

e o(B))=FE, +'E, =2E, (E; est symétrique)

0 1 0 0
o@(E2)=E2+tE2:(O 0>+(1 0>:E2+E3
o 9(E3) = E3+ 'Ey = By + Ej

(] (p(E4) — E4 + tE4 = 2E4

D’ou :
0(E1) o(Ey) o(E3) (k)
2 0 0 0 E;
0 1 1 0 E
A = Mat = 2
ats () 0 1 1 0o | B
0 0 0 2 E,

c) La matrice A représentant ¢ est symétrique réelle : le théoréme admis du cours permet d’af-
firmer directement que A est diagonalisable.

Cette matrice posseéde également 2 lignes égales, et a ce titre est non-inversible : cela implique
que I’endomorphisme associé ¢ est non-bijectif.



2. Le calcul matriciel donne : A2 =

0
0
0
0 4

NN O

, et on remarque ainsi que A% = 2.A.

O O O =
NN NN O

Mais alors : A3 = A x A2 = Ax2.A =242 =2x2.A=4.A, etc...

il est logique de conjecturer que la propriété P(n) : 7 A" = 2""L A7 est vraie pour tout n € N*;
démontrons-le par récurrence :

Pourn=1:A'=Aet 21"1A=2°4A=1.A= A, donc P(1) est vraie.

Supposons P(n) vraie pour un certain n € N*, et sous cette hypothése, montrons que P(n + 1)
est encore vraie :

On admet : A" = 2""1. A, donc on obtient successivement :

A = A" x A=2"T AXx A=2""1 A2 =2""1 x 2.4 =2" A,

donc P(n + 1) est vraie si P(n) Dest.

La propriété est initialisée et héréditaire : elle est, donc vraie pour tout n € N*, d’aprés le principe
de récurrence.

1
Remarque : la propriété n’est pas vraie au rang 0, puisque A% = [, £ 271 A = §'A'

3. a)

D’apreés la propriété fondamentale de cours : Im(¢) est engendrée par les images par ¢ des vecteurs
de la base B de M3(R), ce qui s’écrit :

Im(p) = Vect (‘P(El)a ©(Fs), p(Es), W(E4)) = Vect(2Ey, Ex+Es, Ey+Es, 2Ey) = Vect(Ey, Ex+E5, Ey)

Selon les propriétés des sous-espaces engendrés : on peut supprimer de la famille génératrice un
vecteur redondant, et multiplier par un scalaire non-nul un vecteur de la famille, sans changer
I’espace engendré.

La famille (Ey, Es + Es3, Ey) est ainsi génératrice de Im(yp), il reste a vérifier que c¢’est une famille
libre.

Soient a, b, ¢ trois réels tels que a.Ey + b.(Ey + E3) + c.Eq = 05 (matrice nulle)

s (PO (00 o mp—e—0
b ¢/ \0 0 T

d’apreés le principe d’identification des coefficients. La famille (Ey, Fy + E3, Fy4) est ainsi une base
de Im(yp), ce qui justifie que :
dim Im(p) = 3.

Le théoréme du rang, appliqué a 'endomorphisme ¢ de I'espace Ms(R) qui est de dimension
finie, donne :

dim Im(p) + dim Ker(p) = dim My(R) <= dimKer(¢) =4—-3=1

Il suffit donc de trouver une matrice non-nulle M de M;(R), pour qu’elle forme une base de ce
sous-espace.

Les calculs précédents permettent de vérifier sans peine que puisque p(FEy) = ¢(FEs3), alors :
©(Ey) — o(Es) =0y <= @(Ey — E3) =0y par linéarité de

Ainsi Fy — Ej5 est un élément non nul de Ker(p), et (Ey — E3) en est une base.



¢) Revenons a la définition du sous-espace propre de ¢ associé a la valeur propre 2 :
Ex(p) = {M € My(R)| p(M) =2.M}

Or: oM)=2M <= M+'M=2M < 'M =M <= M est symétrique

Or I’ensemble S5(R) des matrices carrées symétriques d’ordre 2 est :

S»(R) = { (Z i)’ (a,b,¢) € R3} - {a.@—l—b.@ﬁ.@’ (a,b,c) € ]R3}

=FE1 =Fs+FE3 =Fy
= Vect(El, E2 + Eg, E4)

ce qui est la fagon la plus claire de prouver que :  FEx(p) = Im(p)  (cf. 3.a)).
d) Le théoréme spectral s’applique ici dans toute sa rigueur pour dire que :

e Ker(p) étant de dimension 1, alors 0 est bien valeur propre de ¢  (Ker(¢) = Eo(p) étant le
sous-espace propre associé).

e Im(p) = FEy(yp) étant de dimension 3 d’aprés ce qui précéde, 2 est bien valeur propre de ¢.

e La somme des dimensions des sous-espaces propres de ¢ est toujours inférieure ou égale a
dim Mg(R) =4.
Or ici, on a déja :  dim Ey(p) + dim Ey(p) =1+ 3 = 4.
Par conséquent :

e ¢ n’admet pas d’autre valeur propre que 0 et 2.

On connait une base (Fy, Ey + E3, Ey) du sous-espace Fs(p) = Im(p), et une base (Ey — Ej3)
de Ey(p) = Ker(yp).

EXERCICE 2

On admet que si Z; et Z5 sont deux variables aléatoires & densité, définies sur le méme espace
probabilisé, alors leur covariance, si elle existe est définie par :

Cov(Zy, Zo) = E(Z125) — E(Z1)E(Zs)

On admet également que si Z; et Z, sont indépendantes, alors leur covariance est nulle.
On considére deux variables aléatoires réelles X et U définies sur le méme espace probabilisé (92, 4, P),
indépendantes, X suivant la loi normale A/ (0,1) et U suivant la loi discréte uniforme sur {—1,1}.

On pose Y = UX et on admet que Y est une variable aléatoire a densité, définie elle aussi sur I'espace
probabilisé (2, A, P).

1. a) La formule des probabilités totales appliquée avec le s.c.e. ([U = 1], [U = —1]) donne :

VeeR, PY <z)=P([U=1n[Y<z])+P([U=-1n[Y <))
=P([U=1NnUX<z])+P([U=-1N[UX < z])
=P([U=1n[X<2z])+P([U=-1]n[-X <z])
=P([U=1n[X<2])+P([U=-1N[X > —z])



b)

2. a)

3. a)

Comme U est X sont deux variables aléatoires indépendantes, on peut finir le calcul précédent :
VreR, PY<2)=PU=1)xP(X<z)+PU=-1)x P(X > —x)

_ % y <I>(x)+% « (1— B(—z))

= % X (I)(.T)—I—% x O(x) = O(x)

Selon les propriétés de la loi normale centrée, réduite. On en déduit que Y et X ont la méme

fonction de répartition sur R, donc que ces deux variables aléatoires suivent la méme loi.

1 1
L’espérance de U vaut : E(U)=—-1xPU=-1)+1xPU=1) = ~3 + . 0.

Par ailleurs : XY = X x UX = UX?. Comme U et X sont indépendantes, U et X? le sont

aussi, et :
E(XY)=EUX?*) =EU) x BE(X?)=0

La covariance du couple (X,Y) est alors donnée par la formule :
cov(X,Y)=E(XY)-EX)EY)=0-0=0
D’aprés le cours sur la loi normale centrée réduite, et la formule de Koenig-Huygens :
EX?)=V(X)+ BX)’=1+0=1
Le théoréme de transfert donne ainsi ’égalité :

]_ oo ac2 2 o ac2 Foo 502 1
—/ e rdr=1 < —/ e zdr =1 <— / e Tdr = V21
\/27'(' —00 \/27T 0 0 2

22

car la fonction x — 2%e~ 7 est paire sur R.

A 2
Soit A € R, : on réalise une intégration par parties dans I'intégrale / zle™ 2 dx, en possant :
0

u(x) = 23 — u/(x) = 322

2 22

2

xZ

V() =ze 7 — w(z)=—c

Les fonctions u et v sont de classe C* sur R, donc pour tout A € R :

A 2 27A A 2 2 A 2
/:ce 2dx:[—xe 2] +3/xe 2dr = —A’ 2+3/:ce 2 dx
0 0 0 0

+oo
. , . _a? ., _a?
Les croissances comparées donnent : lim A3~z =0, et I'intégrale / z?e” 7 dz converge
0

A—4o00

+o0o 2
comme on 1’a vu, donc / z'e 7 dx converge, et vaut :
0

/ e Tdr = 3/ e 2 dx = 5\/27r
0 0

1 too 22
La variable aléatoire X admet un moment d’ordre 4 si et seulement si I'intégrale / zle v dr
—0o0

V21

est continue, positive et paire sur R :

22
2

est absolument convergente. Or la fonction z ~— 2%e”
+o0 2
. , P <
comme l’intégrale / zie™ 7 dx converge, cela suffit donc a assurer que X admet un moment
0

d’ordre 4, qui vaut :
22 2
2dr = X

G2 e 2
E(X)‘m/o = Vo

V2r =3

[\ORGV]



4. a)

D’aprés la définition de YV @ X2Y? = X2 x U?X? = X*; en effet, la variable aléatoire U ne
prenant que les valeurs —1 et 1, U? est une variable certaine égale & 1.
On a bien, d’aprés la question précédente :  E(X?Y?) = 3.

La covariance du couple (X2, Y?) vaut :
cov(X? Y?) = B(X?Y?) - BE(X*)E(Y?) =3 -1 x E(U*X?) =3 - B(X?) =2

Puisque la covariance du couple (X?,Y?), alors il est certain que X2 et Y2 ne sont pas indé-
pendantes. Mais alors, X et Y ne sont pas non plus indépendantes, sinon X? et Y?2 le seraient,
d’aprés le lemme des coalitions!

Cet exercice a introduit deux variables aléatoires X et Y qui ne sont pas indépendantes, et pour-
tant de covariance nulle.

On vérifie donc une fois de plus, cette fois dans le cas a densité, que la réciproque de I'implication :

X et Y sont indépendantes =—> cov(X,Y) =0,
est fausse en général !

1. a)

2. a)

EXERCICE 3

Question ultra-classique : la fonction h: x — x —In(z) est définie et dérivable sur ]0; +oo[ avec :
1 x-1

Ve >0, MW(z)=1——= :
x x

L’étude du signe de h’ montre que h est décroissante sur ]0; 1], puis croissante sur [1;+ool, et
admet donc un minimum en x = 1.

Ainsi : Vo >0, h(z) > h(1) =1 ce qui implique bien : Vz > 0, h(z) > 0.
In(z)

J(x) = x — In(x)
F(0) = -1

comme quotient de fonctions bien définies, dont le dénominateur ne s’annule pas sur ]0; +o0|
d’aprés ce qui précede.

. . . six >0
Il est donc possible de définir la fonction f sur [0; +oo[ par :

La fonction f est d’abord continue sur |0; +oo[, comme quotient de fonctions continues sur cet
intervalle, o1 on a vu que le dénominateur ne s’annule pas.

Pour la continuité en 0 : pour x > 0 proche de 0, on a :
In(x) 1 x 1 1

flx) = — = — , ou: lim ——, donc: lim —— = — = —1,
ln(l’)(m — 1) @ — 1 xz—07F hl(l‘) z—0t @ — 1 —1

soit - lim f(z) = f(0) : la fonction f est bien continue en 0, donc en définitive sur [0; 4+o0.
z—0

Remarque : le terme dominant en 0T est bien ici In(z), d’ou la factorisation réalisée ici.

On étudie dans cette question le taux d’accroissement de f en O :

_ In(z) 1 B
Vo > 07 f($) f(O) A z—In(z) ( ) _ lln(x) +x ln(x) _ 1 , oil -
x—0 x x xr — In(z) x — In(x)
lim x — In(z) = 400, donc par inverse : lim b 0= lim fla) - f(O),
z—0+ z—0t x — In(x) a0t —0
ce qui prouve bien que f est dérivable (a droite) en 0, avec :  f/(0) = 0.



3. a)

La fonction f est bien siir dérivable sur ]|0; 400 comme quotient de fonctions de référence déri-
vables sur cet intervalle, ol le dénominateur ne s’annule pas.

Lz —In(x) —In(z).(1-1)  1-In(z)

Ve >0: fl(z)= o= .
A (@ — (@) @ —Tn(@)?
| | 1 1
Pour z > 1, ona: f(z) = n(z) = n(az) , ot : lim n(z) = 0 par croissances
xr — In(z) A @ ztoo T
comparées, ce qui implique : lirf f(z)=0x 0= 0.
T——400 —

La courbe de f admet donc une asymptote horizontale d’équation y = 0 (c’est-a-dire I’axe des
abscisses) en +o0o.

Le signe de f’(z) est, sur |0; +00[, celui de 1 — In(z) puisque le dénominateur est toujours stric-
tement positif d’aprés 1. Comme : 1 —In(z) > 0 <= In(z) <1 <= z < e, on en déduit le
tableau de variation :

x 1 e 400
f(x) + + 0 —
_1
e—1
f \
0
-1

4. Vu que : Vo > 0, = —In(z) > 0 d’apres 1. le signe de f est donc celui de In(x) sur ]0; +o0.

On en déduit donc que f est négative sur [0; 1], puis positive sur |1; 400 (et ne s’annule qu’en 0).

5. Pour tout réel positif x € R, on pose F(x / f(#)dt.

a)

b)
c)

La fonction f étant continue sur [0; +o00[, elle admet des primitives sur cet intervalle. La fonction
F est ainsi définie sur [0; +00], de par son expression, comme LA primitive de f qui s’annule en
0. A ce titre, F est bien de classe C! sur [0; +o0], puisque sa dérivée f est continue.

Le signe de f, obtenu a la question précédente, donne les variations de F':

T 0 1 400
f(x) - 0 +

oo, |00, (WO e,

t 2 1 2 T—r+00
Pour tout réel ¢t > 1, on sait que In(¢) > 0, donc : ¢t —1In(t) <t et ¢—In(t) >0 daprés 1.
1 1
Ainsi, par décroissance de la fonction inverse sur ]0; +00] : m > o donc :
—In

In(t) - In(t)

1
vi>1, t —1In(¢)

(In(t) > 0)



Les fonctions concernées sont continues sur [1;4o00[, pour z > 1 les bornes sont dans 'ordre
croissant, donc par croissance de l'intégrale :

* n(t *In(t 1 2
— / ﬁd@/ () 4, — @)
S : , “ In(t)
Le théoréme de comparaison permet de conclure : lim ————dt = +o0.

z—too [1 t —1In(t)
1 T
On a par ailleurs:  Vz > 1, F(z) = / f(t)dt —|—/ f(t)dt d’aprés la relation de Chasles.
0 1

La premiére intégrale est une constante réelle puisque f est continue sur [0; 1], la seconde tend
vers +o0o lorsque x tend vers +4oc.
+oo

On a bien : lirf F(z) = +o0, ce qui signifie au passage que l'intégrale impropre f(t)dt,
T—r+00 0

est divergente.

PROBLEME

Partie 1
1 1/2 0
On considére la matrice M = [0 1/2 2/3
0 0 1/3

1. a) La matrice M étant triangulaire, ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux, c’est-a-dire,
rangées dans 'ordre décroissant :

wn {3

b) La matrice M est carrée d’ordre 3, et posséde trois valeurs propres distinctes : elle est donc
diagonalisable, selon le critére suffisant.

1 -1 3
2.0npose P=[0 1 —4
0 0 1
1 —1/2 1
a) Le produit matriciel donne: MP= [0 1/2 —4/3
0o 0 1/3

Or si on se souvient que le produit matriciel M P de deux matrices carrées revient a réaliser le
produit de M par chacune des colonnes de P, produits qui forment les colonnes de M P, on en

déduit :

1 1 1

e M O| =10],doncle vecteur Uy = | 0 | vérifie MU; = 1.U; et U; est vecteur propre de
0 0 0

pour la valeur propre \; = 1.

=1 —1/2 -1 1

o M | 1 = 1/2 |, donc le vecteur Uy = 1 vérifie MUy = §U2 et U, est vecteur
0 0 0

propre de M pour la valeur propre Ay = %

3 1 3 1

e M| —4| = | —4/3 ], donc le vecteur U3 = | —4 | vérifie MUz = gUg et Us est vecteur
1 1/3 1

propre de M pour la valeur propre A3 = 3



b) La matrice P est inversible pour deux raisons :
e La plus évidente est que c’est une matrice triangulaire supérieure, dont les coefficients diago-
naux sont tous non-nuls.
e On peut aussi dire que P est la matrice de la famille (Uy, Us, Us) constituée de trois vecteurs
propres associés a 3 valeurs propres distinctes : d’aprés le cours, on sait que cette famille est
libre, et donc que P est de rang maximal 3, donc inversible.

La matrice P est en fait la matrice de passage de la base canonique de Mj3;(R), & la base de
vecteurs propres (U, Us, Us).
La formule de changement de base s’écrit : M = PDP™!,

1 0 0
ou D est la matrice diagonale [ 0 1/2 0 | des valeurs propres de M.
0 0 1/3
A partir de cette relation, la récurrence habituelle donne évidemment : Vn € N, M" = PD"P—1.
1 11

¢) La méthode de Gauss donne : P~ = | 0 1 4 |. Comme la matrice D est diagonale, alors pour
0 01

1 0 0

toutndeN: D=0 (1/2)" 0
0 0 (1/3)"

, et aprés calculs :

Partie 2

Une urne contient une boule rouge et deux boules blanches. On y effectue au hasard des tirages d’une
boule selon la procédure suivante :

e Si la boule tirée est rouge, elle est remise dans 1'urne.

e Si la boule tirée est blanche, elle n’est pas remise dans ['urne.
Pour tout ¢ de N*, on note B; (respectivement R;) ’événement « on obtient une boule blanche (respec-
tivement rouge) au ° tirage ».

Pour tout n de N*, on note X, la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches qui restent dans
I'urne apreés le n® tirage et ’on pose Xy = 2.

On pose U,, = | P(X,,=1) | et on a donc Uy = | 0
P(X, = 2) 1

1. Pour tout entier n € N, les événements ([X,, = 0], [X,, = 1], [X,, = 2]) forment un systéme complet.

La formule des probabilités totales, avec ce s.c.e., donne :

ou : P([Xn =2]N (X1 = 0]) = 0 puisqu’on ne peut pas, en un seul tirage, retirer les deux boules
blanches qui étaient encore dans 'urne a l'issue du n® tirage.

Si P(X,, =0) # 0, on peut écrire : P ([X,, = 0] N [X11 = 0]) = P(X,, = 0) X Pix,—0(Xn+1 = 0)
ot Pix,—0](Xn41 = 0) = 1 puisque si 'urne ne contient plus aucune boule blanche au n° tirage, il est



certain qu’on sera dans la méme situation au tirage suivant.
La relation P([X,, = 0] N [X,11 = 0]) = P(X,, = 0) est encore vraie si P(X,, = 0) = 0, auquel cas
les deux membres sont nuls.

Si P(X, = 1) # 0, on peut écrire : P ([X,, = 1] N [Xps1 = 0]) = P(X,, = 1) X Px,,=1)(Xpt1 = 0);
sachant que I'urne contient une boule blanche et la rouge au n® tirage, la probabilité de retirer la

boule blanche est 3

1
La relation P([X, = 1] N[X,41 = 0]) = §P(Xn = 1) est vraie méme si P(X,, = 1) = 0, auquel cas
les deux membres sont nuls.

La formule des probabilités totales donne aussi :
P(Xp1=1)=P([X, =0N[Xpp1 =1]) + P([X,, = 1] N [Xp1 = 1]) + P([X, = 2] N [ X1 = 1])

o : P([X, = 0] N [X,41 = 1]) = 0 puisque le nombre de boules blanches dans I'urne ne peut que
rester stable ou diminuer.

SiP(X,=1)#0: P([X,=1N[X, =1]) = P(X, =1) x Px,—1)(Xn11 = 1); la probabilité
conditionnelle est celle de tirer la boule rouge dans une urne qui en contient une rouge et une blanche,

1
donc : P([X, =1 N[X,11 =1]) = §P(Xn = 1), formule encore vraie si P(X, =1) =0.

SiP(X,=2)#0: P([X,=2N[X,1 =1]) = P(X, =2) x Px,—2(X,41 = 1), ot la probabilité
conditionnelle est celle de retirer une boule rouge d’une urne qui en contient deux rouges et une

2
blanche, donc : P([X,, = 2] N [X,41 = 1]) = §P(Xn = 2), formule encore vraie si P(X,, =2) = 0.
Enfin, par une derniére utilisation de la formule des probabilités totales :
P(Xn1 =2)=P([X, = 01N [Xp1 =2]) + P([X,, =1 N [Xp1 =2]) + P([X, =2 N [X1 = 2))

oun: P([X,=0N[Xp1=2])=P([X,=1N[Xp1=2]) =0, et :

Si P(X,=2)#0, P([X,=2]N[X1 =2]) =P(X, =2) X Px,—2(Xy41 = 2), ot la probabilité

conditionnelle est celle de tirer la boule rouge dans I’urne qui en contient une blanche et deux rouges;
1

la formule P([X,, = 2] N [X, 41 =2]) = gP(Xn = 2) est encore vraie si P(X,, =2) =0.

On en déduit : pour tout n € N,

P(Xpy1 = 0) P(X, =0)+3P(X, =1) 1 1/2 0 P(X, = 0)
Uir= | P(Xp1=1) | = %P(Xn =1)+ %P(Xn =2) =10 1/2 2/3|x|P(X,=1)| =MU,
P(X,1=2) %P(Xn =3) 0 0 1/3 P(X,=2)
. ’énoncé donnant la formule : U, = M"U, a démontrer, on rédige la récurrence trés simple qui en

constitue la preuve :
Pour n =0 : MUy = I3U, = Uy, donc la formule est vraie au rang 0.

Supposons P(n) vraie pour un certain n € N, alors au rang suivant :
Up,i1 = MU, LELN VB M"U, = M™'U,, donc la propriété est héréditaire.

La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout n € N, d’aprés le principe
de récurrence.

Le calcul explicite de U, est alors trés simple : étant donné la valeur de Uy, le produit M"U,
correspond simplement a la troisiéme colonne de la matrice M"™ qui a été obtenue a la derniére



question de la partie 1.
1\" 1\"
1-4(5) +3(5)
P(X, =0) 2 3
1\" 1\"
b= 4G) —1G)
2 3
()
3
. On note 77 la variable aléatoire égale au numéro du tirage ot 'on extrait la premiére boule blanche
et T la variable aléatoire égale au numéro du tirage ou 'on extrait la deuxiéme boule blanche. On

admet que T) et Ty sont des variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (92, .4, P)
que les variables aléatoires X,, (n € N).

Vn € N, P(X, =

a) La variable aléatoire T} correspond au temps d’attente d’un premier succés : obtenir une boule
blanche, dans une suite d’épreuves de Bernoulli identiques et sans mémoire, puisque tant qu’on
n’obtient que des boules blanches, I'urne reste dans 1’état initial pour le tirage suivant.

2
La probabilité de tirer une premiére boule blanche dans ces conditions est 3 donc 77 suit la loi

géométrique de paramétre p = 3 :

N
T(Q) =N, VkeN, P@=k=(5) -3
b) L’événement [T, = 2| est réalisé si et seulement si on obtient les deux boules blanches coup sur
coup :
2 1 1
[TQ:Q]:BlﬂBQ et P(T2:2):P(Bl)><P31(Bz):§><525
L’événement [T, = 3| est réalisé si et seulement si on obtient une premiére boule blanche au
premier ou au deuxiéme tirage, la seconde étant obtenue au troisiéme tirage seulement, :
[Ty = 3] = (BiNRyNB3)U(R1N BN Bg); par union disjointe et d’aprés la formule des probabilités
composées :

P(Tz = 3) = P(B1) X PBl<R2) X PBng(Bs) + P(Rl) X PRI(Bz) X PRmBz<BB)

+ +
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c¢) Le couple (71,T3) a pour univers-image I’ensemble des couples (7, j) d’entiers naturels non-nuls
tels que 7 < j : en effet, le tirage de la deuxiéme boule blanche dans I'urne, intervient forcément
strictement aprés la premiére !

Ainsi : pour tout couple (i,5) € (N*)2 tel que 7 > 7, P([T1 =i N[l = j]) =0, et sinon, si ¢ < j :
Ty =iNTh=jl=Ri0..NR_1NB,NR 1 N...NR;_1 N B,

et d’aprés la formule des probabilités composées :

P([T1 =N = j]) = P(Ry) X Pgr,(R2) X ... X Pg,n.nri_y(Ri—1) X Pr,n. R, (Bi)

X PR1ﬂ...ﬂRiflﬂB¢ (Ri+1> X ... X PR1I’7...I’7RJ’72 (ijl) X PRlﬂ...ﬂijl(Bj)

1\i-1 2 INj—i-1 1 1\ 1\j—1 ‘
-G) @ G @)
3 3 2 2 3 2
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d)

4. a)

5. a)

Le calcul de la loi marginale de T3, qui a pour univers-image [2, +00[, repose sur la formule des
probabilités totales, appliquée avec le systéme complet d’événements ([T1 = i])l.eN* :

()G

1
puisque les termes de la somme sont nuls lorsque ¢ > j

SORRERNNC )

-1

<.

Vi > 2, P<T2=j>=ZP([T1=i]ﬂ[T2=j])=

)

Sy ()"

2

- X
3 1—

2
3

Vi > 2, }xjgzzj)::2<%)j—1__2(%>j_1

La variable aléatoire 75 admet une espérance si et seulement si la série Z JP(Ty = j) est
j>2

absolument convergente ; comme il s’agit d’une série & termes positifs (j = 2 et P(Tx = j) > 0

comme probabilité), la convergence simple suffit. Pour tout N > 2 :

ijp(ﬂ =j)= Qij(%)j_l y Qij(%)j—l

1
On reconnait deux séries géométriques dérivées de raisons 5 et, 3 appartenant a | — 1, 1] : la série

étudiée est donc convergente comme somme de séries convergentes, et 15 admet une espérance
qui vaut :

B(Ty) = Q;j(%)“ —2j22j(§)j1 = Q[ﬁ -1 ‘Q[m -

9 7
=2x4-2-2XxX—-42==
4Jr 2

Pour tout entier n > 2 : I’événement [T = n| est réalisé si et seulement si I'urne contient encore
une boule blanche & l'issue du (n — 1) tirage, et n’en contient plus aucune a l'issue du tirage

suivant :
Vn>2 [T =n]=[X,1=1Nn[X,=0]

La formule des probabilités composées, et la loi de X,, calculée au début de cette partie donnent :

Vn22, P(Ty=n) = P(Xn1 =1) x P, ,_y(X, = 0) = M})n—l - 4<})n—1] ) %

2 3
-2(3)7 2()"

On retrouve bien la loi de T, par cette autre méthode.

On rappelle qu’en Scilab, la commande grand(1,1,’uin’,1,n) renvoie aléatoirement un nombre
entier élément de [1,n].

Compléter le programme suivant pour qu’il simule 'expérience aléatoire étudiée et affiche le plus
petit entier naturel n pour lequel X,, = 0.

X=2;n-=0;

while (X>1)

11 @ M. o jor TR epons
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11

12

13

14

15

16

hasard = grand(l,!,'uin',1,3)
if (hasard <= 2) then
X =
end
end
while (X>0)
n = nt+l;
hasard = grand(1,1,'uin',1,2)
if (hasard == 1) then
X =
end
end
disp(n)

Le plus petit entier naturel n pour lequel X,, = 0 donne déja la valeur de T5, puisque cela
correspond a l'instant ot on a retiré la seconde boule blanche de 'urne. 1l suffit en fait de rajouter
une instruction disp (n) aprés la premiére boucle while (ligne 9), cette valeur de n correspondant
bien a la valeur de 7T}, nombre de tirages juste nécessaires pour retirer la premiére boule blanche
de I'urne.
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