
MATHÉMATIQUES - EMLyon E 2012

Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

Partie I : Étude de la matri
e B

1. Les valeurs propres de B sont les réels λ tels que B − λ.I2 est non inversible.

Pour les matri
es de M2(R), on dispose du 
ritère d'inversibilité selon le déterminant :

B−λ.I2 =

(

2− λ 2
1 3− λ

)

est non inversible ⇐⇒ (2−λ)×(3−λ)−1×2 = 0 ⇐⇒ λ2−5λ+4 = 0.

Les deux ra
ines du trin�me sont 1 et 4, 
e sont les valeurs propres de B.

(B − I2).X = 0 ⇐⇒
(

1 2
1 2

)(

x

y

)

=

(

0
0

)

⇐⇒ x+ 2y = 0 ⇐⇒ x = −2y,

don
 : E1(B) = Vect

((

−2
1

))

.

(B − 4I2)X = 0 ⇐⇒
(

−2 2
1 −1

)(

x

y

)

=

(

0
0

)

⇐⇒ x− y = 0 ⇐⇒ x = y,

don
 E4(B) = Vect

((

1
1

))

.

La matri
e B est bien diagonalisable, 
omme élément de M2(R) qui possède deux valeurs propres

distin
tes.

2. Au vu des résultats pré
édents, il existe bien une matri
eD =

(

1 0
0 4

)

semblable à B, via une matri
e

de passage P dont les 
olonnes sont ve
teurs propres de B pour 
ha
une de ses valeurs propres.

U1 =

(

−2
1

)

était le ve
teur propre de base obtenu pour la valeur propre 1 ; 
omme E1(B) est un

sous-espa
e ve
toriel de M2(R), −1

2
.U1 =

(

1
−1

2

)

est en
ore ve
teur propre de B pour 
ette valeur

propre.

Le ve
teur U2 =

(

1
1

)

véri�e déjà la 
ondition demandée, don
 la matri
e P 
her
hée est :

P =

(

1 1
−1

2
1

)

, telle que : B = PDP−1
.

3. D2 =

(

1 0
0 16

)

=

(

5 0
0 20

)

−
(

4 0
0 4

)

= 5.D − 4.I2. Mais alors :

B2 = PDP−1PDP−1 = PD2P−1 = P (5.D − 4.I2)P
−1 = 5.PDP−1 − 4.PP−1 = 5.B − 4.I2.

4. La relation pré
édemment obtenue permet d'é
rire :

B2 − 5.B = −4.I2 ⇐⇒ −1

4
.(B − 5.I2).B = I2, 
e qui prouve que B est inversible, d'inverse :

B−1 = −1

4
(B − 5.I2) =

(

3

4
−1

2

−1

4

1

2

)

(
e qu'on pouvait véri�er immédiatement ave
 le 
ritère d'inver-

sibilité des matri
es 2× 2).
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Partie II : Étude d'un endomorphisme de M2(R)

On 
onsidère l'appli
ation h : M2(R) → M2(R), M 7→ h(M) = AMB.

1. Soient M, N deux éléments de M2(R), et λ ∈ R quel
onque :

h(λ.M + N) = A(λ.M + N)B = λ.AMB + ANB = λ.h(M) + h(N), don
 h est une appli
ation

linéaire.

De plus : ∀M ∈ M2(R), h(M) = AMB ∈ M2(R) 
omme produit de trois matri
es 2× 2.

L'appli
ation h est bien un endomorphisme de M2(R).

2. On revient i
i à la dé�nition initiale d'une appli
ation bije
tive : h sera bije
tive si et seulement si :

pour tout N ∈ M2(R), l'équation h(M) = N d'in
onnue M ∈ M2(R), possède une unique solution

qui est alors notée M = h−1(N).

Cette stratégie est motivée par le fait que dans le même temps, l'énon
é demande l'expression de la

bije
tion ré
iproque h−1
, 
e qui est bien fourni par la résolution, pour N ∈ M2(R) quel
onque, de

l'équation :

h(M) = N ⇐⇒ AMB = N

⇐⇒ MB = A−1N

⇐⇒ M = A−1NB−1

On a utilisé i
i le fait que A et B sont inversibles : pour la matri
e A 
ela vient du fait qu'elle est

diagonale, de 
oe�
ients diagonaux tous deux non nuls.

On en 
on
lut que h est bien bije
tive (
'est un automorphisme de M2(R), de bije
tion ré
iproque

h−1 : M2(R) → M2(R), M 7→ A−1MB−1

3. On détermine dans 
ette question les valeurs propres de l'automorphisme h.

a) Soient λ ∈ R, M ∈ M2(R).
On note N = MP , et on a don
 aussi : M = NP−1

. Ainsi :

h(M) = λ.M ⇐⇒ AMB = λ.M ⇐⇒ ANP−1B = λ.NP−1

⇐⇒ ANP−1BP = λ.NP−1P ⇐⇒ AND = λ.N

b) Soit N =

(

x y

z t

)

∈ M2(R) :

AND = λ.N ⇐⇒
(

x 4y
−z −4t

)

= λ.

(

x y

z t

)

⇐⇒



















(1− λ)x = 0

(4− λ)y = 0

(−1 − λ)z = 0

(−4 − λ)t = 0

.

Ce système admet don
 une solution non nulle si et seulement si λ ∈ {1,−1, 4,−4}.

) Comme l'équation matri
ielle résolue 
i-dessus équivaut à : h(M) = λ.M , 
es quatre réels sont

don
 les valeurs propres de h.

Comme h est un endomorphisme de M2(R), espa
e ve
toriel de dimension 4, possédant 4 valeurs

propres distin
tes : h véri�e le 
ritère su�sant de diagonalisabilité, et dans une base B de ve
teurs

propres asso
iés à 
ha
une des valeurs propres :

H = MatB(h) =









1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 4 0
0 0 0 −4








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Remarque : il n'est pas di�
ile de véri�er que B = (E1,1P
−1, E2,1P

−1, E1,2P
−1, E2,2P

−1) où les

Ei,j sont les matri
es élémentaires de M2(R). Mais 
e n'était pas demandé !

d) L'égalité d'endomorphismes demandée se montre grâ
e à la représentation matri
ielle dans la base

B :

(H−I4)(H+I4)(H−4I4)(H+4I4) =









0 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 −5

















2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 5 0
0 0 0 −3

















−3 0 0 0
0 −5 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −8

















5 0 0 0
0 3 0 0
0 0 8 0
0 0 0 0









Le produit de 
es quatre matri
es diagonales est bien la matri
e nulle, 
e qui prouve bien l'égalité

d'endomorphismes :

(h− e) ◦ (h+ e) ◦ (h− 4e) ◦ (h+ 4e) = 0 (endomorphisme nul)

Exer
i
e 2

Partie I : Étude d'une fon
tion d'une variable réelle

On 
onsidère l'appli
ation f : [0,+∞[→ R dé�nie par : ∀t ∈ [0,+∞[, f(t) =

{

t ln(t) si t 6= 0

0 si t = 0
.

1. La fon
tion f est 
ontinue sur ]0,+∞[ 
omme produit de fon
tions dérivables sur 
et intervalle.

Par 
roissan
es 
omparées : lim
t→0+

t ln(t) = 0 = f(0), don
 f est aussi 
ontinue en 0.

La fon
tion f est don
 bien 
ontinue sur [0,+∞[.

2. La fon
tion f est de 
lasse C1
sur ]0,+∞[ 
omme produit de fon
tions de 
lasse C1

sur 
et intervalle,

et :

∀t ∈]0,+∞[, f ′(t) = ln(t) + t× 1

t
= 1 + ln(t)

3. Les variations de f dépendent du signe de sa dérivée, on résout :

f ′(t) > 0 ⇐⇒ 1 + ln(t) > 0 ⇐⇒ ln(t) > −1 ⇐⇒ t > e−1
par stri
te 
roissan
e de exp sur R.

Comme lim
t→+∞

t ln(t) = +∞ par produit de deux limites in�nies, le tableau de variations 
omplet de

f est :

x
0 e−1 +∞

f ′(x)

f

0

− +

0

−e−1

+∞

4. La fon
tion f est même de 
lasse C2
sur ]0,+∞[, ave
 :

∀t ∈]0,+∞[, f ′′(t) =
1

t
> 0

don
 f est bien 
onvexe sur ]0,+∞[.

5. On note Γ la 
ourbe représentative de f dans un repère orthonormal (O,~i,~j).
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a) On étudie i
i la dérivabilité de f en 0 :

Pour tout réel t > 0,
f(t)− f(0)

t− 0
= ln(t) −−−→

t→0+
−∞, don
 f n'est pas dérivable en 0, mais Γ

admet une demi-tangente verti
ale au point d'abs
isse 0.

b) Pour déterminer les points d'interse
tion de Γ et de l'axe des abs
isses, on résout l'équation :

f(t) = 0.

f(0) = 0, don
 0 est solution, et pour t > 0 : f(t) = 0 ⇐⇒ t ln(t) = 0 ⇐⇒ ln(t) = 0 ⇐⇒ t = 1.

Les points 
her
hés ont don
 pour 
oordonnées (0, 0) et (1, 0).


) Étude de la bran
he in�nie de Γ : on sait déjà que lim
t→+∞

f(t) = 0, ensuite :

∀t > 0,
f(t)

t
= ln(t) −−−−→

t→+∞
+∞, don
 Γ admet une bran
he parabolique d'axe (Oy) au voisinage

de +∞.

d) On tra
e en�n l'allure de Γ en tenant 
ompte de toutes les informations pré
édentes :

0 1 2 3

0

1

2

e−1

Γ

Partie II : Étude d'une fon
tion de deux variables réelles

On 
onsidère l'appli
ation F : ]0,+∞[2→ R, de 
lasse C2
, dé�nie, pour tout (x, y) ∈]0,+∞[2, par :

F (x, y) =
ln(x)

y
+

ln(y)

x
.

1. L'appli
ation F est bien de 
lasse C2
de ]0,+∞[2 dans R 
omme somme et quotients de fon
tions

de 
lasse C2
.

∀(x, y) ∈]0,+∞[2: ∂1(F )(x, y) =
1

xy
− ln(y)

x2
, et ∂2(F )(x, y) = − ln(x)

y2
+

1

xy

2. Gradient de F en (e, e) : ∇F (e, e) =

(

∂1(F )(e, e)
∂2(F )(e, e)

)

=









1

e× e
− ln(e)

e2

− ln(e)

e2
+

1

e× e









=







1

e2
− 1

e2

− 1

e2
+

1

e2






=

(

0
0

)

,

don
 (e, e) est bien un point 
ritique de F .

3. Pour tout (x, y) ∈]0,+∞[2 :

∂2

1,1(F )(x, y) = − 1

x2y
+

2 ln(y)

x3
, ∂2

2,2(F )(x, y) =
2 ln(x)

y3
− 1

xy2
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∂2

1,2(F )(x, y) = − 1

xy2
− 1

yx2
= ∂2

2,1(F )(x, y)

(F étant de 
lasse C2
, le théorème de S
hwarz garantit l'égalité des dérivées 
roisées).

4. La Hessienne de F en (e, e) est don
 :

H =

(

∂2
1,1(F )(e, e) ∂2

1,2(F )(e, e)

∂2
2,1(F )(e, e) ∂2

2,2(F )(e, e)

)

=

(

e−3 −2e−3

−2e−3 e−3

)

On 
al
ule alors les valeurs propres deH en déterminant les réels λ tels queH−λ.I2 =

(

e−3 − λ −2e−3

−2e−3 e−3 − λ

)

soit non-inversible.

D'après le 
ritère d'inversibilité des matri
es 2 × 2, 
'est le 
as si et seulement si le déterminant de

H − λ.I2 est nul, soit :

(e−3 − λ)2 − 4(e−3)2 = 0 ⇐⇒ (e−3 − λ− 2e−3)(e−3 − λ+ 2e−3) = 0 ⇐⇒ (−e−3 − λ)(3e−3 − λ) = 0

D'après la règle du produit nul, les valeurs propres de H sont don
 3e−3 > 0 et −e−3 < 0, qui sont
de signes opposés.

On peut don
 
on
lure que F n'admet pas d'extrémum lo
al en (e, e), mais un point-
ol.

Exer
i
e 3

Soit a ∈ R
∗
+.

1. Soit n ∈ N
∗
, et x > 0, on é
rit :

xn+2.e−
x2

2a2 = exp

(

(n+ 2) ln(x)− x2

2a2

)

= exp

(

x2.

[

(n+ 2).
ln(x)

x2
− 1

2a2

])

, où :

lim
x→+∞

ln(x)

x2
= 0 par 
roissan
es 
omparées, don
 : lim

x→+∞
(n+ 2)

ln(x)

x2
− 1

2a2
= − 1

2a2
< 0,

don
 lim
x→+∞

x2

[

(n + 2)
ln(x)

x2
− 1

2a2

]

= −∞, et en�n :

lim
x→+∞

exp

(

x2

[

(n+ 2)
ln(x)

x2
− 1

2a2

])

= lim
X→−∞

eX = 0

On a don
 prouvé que : lim
x→+∞

xn+2.e−
x2

2a2 = 0, 
'est-à-dire que :

xn.e−
x2

2a2 = o

(

1

x2

)

au voisinage de +∞.

Or :

∫

+∞

1

1

x2
dx 
onverge 
omme intégrale de Riemann, d'exposant α = 2 > 1, et x 7→ xn.e−

x2

2a2
est

une fon
tion 
ontinue, positive sur [1,+∞[.

Le théorème de 
omparaison des intégrales de fon
tions 
ontinues, positives assure don
 que l'inté-

grale impropre

∫

+∞

1

xn.e−
x2

2a2 dx est 
onvergente.

Comme par ailleurs, x 7→ xn.e−
x2

2a2
est 
ontinue sur [0, 1], l'intégrale de 
ette fon
tion entre 0 et 1 est

bien dé�nie, et on peut 
on
lure :

Pour tout n ∈ N, In =

∫

+∞

0

xn.e−
x2

2a2 dx =

∫

1

0

xn.e−
x2

2a2 dx+

∫

+∞

1

xn.e−
x2

2a2 dx est 
onvergente
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2. a) Une densité d'une variable aléatoire qui suit la loi normale N (0, a2) est dé�nie par :

∀x ∈ R, f(x) =
1

a
√
2π

e−
x2

2a2

On sait par ailleurs que f est une fon
tion paire, et que

∫

+∞

−∞

f(x)dx = 1, don
 :

I0 =

∫

+∞

0

e−
x2

2a2 dx = a
√
2π

∫

+∞

0

f(x)dx =
a
√
2π

2

∫

+∞

−∞

f(x)dx = a

√

π

2

b) La fon
tion ϕ dé�nie sur R par : ∀x ∈ R, ϕ(x) = e−
x2

2a2
, est dérivable sur R 
omme 
omposée de

fon
tions dérivables sur R, et : ∀x ∈ R, ϕ′(x) = − x

a2
e−

x2

2a2
. On en déduit :

∀A > 0,

∫ A

0

xe−
x2

2a2 dx = −a2
∫ A

0

ϕ′(x)dx = −a2 [ϕ(x)]A
0
= −a2.

(

e−
A2

2a2 − 1

)

Comme lim
A→+∞

e−
A2

2a2 = 0, on en déduit : I1 =

∫

+∞

0

x.e−
x2

2a2 dx = a2.

3. a) Soit un entier n > 2, et t un réel de [0,+∞[ ; on réalise une intégration par parties de

∫ t

0

xn.e−
x2

2a2 dx,

en posant :

u(x) = xn−1 → u(x) = (n− 1)xn−2

v′(x) = x.e−
x2

2a2 → v(x) = −a2.e−
x2

2a2

Les fon
tions u et v sont bien de 
lasse C1
sur [0,+∞[, don
 par intégration par parties :

∫ t

0

xn.e−
x2

2a2 dx =

[

−a2.xn−1e−
x2

2a2

]t

0

+ a2(n− 1).

∫ t

0

xn−2.e−
x2

2a2 dt

= −a2t.e−
t2

2a2 + a2(n− 1).

∫ t

0

xn−2.e−
t2

2a2 dt

b) D'après la question 1. : 
omme n > 2, les deux intégrales de la formule pré
édente admettent

une limite lorsque t tend vers +∞, et lim
t→+∞

−a2tn−1.e−
t2

2a2 = 0 toujours d'après 1. ; on peut don


passer à la limite quand t tend vers +∞, pour obtenir :

∀n > 2,

∫

+∞

0

xn.e−
x2

2a2 dx = 0 + a2(n− 1).

∫

+∞

0

xn−2.e−
x2

2a2 dx ⇐⇒ ∀n > 2, In = a2(n− 1).In−2


) Par appli
ation de la formule pré
édente :

I2 = (2− 1)a2.I0 = a3
√

π

2
et I3 = (3− 1)a2.I1 = 2a4

On 
onsidère l'appli
ation ga : R → R dé�nie, pour tout x ∈ R, par : ga(x) =







0 si x 6 0
x

a2
e−

x2

2a2
si x > 0

.

4. � Il est 
lair que ga est une fon
tion 
ontinue sur ]−∞, 0[ 
omme fon
tion 
onstante nulle, et sur

]0,+∞[ 
omme produit et 
omposée de fon
tions 
ontinues sur 
et intervalle.

La fon
tion ga est don
 
ontinue sur R, sauf peut-être en 0.
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� La fon
tion ga est aussi positive sur R : soit par
e qu'elle est nulle, soit 
omme produit de deux

réels positifs

x

a2
et e−

x2

2a2
pour x ∈]0,+∞[.

� En�n :

∫

+∞

−∞

ga(t)dt = 0 +

∫

+∞

0

x

a2
e−

x2

2a2 dx =
1

a2
.I1 = 1 puisque I1 = a2 
omme on l'a vu à la

question 2.b).

La fon
tion ga est bien une densité de probabilité.

5. On 
onsidère une variable aléatoire X admettant ga pour densité, soit Ga sa fon
tion de répartition :

∀t ∈ R, Ga(t) = P (X 6 t) =

∫ t

−∞

ga(x)dx. On distingue deux 
as :

� Si t 6 0 : Ga(t) = 0 puisque ga est nulle sur ]−∞, 0].

� Pour tout t ∈]0,+∞[ :

Ga(t) =

∫

0

−∞

ga(x)dx +

∫ t

0

ga(x)dx = 0 +

∫ t

0

x

a2
.e−

x2

2a2 dx

=

[

−e−
x2

2a2

]t

0

∀t ∈]0,+∞[, Ga(t) = 1− e−
t2

2a2

6. La variable aléatoire X admet une espéran
e si et seulement si l'intégrale :

∫

+∞

−∞

x.ga(x)dx est

absolument 
onvergente. Comme la fon
tion x 7→ x.ga(x) est nulle sur ] − ∞, 0] et positive sur

]0,+∞[, 
ela revient à prouver la 
onvergen
e simple de l'intégrale

∫

+∞

0

x2

a2
.e−

x2

2a2 dx =
1

a2
.I2.

L'intégrale est bien 
onvergente, et X admet une espéran
e, qui vaut, d'après la question 3.
) :

E(X) =
1

a2
.I2 = a

√

π

2

7. De même, la variable aléatoireX admet une varian
e si et seulement si elle admet un moment d'ordre

2. Il faut don
 prouver la 
onvergen
e absolue de l'intégrale

∫

+∞

−∞

x2.ga(x)dx, 
e qui revient à prouver

la 
onvergen
e simple de l'intégrale :

∫

+∞

0

x3

a2
.e−

x2

2a2 dx =
1

a2
.I3.

L'intégrale et bien 
onvergen
e, X admet don
 un moment d'ordre 2 et une varian
e, qui valent :

E(X2) =
1

a2
.I3 = 2a2 et V (X) = E(X2)−E(X)2 = 2a2 − π

2
.a2 =

4− π

2
.a2

d'après la formule de Koenig-Huygens.

8. a) On 
onsidère une variable aléatoire U suivant la loi uniforme (à densité) sur l'intervalle ]0, 1] :
la variable aléatoire ln(U) est alors (presque-sûrement) dé�nie, à valeurs dans ] − ∞, 0], 
e qui

garantit

que Z = a
√

−2 ln(U) est (presque-sûrement) bien dé�nie, à valeurs dans [0,+∞[.

On peut don
 déjà dire que : ∀t ∈] − ∞, 0[, FZ(t) = P (Z 6 t) = 0. Puis, pour tout réel

t ∈ [0,+∞[ :
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FZ(t) = P (a
√

−2 ln(U) 6 t)) = P (−2a2 ln(U) 6 t2) par stri
te 
roissan
e de t 7→ t2 sur R+

= P (ln(U) > − t2

2a2
) = P (U > e−

t2

2a2 ) par stri
te 
roissan
e de exp sur R

= 1− P (U < e−
t2

2a2 ) = 1− P (U 6 e−
t2

2a2 ) puisque U est à densité

Et 
omme : ∀t ∈]0,+∞[, − t2

2a2
6 0, alors e−

t2

2a2 ∈]0, 1], et don
 : P (U 6 e−
−t2

2a2 ) = e−
t2

2a2
. Ainsi :

∀t ∈]0,+∞[, FZ(t) = 1− e−
t2

2a2

On 
onstate don
 que les variables aléatoires X et Z ont la même fon
tion de répartition elles

suivent don
 la même loi.

b) La question pré
édente permet de voir qu'il su�t de simuler une variable U suivant la loi uniforme

sur ]0, 1], pour en déduire Z = a
√

−2 ln(U) qui simule la variable aléatoire X :

fun
tion Z=simulEML2012(a)

U = rand() //simule la loi uniforme sur ℄0,1℄

Z = a*sqrt(-2*log(U))

endfun
tion

Tout simplement... !

On 
onsidère n variables aléatoires indépendantes X1, X2, . . . , Xn suivant toutes la même loi que la

variable aléatoire X .

9. On 
onsidère la variable aléatoire An =

√
2

n
√
π
(X1 +X2 + . . .+Xn).

a) La linéarité de l'espéran
e donne l'existen
e de E(An), qui vaut :

E(An) =

√
2

n
√
π
.

n
∑

k=1

E(Xk) =

√
2

n
√
π
.n.a

√

π

2
= a

Ce qui prouve que An est bien un estimateur sans biais de a.

b) Comme An est un estimateur sans biais de a, son risque quadratique est égal à sa varian
e, qui

vaut :

V (An) =
2

n2π
V (X1+X2+. . .+Xn) =

2

n2π
(V (X1)+V (X2)+. . .+V (Xn)) =

2

n2π
×n.

4 − π

2
.a2 =

4− π

nπ
.a2


ar les variables X1, X2, . . . , Xn sont indépendantes et de même loi.

On dé�nit la variable aléatoire Mn = Min(X1, X2, . . . , Xn).
Ainsi : ∀t ∈ R, (Mn > t) = (X1 > t) ∩ (X2 > t) ∩ . . . ∩ (Xn > t).

10. a) Soit un réel t ∈ [0,+∞[ ; d'après l'égalité d'événements rappelée 
i-dessus :

P (Mn > t) = P ((X1 > t) ∩ (X2 > t) ∩ . . . ∩ (Xn > t))

= P (X1 > t)× P (X2 > t)× . . .× P (Xn > t) par indépendan
e des Xi

= (P (X > t))n = (1−Ga(t))
n


ar les Xi suivent toutes la loi de X

=

(

e−
t2

2a2

)n

P (Mn > t) = e−
nt2

2a2
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b) Comme X1, X2, . . . , Xn sont des variables aléatoires à valeurs positives, il est évident que leur

minimum est aussi à valeurs positives, et : ∀t ∈]−∞, 0], P (Mn 6 t) = 0.

Par ailleurs : ∀t ∈]0,+∞[, P (Mn 6 t) = 1 − P (Mn > t). On en déduit l'expression 
omplète de

la fon
tion de répartition de Mn :

∀t ∈ R, FMn(t) = P (Mn 6 t) =

{

0 si t 6 0

1− e−
nt2

2a2
si t > 0


) Il su�t i
i de repérer que la fon
tion de répartition FMn est de la même forme que Ga obtenue à

la question 5., on peut même é
rire :

∀t ∈]0,+∞[, FMn(t) = 1− e
−

t2

2(a/
√

n)2
, don
 FMn = Gb ave
 b =

a√
n
.

On en 
on
lut que Mn est elle-même une variable à densité, et que gb est une densité de Mn,

toujours ave
 b =
a√
n
.

d) On peut i
i reprendre le 
al
ul réalisé à la question 6., en remplaçant a par b =
a√
n
pour 
on
lure

dire
tement que :

Mn admet une espéran
e et une varian
e qui valent : E(Mn) = a

√

π

2n
et V (Mn) =

4− π

2n
.a2

11. a) La linéarité de l'espéran
e donne i
i : E

(

√

2n

π
.Mn

)

=

√

2n

π
.E(Mn) = a, 
e qui prouve que :

Bn =

√

2n

π
.Mn est un estimateur sans biais de a.

b) Comme Bn est un estimateur sans biais de a, son risque quadratique est égal à sa varian
e, qui

vaut :

V (Bn) =
2n

π
V (Mn) =

2n

π
× 4− π

2n
.a2 =

4− π

π
.a2

Remarque : on a obtenu i
i deux estimateurs sans biais An et Bn du paramètre a.

Mais 
omme lim
n→+∞

V (An) = 0 alors que V (Bn) =
4− π

π
.a2 > 0 reste 
onstant : seul le premier

estimateur est 
onvergent, puisque son risque quadratique tend vers 0.

Il est don
 très préférable d'estimer a par An plut�t que par Bn.
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