
MATHÉMATIQUES - EMLyon E 2011

Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

On 
onsidère l'appli
ation

f : ]0; +∞[ → R

x 7→ f(x) = (x+ ln x).ex−1

Partie I : Étude et représentation graphique de f

1. La fon
tion f est dé�nie et dérivable sur ]0; +∞[, 
omme produit de fon
tions dérivables sur 
et

intervalle.

Pour tout x ∈]0; +∞[ :

f ′(x) = (1 +
1

x
).ex−1 + (x+ ln(x)).1.ex−1 = [1 +

1

x
+ x+ ln(x)].ex−1

2. Démontrons que : ∀x ∈]0; +∞[, ln(x) +
1

x
> 0.

On étudie pour 
ela les variations de la fon
tion h : x 7→ ln(x) +
1

x
, dé�nie et dérivable sur ]0; +∞[,

ave
 :

∀x > 0, h′(x) =
1

x
−

1

x2
=

x− 1

x2
. Comme x2 > 0, sur ]0; +∞[, h′(x) est du signe de x− 1 :

x− 1 > 0 ⇐⇒ x > 1, don
 h est stri
tement dé
roissante sur ]0; 1], puis stri
tement 
roissante sur

[1; +∞[. Elle admet don
 un minimum global en x = 1 qui vaut : h(1) = ln(1) +
1

1
= 1, don
 on

peut é
rire :

∀x ∈]0; +∞[, ln(x) +
1

x
> 1, 
e qui implique : ∀x ∈]0; +∞[, ln(x) +

1

x
> 0.

3. Puisqu'on sait maintenant que : ∀x ∈]0; +∞[, ln(x) +
1

x
> 0, le fait d'ajouter x + 1 > 0 à 
ette

quantité ne 
hange pas son signe, et on a bien : ∀x ∈]0; +∞[, x+ ln(x) + 1 +
1

x
> 0.

4. On a vu en 1. que : ∀x ∈]0; +∞[, f ′(x) = (x+ ln(x) + 1 +
1

x
).ex−1

.

Comme une exponentielle est toujours stri
tement positive, et puisque le fa
teur qui la pré
ède est

toujours stri
tement positif d'après 3., alors par produit :

∀x ∈]0; +∞[, f ′(x) > 0, et la fon
tion f est stri
tement 
roissante sur ]0; +∞[.
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5. lim
x→+∞

ln(x) = +∞ = lim
x→+∞

ex−1
, don
 par somme et par produit : lim

x→+∞
f(x) = +∞.

lim
x→0+

ln(x) = −∞, don
 lim
x→0+

x+ ln(x) = −∞ et lim
x→0+

ex−1 = e−1 > 0, don
 par produit :

lim
x→0+

f(x) = −∞.

f(1) = (1 + ln(1)).e1−1 = (1 + 0).e0 = 1, et f ′(1) = (1 + ln(1) + 1 + 1/1).e1−1 = 3.

x

f ′(x)

f

0

+∞

+

−∞

+∞

6. La limite de f en 0+ prouve que C admet une asymptote verti
ale d'équation x = 0.

Pour x > 0 :

f(x)

x
=

(x+ ln(x))ex−1

x
= (1+

ln(x)

x
).ex−1

, où : lim
x→0+

ln(x)

x
= 0 par 
roissan
es 
ompa-

rées, don
 lim
x→+∞

1 +
ln(x)

x
= 1, et par produit, lim

x→+∞

f(x)

x
= +∞.

On en déduit que C admet une bran
he parabolique d'axe (Oy) au voisinage de +∞.

7. Équation de la tangente à la 
ourbe de f au point d'abs
isse 1 :

y = f ′(1).(x− 1) + f(1) ⇐⇒ y = 3(x− 1) + 1 ⇐⇒ y = 3x− 2.

0 1 2 3 4−1−2
0

1

2

3

4

−1

−2

(Cf )

Partie II : intervention d'une suite réelle asso
iée à f

On 
onsidère la suite réelle (un)n∈N dé�nie par : u0 = 2 et, pour tout n ∈ N : un+1 = f(un).

1. On démontre par ré
urren
e la propriété P(n) : "un existe et un > 2".

I. u0 = 2, don
 P(0) est évidemment vraie.

H. Supposons P(n) vraie pour un 
ertain n ∈ N, et montrons qu'alors P(n + 1) est vraie, soit :

un+1 > 2.
��������������

On sait que un > 2, et que f est stri
tement 
roissante sur ]0; +∞[, don
 : f(un) > f(2), où :

f(2) = (2 + ln(2)).e2−1 = (2 + ln(2)).e, ave
 : 2 + ln(2) > 2 vu que ln(2) > 0 (2 > 1), et e > 1, don
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par produit : (2+ ln(2)).e > 2, don
 : un+1 = f(un) > f(2) > 2, 
e qui prouve que P(n+1) est vraie
si P(n) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout entier n ∈ N, d'après le

prin
ipe de ré
urren
e.

2. On démontre, par ré
urren
e en
ore, que P(n) : un > en est vrai pour tout entier n ∈ N.

I. u0 = 2 et e0 = 1, don
 u0 > e0 et P(0) est vraie.

H. Supposons la propriété vraie pour un 
ertain entier n ∈ N, et montrons qu'alors P(n + 1) est
en
ore vraie, soit : un+1 > en+1

��������������

On sait (H.R.) que : un > en, et 
omme f est stri
tement 
roissante sur R
∗
+, alors :

f(un) > f(en), où : f(un) = un+1, et f(e
n) = (en + n)× ee

n−1
, qui n'est pas évidemment supérieur à

en+1
...

On repart don
 de : f(un) = (un + ln(un)).e
un−1

, où : d'après la question pré
édente, un > 2 don
 :

ln(un) > ln(2) > 0, et un + ln(un) > un > en (H.R.), et un − 1 > 1 don
 eun−1 > e par 
roissan
e de

exp sur R.

Par produit d'inégalités entre réels positifs, on déduit : f(un) > en × e ⇐⇒ un+1 > en+1
.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout entier n ∈ N, d'après le

prin
ipe de ré
urren
e.

Comme lim
n→+∞

en = +∞, on en déduit par 
omparaison : lim
n→+∞

un = +∞.

3. La question est i
i légitime : par dé�nition de la divergen
e vers +∞ de la suite, il existe bien un

premier entier n tel que un > 1020.

u=2; n=0;

while u < 1e20

u = (u+log(u))*exp(u-1)

n = n+1

end

disp(n)

Partie III : Étude d'extremums lo
aux pour une fon
tion de deux variables

asso
iée à f

On 
onsidère l'appli
ation : F : ]0,+∞[→ R, x 7→ F (x) =

∫ x

1

f(t)dt.

1. La fon
tion F apparaît i
i 
omme La primitive de f qui s'annule en 1, bien dé�nie sur ]0,+∞[ puisque
f est 
ontinue sur 
et intervalle. Comme f est de 
lasse C1

sur ]0,+∞[ (somme et produit de telles

fon
tions), sa primitive F est bien de 
lasse C2
sur ]0,+∞[, et : ∀x ∈]0,+∞[, F ′(x) = f(x).

On 
onsidère l'appli
ation de 
lasse C2

G : ]0,+∞[2→ R, (x, y) 7→ G(x, y) = F (x) + F (y)− 2e
x+y

2 .

2. Pour tout 
ouple (x, y) ∈]0,+∞[2 :

∂1(G)(x, y) = F ′(x)+0−2×
1

2
e

x+y

2 = f(x)−e
x+y

2
et ∂2(G)(x, y) = 0+F ′(y)−2×

1

2
e

x+y

2 = f(y)−e
x+y

2

3. a) L'étude de la fon
tion f faite dans la partie I montre qu'elle est 
ontinue, stri
tement 
roissante

sur ]0,+∞[ : elle réalise don
 une bije
tion, d'après le théorème du même nom, de ]0,+∞[ dans
l'intervalle image f(]0,+∞[) = R.
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b) Le 
ouple (x, y) ∈]0,+∞[2 est un point 
ritique de G si et seulement si :

{

∂1(G)(x, y) = 0

∂2(G)(x, y) = 0
⇐⇒

{

f(x)− e
x+y

2 = 0

f(y)− e
x+y

2 = 0
⇐⇒

{

f(x)− e
x+y

2 = 0

f(x)− f(y) = 0 L2 ← L1 − L2

⇐⇒

{

f(x) = f(y)

f(x) = e
x+y

2

⇐⇒

{

x = y

f(x) = ex
puisque f est bije
tive

⇐⇒

{

x = y

(x+ ln(x))ex−1 = ex
⇐⇒

{

x = y

x+ ln(x) = e

4. Il est très fa
ile de voir que la fon
tion ϕ : x 7→ x + ln(x) est 
ontinue, stri
tement 
roissante

sur ]0,+∞[ 
omme somme de deux fon
tions ayant 
es propriétés, ave
 lim
x→0+

x + ln(x) = −∞ et

lim
x→+∞

x+ ln(x) = +∞.

La fon
tion ϕ réalise don
 une bije
tion de ]0,+∞[ dans R qui 
ontient 0, et l'équation :

x+ ln(x) = e admet don
 une unique solution α ∈]0,+∞[.

Comme de plus : ϕ(1) = 1 et ϕ(e) = e+1 : l'inégalité ϕ(1) < ϕ(α) < ϕ(e) est vraie et est équivalente
à 1 < α < e par stri
te 
roissan
e de ϕ sur ]0,+∞[.

5. Des deux questions pré
édentes, on déduit que le système :

{

x = y

x+ ln(x) = e
admet un unique 
ouple

solution, à savoir (α, α). C'est don
 l'unique point 
ritique de G, et par 
onséquent l'unique point en

lequel 
ette fon
tion de 
lasse C2
sur ]0,+∞[2 est sus
eptible de présenter un extrémum lo
al.

On doit alors 
al
uler les dérivées partielles d'ordre 2 de G ; pour tout (x, y) ∈]0,+∞[2 :

∂2
1,1(G)(x, y) = f ′(x)−

1

2
e

x+y

2 = (x+ln(x)+1+
1

x
)ex−1−

1

2
e

x+y

2 , ∂2
2,2(G)(x, y) = (y+ln(y)+1+

1

y
)ey−1−

1

2
e

x+y

2

∂2
1,2(G)(x, y) = ∂2

2,1(G)(x, y) = −
1

2
e

x+y

2

Au point 
ritique (α, α), les dérivées partielles d'ordre 2 valent :

∂2
1,1(G)(α, α) = (α+ln(α)+1+

1

α
).eα−1−

1

2
eα = (e+1+

1

α
).eα−1−

1

2
eα = (

1

2
+
1

e
+

1

eα
)eα = ∂2

2,2(G)(α, α)

∂2
1,2(G)(α, α) = ∂2

2,1(G)(α, α) = −
1

2
eα

La Hessienne de G en (α, α) est don
 : H =









(
1

2
+

1

e
+

1

eα
)eα −

1

2
eα

−
1

2
eα (

1

2
+

1

e
+

1

eα
)eα









Ses valeurs propres sont les réels λ tels que :H−λ.I2 =









(
1

2
+

1

e
+

1

eα
)eα − λ −

1

2
eα

−
1

2
eα (

1

2
+

1

e
+

1

eα
)eα − λ









est non-inversible, 
e qui est le 
as si et seulement si son déterminant est nul, soit :

(

(
1

2
+

1

e
+

1

eα
)eα − λ

)2

−

(

1

2
eα
)2

= 0 ⇐⇒

(

(
1

e
+

1

eα
)eα − λ

)

×

(

(1 +
1

e
+

1

eα
)eα − λ

)

= 0

D'après l'identité remarquable bien 
onnue. La règle du produit nul fait don
 apparaître que les

valeurs propres de H sont :

λ1 = (
1

e
+

1

eα
)eα et λ2 = (1 +

1

e
+

1

eα
)eα
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Vu la dé�nition de α ∈]1, e[, les deux valeurs propres sont stri
tement positives : on en déduit que

G admet bien un extremum lo
al au point (α, α), et que 
'est un minimum lo
al.

Exer
i
e 2

On 
onsidère les matri
es : I =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 , A =





1 1 1
1 1 1
1 1 3





.

Partie I : Détermination d'une ra
ine 
arrée de A

1. Sans 
al
ul : A n'est pas inversible 
ar elle a deux 
olonnes égales, et A est diagonalisable 
ar elle

est symétrique réelle.

Comme les deux premières 
olonnes de A sont égales, et non proportionnelles à la troisième :

rg(A) = 2.

2. L'énon
é donne déjà les trois valeurs propres à tester pour A :

� On sait déjà que 0 est valeur propre de A, puisque 
ette dernière est non inversible. On détermine

le sous-espa
e propre asso
ié en résolvant le système : AX = 0 d'in
onnue X =





x
y
z





:

AX = 0 ⇐⇒







x + y + z = 0
x + y + z = 0
x + y + 3z = 0

⇐⇒

{

x + y + z = 0
2z = 0

⇐⇒

{

y = −x

z = 0

Ainsi : E0(A) =











x
−x
0





∣

∣

∣

∣

∣

∣

x ∈ R







= Vect









1
−1
0









. Comme le seul ve
teur de la famille

génératri
e obtenue de E0(A) est non-nul, il forme don
 une famille libre, don
 une base de 
e

sous-espa
e.

� A − I =





0 1 1
1 0 1
1 1 2





est non inversible 
ar sa troisième 
olonne est égale à la somme des deux

premières, don
 1 est bien valeur propre de A.

On résout ensuite le système AX = X ⇐⇒ (A− I)X = 0 :

(A− I)X = 0 ⇐⇒







y + z = 0
x + z = 0
x + y + 2z = 0

⇐⇒







x + z = 0 L1 ↔ L2

y + z = 0
x + y + 2z = 0

⇐⇒







x + z = 0
y + z = 0
y + z = 0 L3 ← L3 − L1

{

x = −z

y = −z

Ainsi : E1(A) =











−z
−z
z





∣

∣

∣

∣

∣

∣

z ∈ R







= Vect









−1
−1
1







 = Vect









1
1
−1









. À nouveau, le seul

ve
teur qui engendre E1(A) est non-nul, don
 forme une famille libre, et �nalement une base du

sous-espa
e propre.
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� A − 4I =





−3 1 1
1 −3 1
1 1 −1





; le 
ritère de non-inversiblité est i
i moins évident, mais on véri�e

que 4 est bien valeur propre de A en véri�ant que le système (A− 4I)X = 0 possède une in�nité

de solutions :

(A− 4I)X = 0 ⇐⇒







−3x + y + z = 0
x − 3y + z = 0
x + y − z = 0

⇐⇒







−3x + y + z = 0
−8y + 4z = 0 L2 ← 3L2 + L1

4y − 2z = 0 L3 ← 3L3 + L1

⇐⇒

{

−3x + y + z = 0
2y − z = 0

(L2 et L3 sont proportionnelles)

⇐⇒

{

−3x+ 3y = 0 ⇐⇒ x = y

z = 2y

On trouve bien une in�nité de solutions, don
 4 est bien valeur propre de A, le sous-espa
e propre

asso
ié est : E4(A) =











y
y
2y





∣

∣

∣

∣

∣

∣

y ∈ R







= Vect









1
1
2









.

3. On sait déjà que A est diagonalisable : 
omme 
'est une matri
e d'ordre 3 et qu'on vient de lui trouver

3 valeurs propres distin
tes, elle n'en possède pas d'autres, et les trois ve
teurs propres déterminés

pré
édemment forment une base deM3,1(R), de sorte que :

A = PDP−1
ave
 D =





0 0 0
0 1 0
0 0 4





et P =





1 1 1
−1 1 1
0 −1 2





4. La méthode de Gauss donne : P−1 =







1/2 −1/2 0

1/3 1/3 −1/3

1/6 1/6 1/3






.

5. D'après les propriétés des matri
es diagonales, il est évident que ∆ =





0 0 0
0 1 0
0 0 2





véri�e : ∆2 = D.

6. On note R = P∆P−1
, alors : R2 = P∆P−1P∆P−1 = P∆I∆P−1 = P∆2P−1 = PDP−1 = A.

Le 
al
ul expli
ite donne : R =







2/3 2/3 1/3

2/3 2/3 1/3

1/3 1/3 5/3






.

Partie II : Étude d'endomorphismes

On munit R
3
de sa base 
anonique B = (e1, e2, e3) et on 
onsidère les endomorphismes f et g de R

3

dont les matri
es dans B sont respe
tivement A et R.

On note C = (u1, u2, u3) la base de R
3
telle que P est la matri
e de passage de B à C.

1. D'après la formule de 
hangement de base : puisque A représente f dans la base B, alors D = P−1AP
représente f dans la base C.

De même, la relation : R = P∆P−1 ⇐⇒ ∆ = P−1RP exprime que g, représenté par R dans la

base B, est représenté par ∆ dans la base C.

2. a) Le noyau Ker(f) est le sous-espa
e propre de f asso
ié à la valeur propre 0 : on a déjà fait tous

les 
al
uls dans la partie I !

Ils prouvent que : Ker(f) = E0(f) = Vect(u1) ave
 les notations introduites dans 
ette partie II ;
le ve
teur non-nul forme à lui seul une famille génératri
e de Ker(f) et libre, 
'en est une base,

et dimKer(f) = 1.
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b) Utilisons là en
ore le bon point de vue : C = (u1, u2, u3) étant une base de f , on sait que :

Im(f) = Vect(f(u1), f(u2), f(u3)) = Vect(0R3, u2, 4u3) = Vect(u2, u3).

La famille génératri
e (u2, u3) de Im(f) est aussi libre puisque 
'est une sous-famille de la base

C : 
'est don
 une base de Im(f), et dim Im(f) = 2 (
e que donnerait aussi le théorème du rang).

3. a) Adoptons le même point de vue qu'à la question pré
édente : l'endomorphisme g étant représenté

par ∆ dans la base C, on a don
 :

g(u1) = 0R3, g(u2) = u2, g(u3) = 2u3

L'endomorphisme g est bien sûr diagonalisable ave
 trois valeurs propres distin
tes, don
 ses sous-

espa
es propres sont tous les trois de dimension 1, et notamment : E0(g) = Ker(g) = Vect(u1).

b) On é
rit là aussi que : Im(g) = Vect(g(u1), g(u2), g(u3)) = Vect(0R3, u2, 2u3) = Vect(u2, u3),

don
 Im(g) = Im(f) et dim Im(g) = 2 à nouveau.

4. En passant par la représentation matri
ielle des di�érents endomorphismes dans la base C : on 
her
he

une matri
e H telle que : G = FH ⇐⇒





0 0 0
0 1 0
0 0 2



 =





0 0 0
0 1 0
0 0 4



×H .

Il n'est pas di�
ile de voir que la matri
e diagonale





0 0 0
0 1 0
0 0 1/2






onvient parfaitement, mais 
e

n'est pas la seule : H =





1 0 0
0 1 0
0 0 1/2






onvient aussi.

C'est d'ailleurs 
ette dernière qu'on retient 
ar elle est inversible (matri
e diagonale sans au
un élé-

ment diagonal nul), 
ontrairement à la première. L'endomorphisme h représenté par H dans la base

C est alors bien un automorphisme tel que g = f ◦ h.

La formule de 
hangement de base donne pour �nir : MatB(h) = PHP−1 =







11/12 −1/12 −1/6

−1/12 11/12 −1/6

−1/6 −1/6 2/3






.

(Remarque : l'énon
é ne demandait pas le 
al
ul expli
ite de MatB(h).)

Exer
i
e 3

Soit p ∈]0, 1[, on note q = 1− p.

Partie I : Di�éren
e de deux variables aléatoires

Soit n ∈ N
∗
, on 
onsidère n joueurs qui visent une 
ible. Chaque joueur e�e
tue deux tirs. À 
haque

tir, 
haque joueur a la probabilité p d'atteindre la 
ible. Les tirs sont indépendants les uns des autres.

On dé�nit la variable aléatoire X égale au nombre de joueurs ayant atteint la 
ible au premier tir et

la variable aléatoire Z égale au nombre de joueurs ayant atteint la 
ible au moins une fois à l'issue des

deux tirs.

1. La variable aléatoireX 
ompte le nombre de su

ès (
ible atteinte au premier tir) dans une répétition

de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes, de probabilité de su

ès p. Don
 bien sûr,

X suit la loi binomiale de paramètres (n, p) :

X(Ω) = J0, nK, ∀k ∈ J0, nK, P (X = k) =

(

n

k

)

pk.qn−k, E(X) = np, V (X) = npq
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2. La variable aléatoire Z 
ompte elle aussi le nombre de su

ès dans la répétition de n épreuves de

Bernoulli identiques et indépendantes : 
ette fois par 
ontre, on entend par "épreuve" la su

ession

des deux tirs pour un joueur donné, où le su

ès est : tou
her la 
ible au moins une fois.

L'é
he
 : manquer la 
ible deux fois de suite, est de probabilité q2 puisque les deux tirs sont indé-

pendants, don
 :

Z suit la loi binomiale de paramètres (n, 1− q2), et : E(Z) = n(1− q2), V (Z) = nq2(1− q2).

On note Y = Z −X .

3. La variable aléatoire Y représente le nombre de joueurs qui ont atteint la 
ible au moins une fois

en deux tirs, mais qui ne l'ont pas atteinte au premier tir. À nouveau ( !), on 
ompte le nombre de

su

ès dans la répétition de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes, où le su

ès est


ette fois : manquer la 
ible au premier tir et l'atteindre au se
ond, 
e qui est de probabilité qp. Don

Y suit la loi binomiale de paramètres (n, qp).

4. a) Les variables aléatoires X et Y sont évidemment non-indépendantes :

l'événement [X = n]∩ [Y = n] est impossible puisque X +Y = Z ne peut pas prendre une valeur

supérieure à n, et :

P ([X = n] ∩ [Y = n]) = 0 alors que P (X = n)× P (Y = n) = pn × (pq)n 6= 0

b) Utilisons astu
ieusement les résultats pré
édents : on 
onnaît la varian
e V (Z) de la variable

aléatoire Z = X + Y , mais on a aussi : V (X + Y ) = V (X) + V (Y ) + 2cov(X, Y ). D'où :

nq2(1− q2) = npq + npq(1− pq) + 2cov(X, Y ) ⇐⇒ cov(X, Y ) =
1

2

[

nq2(1− q2)− npq − npq(1− pq)
]

⇐⇒ cov(X, Y ) =
1

2
npq[q(1 + q)− 1− 1 + pq]

On obtient : cov(X, Y ) = −np2q après simpli�
ations.

Remarque : il est logique d'obtenir une 
ovarian
e négative : plus la valeur prise par X est

grande, plus 
elle prise par Y sera faible.

Partie II : Variable aléatoire à densité 
onditionnée par une variable aléatoire

dis
rète

Dans 
ette partie, on note U une variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramètre p.

1. D'après le 
ours :

U(Ω) = N
∗, ∀k ∈ N

∗, P (U = k) = qk−1p, E(U) =
1

p
, V (U) =

q

p2

On 
onsidère une variable aléatoire T telle que : ∀n ∈ N
∗, ∀t ∈ [0,+∞[, P[U=n](T > t) = e−nt.

2. a) On utilise i
i la formule des probabilités totales ave
 le système 
omplet d'événements ([U = n])n∈N∗ ,

de probabilités non nulles :

∀t ∈ [0,+∞[, P (T > t) =

+∞
∑

n=1

P (U = n)× P[U=n](T > t) =

+∞
∑

n=1

qn−1pe−nt

=
p

q

+∞
∑

n=1

(qe−t)n =
p

q
×

qe−t

1− qe−t
série géométrique de raison qe−t ∈]0, 1[

∀t ∈ [0,+∞[, P (T > t) =
p.e−t

1− q.e−t
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b) Le 
al
ul pré
édent permet déjà de 
al
uler la fon
tion de répartition de T sur [0,+∞[ :

∀t ∈ [0,+∞[, FT (t) = P (T 6 t) = 1− P (T > t) = 1−
p.e−t

1− q.e−t

Il faut alors remarquer qu'en parti
ulier : FT (0) = 1−
p

1− q
= 1−

p

p
= 0.

Mais 
omme FT est, en tant que fon
tion de répartition, 
roissante sur R, ave
 lim
t→−∞

FT (t) = 0,

alors :

∀t ∈]−∞, 0[, FT (t) = 0.


) La fon
tion FT est de 
lasse C1 sur ] −∞, 0[ 
omme fon
tion 
onstante, et sur ]0,+∞[ 
omme

quotient de fon
tions de 
lasse C1
sur 
et intervalle, où : ∀t ∈]0,+∞[, q.e−t < 1 don
 1−q.e−t 6= 0.

Par ailleurs : lim
t→0+

FT (t) = 1−
p

1− q
= 0 = FT (0) = lim

t→0−
FT (t), don
 FT est aussi 
ontinue en 0.

La fon
tion FT est don
 
ontinue sur tout R, de 
lasse C1
sur R sauf peut-être en 0 : T est don


bien une variable à densité.

Une densité de T est dé�nie par dérivation de FT là où 
'est possible :

∀t ∈ R, fT (t) =











0 si t 6 0

−
−p.e−t.(1− q.e−t)− p.e−t.qe−t

(1− q.e−t)2
=

p.e−t

(1− q.e−t)2
si t > 0

3. On note Z = UT .

a) Pour tout n ∈ N
∗
, et tout z ∈ [0,+∞[ :

P[U=n](Z > z) = P[U=n](UT > z) = P[U=n](n.T > z) = P[U=n](T >
z

n
) 
ar n > 0

= e−n. z
n = e−z

d'après l'énon
é et vu que

z

n
∈ [0,+∞[

b) On utilise à nouveau la formule des probabilités totales ave
 le s.
.e. ([U = n])n∈N∗ pour é
rire :

∀z ∈ [0,+∞[, P (Z > z) =
+∞
∑

n=1

P (U = n)× P[U=n](Z > z) =
+∞
∑

n=1

P (U = n)× e−z = e−z

puisque e−z
ne dépend pas de n et que la somme des probabilités de la loi de U vaut 1.

On a ainsi : ∀z ∈ [0,+∞[, FZ(z) = P (Z 6 z) = 1− e−z
, et là en
ore, puisque :

FZ(0) = 1− e0 = 0, alors : ∀z ∈]−∞, 0[, FZ(z) = 0.

On re
onnaît la fon
tion de répartition de la loi exponentielle de paramètre 1, que suit don


la variable aléatoire Z.


) Il su�t d'é
rire i
i, grâ
e aux résultats pré
édents : pour tous n ∈ N
∗
et z ∈ [0,+∞[,

P (U = n, Z > z) = P (U = n)× P[U=n](Z > z) = P (U = n)× e−z = P (U = n)× P (Z > z)

C'est une façon d'exprimer qu'i
i, les variables aléatoires U (dis
rète) et Z = UT (à densité) sont

indépendantes.
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