
MATHÉMATIQUES - EMLyon E 2006

Proposition de orrigé par David Meneu

Lyée Champollion - Grenoble, pour

Exerie 1

On onsidère les trois matries de M2(R) suivantes :

A =

(
0 1
0 1

)

, D =

(
0 0
0 1

)

, U =

(
1 0
0 0

)

1. a) La matrie A est triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont don ses éléments diagonaux,

et : Sp(A) = {0, 1} .

b) On trouve sans peine un veteur propre assoié à haune des valeurs propres : A

(
1
0

)

=

(
0
0

)

,

et (A− I2) =

(
−1 1
0 0

)

, don (A− I2)

(
1
1

)

=

(
0
0

)

.

La matrie P =

(
1 1
0 1

)

a pour olonnes deux veteurs propres de A pour des valeurs propres

distintes : 'est don une matrie de passage entre la base anonique et une base de veteurs

propres de A, telle que : A = PDP−1
.

On note E l'ensemble des matries arrées M d'ordre 2 telles que : AM = MD.

2. a) � L'ensemble E est non vide, puisque : A02 = 02 = 02D, don 02 ∈ E.

� Soient M et N deux matries de E, véri�ant don : AM = MD et AN = ND, et λ un réel

quelonque.

Alors : A(λ.M +N) = λ.AM + AN = λ.MD +ND = (λ.M +N)D, don λ.M +N ∈ E.

On en déduit que E est bien un sous-espae vetoriel de M2(R).

b) Soit M =

(
x y

z t

)

une matrie de M2(R). On proède par identi�ation des oe�ients dans la

relation :

AM = MD ⇐⇒
(
z t

z t

)

=

(
0 y

0 t

)

⇐⇒ z = 0 et y = t

) L'équivalene préédente permet d'érire une desription expliite de E :

E =

{(
x y

0 y

)
∣
∣(x, y) ∈ R

2

}

=

{

x.

(
1 0
0 0

)

+ y.

(
0 1
0 1

)
∣
∣(x, y) ∈ R

2

}

= Vect(U,A)

La famille (U,A) est don une famille génératrie de E. Comme il s'agit de deux matries non

proportionnelles, elles forment une famille libre, don (U,A) est bien une base de E.

d) Le produit matriiel donne : UA =

(
0 1
0 0

)

, matrie qui n'appartient pas à E puisqu'ii :

y = 1 6= 0 = t.

3. On note f : M2(R) → M2(R) l'appliation dé�nie, pour tout M ∈ M2(R), par :

f(M) = AM −MD
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a) Soient M et N deux matries de M2(R), et λ ∈ R :

f(λ.M +N) = A(λ.M +N)− (λ.M +N)D = λ.AM + AN − λ.MD −ND

= λ.(AM −MD) + (AN −ND) = λ.f(M) + f(N)

L'appliation f est bien linéaire, 'est un endomorphisme de M2(R).

b) M ∈ Ker(f) ⇐⇒ f(M) = 0 ⇐⇒ AM −MD = 0 ⇐⇒ AM = MD, don tout simplement :

Ker(f) = E, et dimKer(f) = 2

) Comme M2(R) est de dimension �nie, le théorème du rang s'applique, et donne :

dimℑ(f) + dimKer(f) = dimM2(R) ⇐⇒ dimℑ(f) = 4− 2 = 2

d) Soit M =

(
x y

z t

)

∈ M2(R), alors f(M) =

(
z y − t

z 0

)

, et :

f(M) = M ⇐⇒







x = z

t− y = y

z = z

t = 0

⇐⇒
{

x = z

y = t = 0

On en déduit :

{M ∈ M2(R)| f(M) = M} =

{(
x 0
x 0

)

|x ∈ R

}

= Vect

((
1 0
1 0

))

On en déduit que 1 est valeur propre de f , de sous-espae propre assoié E1(f) = Vect

((
1 0
1 0

))

qui est de dimension 1 (ar engendré par un seul veteur non nul).

De même : f(M) = −M ⇐⇒







z = −x

t− y = −y

z = −z

t = 0

⇐⇒ x = z = t = 0, don :

{M ∈ M2(R)| f(M) = −M} =

{(
0 y

0 0

)

|y ∈ R

}

= Vect

((
0 1
0 0

))

Ainsi −1 est aussi valeur propre de f , de sous-espae propre assoié E−1(f) = Vect

((
0 1
0 0

))

,

de dimension 1 également.

e) Le noyau de f n'étant pas réduit à la matrie nulle, on en déduit également que 0 est valeur

propre de f , le sous-espae propre assoié étant E0(f) = Ker(f).
Comme dimE0(f) + dimE−1(f) + dimE1(f) = 2 + 1 + 1 = 4 = dimM2(R) : f n'admet pas

d'autre valeur propre, et f est bien diagonalisable.

f) Le résultat préédent a pour onséquene que la famille

(

U,A,

(
1 0
1 0

)

,

(
0 1
0 0

))

est une base

de veteurs propres de f , dans laquelle la matrie représentative de f est :

F =







0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1
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Comme 'est une matrie diagonale : F 3 =







03 0 0 0
0 03 0 0
0 0 13 0
0 0 0 (−1)3






, don :

F 3 = F ⇐⇒ f ◦ f ◦ f = f

D'après les propriétés de la représentation matriielle des endomorphismes.

Exerie 2

On note F : R
2 → R l'appliation dé�nie, pour tout (x, y) ∈ R

2
, par :

F (x, y) = (x− 1)(y − 2)(x+ y − 6).

1. a) La fontion F est de lasse C2
sur R

2
omme fontion polyn�miale des variables x et y, et :

∀(x, y) ∈ R
2,







∂1(F )(x, y) = (y − 2)[1.(x+ y − 6) + (x− 1).1] = (y − 2)(2x+ y − 7)

∂2(F )(x, y) = (x− 1)[1.(x+ y − 6) + (y − 2).1] = (x− 1)(x+ 2y − 8)

L'énoné ne demande pas, en fait, de trouver tous les points ritiques de F , mais de véri�er que :{

∂1(F )(4, 2) = (2− 2)(8 + 2− 7) = 0

∂2(F )(4, 2) = 3(4 + 4− 8) = 0
et

{

∂1(F )(2, 3) = 1(4 + 3− 7) = 0

∂2(F )(2, 3) = 1(2 + 6− 8) = 0
, e qui fait bien de

(4, 2) et (2, 3) des points ritiques de F .

b) On alule ensuite les dérivées partielles d'ordre 2 de la fontion F :

∀(x, y) ∈ R
2, ∂2

1,1(F )(x, y) = 2(y−2), ∂2
2,2(F )(x, y) = 2(x−1), ∂2

1,2(F )(x, y) = ∂2
2,1(F )(x, y) = 2x+2y−9

Ce qui permet d'en déduire la Hessienne de F en haun des deux points ritiques préédents :

H(4,2) =

(
0 3
3 6

)

et H(2,3) =

(
2 1
1 2

)

Il s'agit maintenant de aluler les valeurs propres de haune des deux Hessiennes :

� Le réel λ est valeur propre de H(4,2) si et seulement si H(4,2) − λ.I2 =

(
−λ 3
3 6− λ

)

est non

inversible, e qui est le as si et seulement si son déterminant est nul, soit :

−λ(6 − λ) − 9 = 0 ⇐⇒ λ2 − 6λ − 9 = 0, équation du seond degré de disriminant :

∆ = 36 + 36 = 72.

Les deux valeurs propres de H(4,2) sont don : λ1 =
6−

√
72

2
= 3− 3

√
2 < 0 et λ2 = 3+3

√
2 > 0.

Comme es dernières sont de signes opposés, on peut onlure que la fontion F n'admet pas

d'extrémum au point ritique (4, 2) (mais un point ol).

� Le réel λ est valeur propre de H(2,3) si et seulement si H(2,3) − λ.I2 =

(
2− λ 1
1 2− λ

)

est

non-inversible, e qui est le as si et seulement si :

(2− λ)2 − 1 = 0 ⇐⇒ (2− λ− 1)(2− λ+ 1) = 0 ⇐⇒ (1− λ)(3− λ) = 0.

Les deux valeurs propres de H(2,3) sont don 1 et 3, de même signe, stritement positives : on en

déduit qu'au point ritique (2, 3), la fontion F admet un minimum loal.
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2. On note ϕ : R → R l'appliation dé�nie, pour tout x ∈ R, par : ϕ(x) = x(x− 2)(2x− 5).

a) Pour tout réel x ∈ [4,+∞[ : x − 2 > 2 et 2x − 5 > 3, don par produit membre à membre

d'inégalités entre réels stritement positifs :

∀x ∈ [4; +∞[, (x− 2)(2x− 5) > 6 > 4.

b) Il su�t alors de multiplier les deux membres de l'inégalité par x > 4 pour obtenir :

∀x ∈ [4,+∞[, x(x−2)(2x−5) > 4x > 16 > 4 don ∀x ∈ [4,+∞[, ϕ(x) > 4x et ϕ(x) ∈ [4,+∞[

3. On onsidère la suite réelle (un)n∈N dé�nie par u0 = 4 et :

∀n ∈ N, un+1 = F (1 + un, un)

a) En reprenant l'expression de la fontion F :

∀n ∈ N, un+1 = (1 + un − 1)(un − 2)(1 + un + un − 6) = un(un − 2)(2un − 5) = ϕ(un)

b) On montre que : ∀n ∈ N, un > 4n+1

︸ ︷︷ ︸

P(n)

par réurren sur n.

I. u0 = 4 = 40+1
, don P(0) est vraie.

H. Supposons P(n) vraie pour un ertain entier n ∈ N, et sous ette hypothèse montrons que

P(n + 1) est alors vraie, soit : un+1 > 4n+2
.

�������������������-

On sait (H.R.) que : un > 4n+1 > 4, don d'après l'inégalité obtenue en 2.b) :

un+1 = ϕ(un) > 4un > 4 × 4n+1
, e qui donne bien : un+1 > 4n+2

, et P(n + 1) est vraie si P(n)
l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don vraie pour tout entier n ∈ N, d'après

le prinipe de réurrene.

Ainsi : ∀n ∈ N, un > 4n+1 ⇐⇒ 0 <
1

un

6
1

4n+1
.

Or :

∑

n>0

1

4n+1
est une série géométrique de raison

1

4
∈]− 1, 1[, don elle onverge. Le théorème de

omparaison des séries à termes positifs assure don que la série

∑

n>0

1

un

est elle-même onvergente.

) Remarquons que l'inégalité : ∀n ∈ N, un > 4n+1
implique que lim

n→+∞
un = +∞ par omparaison,

e qui donne sa légitimité à l'algorigthme demandé dans ette question :

n=0; u=4

while u < 1e10

u = u*(u-2)*(2*u-5)

n = n+1

end

disp(n)

À l'exéution, l'algorithme rend : n = 3, e qui exprime une divergene rapide de la suite vers

+∞ assez logique étant donné qu'en fait : ∀n ∈ N, un+1 > 2u3
n.

4. On note g : [4,+∞[→ R l'appliation dé�nie, pour tout x ∈ [4,+∞[, par : g(x) =
10

ϕ(x)
.
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a) La fontion g est ontinue sur [4,+∞[ puisque, omme on l'a vu : ∀x ∈ [4,+∞[, ϕ(x) > 4, et au
voisinage de +∞ :

g(x) =
10

x(x− 2)(2x− 5)
∼

x→+∞

5

x3

Or :

∫ +∞

4

5

x3
dx est onvergente, omme intégrale de Riemann (à une onstante près), d'exposant

α = 3 > 1.

Le théorème de omparaison des intégrales de fontions ontinues, positives assure don que

l'intégrale impropre

∫ +∞

4

g(x)dx est elle-même onvergente.

b) Soit x ∈ [4,+∞[ :

a

x
+

b

x− 2
+

c

2x− 5
=

a(x− 2)(2x− 5) + bx(2x− 5) + cx(x− 2)

x(x− 2)(2x− 5)

=
a(2x2 − 9x+ 10) + b(2x2 − 5x) + c(x2 − 2x)

ϕ(x)

=
(2a+ 2b+ c)x2 + (−9a− 5b− 2c)x+ 10a

ϕ(x)

Ainsi par identi�ation des oe�ients, ette expression est égale à : g(x) =
10

ϕ(x)
sur [4,+∞[ si

et seulement si :







2a + 2b+ c = 0

−9a− 5b− 2c = 0

10a = 10

⇐⇒







a = 1

2b+ c = −2

5b+ 2c = −9

⇐⇒







a = 1

2b+ c = −2

b = −5

⇐⇒







a = 1

b = −5

c = 8

Don : ∀x ∈ [4,+∞[, g(x) =
1

x
− 5

x− 2
+

8

2x− 5
.

5. De la question préédente, on déduit le alul, pour tout réel A ∈ [4,+∞[ :

∫ A

4

g(x)dx =

∫ A

4

1

x
dx− 5

∫ A

4

1

x− 2
dx+ 4

∫ A

4

2

2x− 5
dx

= [ln(x)]A4 − 5 [ln(x− 2)]A4 + 4 [ln(2x− 5)]A4

= ln(A)− ln(4)− 5 ln(A− 2) + 5 ln(2) + 4 ln(2A− 5)− 4 ln(3)

= ln

(
A

A− 2

)

+ 4 ln

(
2A− 5

A− 2

)

+ 3 ln(2)− 4 ln(3)

= − ln

(

1− 2

A

)

+ 4 ln

(
2− 5

A

1− 2
A

)

+ 3 ln(2)− 4 ln(3)

lim
A→+∞

− ln

(

1− 2

A

)

= − ln(1) = 0 et lim
A→+∞

ln

(
2− 5

A

1− 2
A

)

= 4 ln(2), don :

∫ +∞

4

g(x)dx = lim
A→+∞

∫ A

4

g(x)dx = 7 ln(2)− 4 ln(3)
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Exerie 3

Partie A

1. Soit U une variable à densité suivant une loi normale d'espérane m = 0 et de variane σ2 =
1

2
.

a) Une densité de U est la fontion g dé�nie sur R par :

∀x ∈ R, g(x) =
1

σ
√
2π

e−
(x−m)2

2σ2 =
1√
π
e−x2

b) D'après le ours, U suivant la loi normale N (0, 1
2
) admet une variane égale à son moment d'ordre

2 puisque E(U) = 0, et qui vaut σ2 =
1

2
, obtenue omme valeur de l'intégrale absolument

onvergente :

∫ +∞

−∞
t2g(t)dt. La fontion t 7→ t2g(t) étant lairement paire, on en déduit la onvergene de

l'intégrale :

2

∫ +∞

0

t2.
1√
π
e−t2dt =

1

2
⇐⇒

∫ +∞

0

t2e−t2dt =

√
π

4
.

Soit F la fontion dé�nie sur R par :

{

∀x 6 0, F (x) = 0

∀x > 0, F (x) = 1− e−x2 .

2. Ii la fontion F n'est pas donnée a priori à partir d'un alul de fontion de répartition, on doit

don véri�er toutes les propriétés :

⋆ La fontion F est bien dé�nie sur R, onstante nulle don de lasse C1
sur ]−∞; 0[ ; sur ]0; +∞[

elle est également de lasse C1
omme omposée de fontions de lasse C1

.

lim
x→0+

F (x) = lim
x→0+

1− e−x2
= 1− e0 = 0 = F (0) = lim

x→0+
F (x), don F est ontinue sur tout R, de

lasse C1
sur R sauf peut-être en 0.

⋆ ∀x > 0, F ′(x) = 2xe−x2
> 0. La fontion F est don stritement roissante sur R

+∗
, étant

ontinue sur R elle est �nalement roissante sur R.

Remarque : lim
x→0+

F ′(x) = 0 = lim
x→0−

F ′(x), don F est en fait de lasse C1
sur tout R.

⋆ lim
x→−∞

F (x) = lim
x→−∞

0 = 0, et lim
x→+∞

−x2 = −∞, don lim
x→−∞

1− e−x2
= 1− 0 = 1 = lim

x→+∞
F (x).

La fontion F véri�e bien toutes les onditions pour être la fontion de répartition d'une variable

aléatoire à densité, où ette dernière est dé�nie par :

∀x ∈ R, f(x) = F ′(x) =

{

0 si x 6 0

2xe−x2
si x > 0

3. Soit X une variable aléatoire admettant f pour densité.

a) La v.a.r. X admet une densité si et seulement si l'intégrale :

∫ +∞

−∞
tf(t)dt est absolument onver-

gente.

La fontion t 7→ tf(t) étant nulle sur ]−∞; 0] et positive sur [0; +∞[, il su�t don de véri�er la

onvergene de l'intégrale généralisée :

∫ +∞

0

tf(t)dt = 2

∫ +∞

0

t2e−t2dt.

La onvergene ayant déjà été démontrée à la question 1.b), on en onlut que X admet une

espérane qui vaut :

E(X) = 2

∫ +∞

0

t2e−t2dt = 2×
√
π

4
=

√
π

2
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b) Pour tout réel négatif y, on onlut immédiatement que P (X2 6 y) = 0 omme probabilité d'un

événement impossible, ar X2
ne prend que des valeurs réelles positives.

Pour tout réel y > 0 :

P (X2
6 y) = P (−√

y 6 X 6
√
y) = P (−√

y < X 6
√
y) ar X est à densité

= F (
√
y)− F (−√

y) = 1− e−(
√
y)2 − 0 ar −√

y < 0

P (X2
6 y) = 1− e−y

) D'après la question préédente, la v.a.r. Y = X2
a pour fontion de répartition

FY : y 7→
{

0 si y 6 0

1− e−y
si y > 0

, e qui aratérise la loi exponentielle de paramètre 1.

On sait en partiulier que Y = X2
admet une espérane, qui vaut : E(Y ) = 1, e qui revient à

dire que X admet un moment d'ordre 2 de même valeur.

Mais alors, X admet une variane donnée par la formule de Koenig-Huygens :

V (X) = E(X2)− E(X)2 = 1− π

4

Partie B

1. Soit Z une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramètre p.

D'après le ours : Z(Ω) = N
∗
, et P (Z = k) = (1 − p)k−1p pour tout entier k ∈ N

∗
, tandis que

E(Z) =
1

p
et V (Z) =

1− p

p2
.

2. Soient un entier n supérieur ou égal à 2, et n variables aléatoires indépendantes Z1, Z2, . . . , Zn

suivant toutes la loi géométrique de paramètre p.

On onsidère la variable aléatoire Mn =
1

n
(Z1 + Z2 + . . .+ Zn).

a) Par linéarité de l'espérane, E(Mn) existe et vaut :

m = E(Mn) =
1

n

n∑

k=1

E(Zi) =
1

n
× nE(Z1) =

1

p

puisque les Zi suivent toutes la même loi.

L'indépendane mutuelle des v.a.r. Zi permet aussi de onlure que Mn admet une variane, qui

vaut :

V (Zn) =
1

n2

n∑

k=1

V (Zk) =
1

n2
× nV (Z1) =

1− p

np2

D'où l'éart-type de Mn : σn =
√
Mn =

√
1− p

np2
.

b) Citons proprement le théorème de la limite entrée : Z1, Z2, . . . , Zn sont des variables aléatoires

réelles indépendantes et identiquement distribuées, admettant une espérane et une variane.

La variable Mn =
1

n
(Z1 + Z2 + . . . + Zn) représente la moyenne empirique de l'éhantillon, et a

pour variable entrée réduite assoiée : M∗
n =

Mn −m

σn

.

D'après le théorème de la limite entrée : la suite (M∗
n)n∈N∗

onverge en loi vers une v.a.r. suivant

la loi normale entrée réduite N (0, 1).
Cela se traduit par la relation :

∀(a, b) ∈ R
2
ave a < b, lim

n→+∞
P (a 6 M∗

n 6 b) =

∫ b

a

ϕ(t)dt
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où ϕ : x 7→ 1√
2π

e−
x
2

2
est la densité de la loi N (0, 1).

Dans notre as : P (0 6 Mn −m 6 σn) = P (0 6 M∗
n 6 1), don :

lim
n→+∞

P (0 6 Mn −m 6 σn) =
1√
2π

∫ 1

0

e−
t
2

2 dt
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