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EXERCICE 1

On considére les trois matrices de My(R) suivantes :

=G =50 v=(30)

1. a) La matrice A est triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont donc ses éléments diagonaux,
et : [Sp(A) = {0, 1}|.

: A 1
b) On trouve sans peine un vecteur propre associé¢ a chacune des valeurs propres : A (0> = (O),

0
w3 oo a1« (0):

. 1
La matrice P = 0 1) &pow colonnes deux vecteurs propres de A pour des valeurs propres

distinctes : c’est donc une matrice de passage entre la base canonique et une base de vecteurs
propres de A, telle que : A = PDP~L,
On note E ’ensemble des matrices carrées M d’ordre 2 telles que :  AM = MD.

2. a) e L’ensemble E est non vide, puisque : A0y = 0y = 02D, donc 05 € E.
e Soient M et N deux matrices de F, vérifiant donc : AM = MD et AN = ND, et \ un réel
quelconque.

Alors : AAM + N) =XAM + AN = AXMD + ND = (A.M + N)D, donc A.M + N € E.
On en déduit que F est bien un sous-espace vectoriel de Mo (R).

b) Soit M = (JZj ?) une matrice de Ms(R). On proceéde par identification des coefficients dans la

relation :

B 2ty _ (0 y _ _
AM =MD <= (z t>_(0 t) — z=0ety=1

¢) L’équivalence précédente permet d’écrire une description explicite de F :

E:{(g Z>|(a¢,y)eR2}:{x. (é 8)+y. (8 })}(w,y)éﬂ@}:\/ect((],fl)

La famille (U, A) est donc une famille génératrice de £. Comme il s’agit de deux matrices non
proportionnelles, elles forment une famille libre, donc (U, A) est bien une base de E.

0 1 . . . . -
), matrice qui n’appartient pas a E puisqu’ici :

0 0
y=1#0=1.
3. On note f: My(R) — My(R) I'application définie, pour tout M € Ms(R), par :

d) Le produit matriciel donne : UA = (

F(M) =AM — MD



a) Soient M et N deux matrices de My(R), et A € R :

FOLM + N) = AAM + N) — (A M + N)D = \AM + AN —A\.MD — ND
= M\(AM — MD) + (AN — ND) = \.f(M) + f(N)

L’application f est bien linéaire, c’est un endomorphisme de Ms(R).
b) M € Ker(f) < f(M)=0 < AM — MD =0 <= AM = MD, donc tout simplement, :

Ker(f) = FE, et dimKer(f) =2
¢) Comme My (R) est de dimension finie, le théoréme du rang s’applique, et donne :

dim S(f) + dimKer(f) = dim My(R) <= dimJ(f) =4—-2=2

d) Soit M = (j ?) € My(R), alors f(M) = (i yo—t), et :

r=2z
t— == )

f(M)=M <= Y 4 <:>{x N
z2=2 y=t=20
t=0

On en déduit :
{M € Ms(R)| f(M) =M} = {( 8) [z ER} = Veet (G 8))

On en déduit que 1 est valeur propre de f, de sous-espace propre associé Fy(f) = Vect (G 8))

qui est de dimension 1 (car engendré par un seul vecteur non nul).

2=
N _ -y Y = :
De méme : f(M) =—-M <— < r=2z=1t=0,donc:
z2=—2
t=0

{M e Mo(R)| f(M) = =M} = {(8 3) v GR} e ((8 3))

Ainsi —1 est aussi valeur propre de f, de sous-espace propre associé E_i(f) = Vect <<8 (1])),

de dimension 1 également.

e) Le noyau de f n’étant pas réduit a la matrice nulle, on en déduit également que 0 est valeur
propre de f, le sous-espace propre associé étant Fy(f) = Ker(f).
Comme dim Ey(f) +dim E_(f) +dim E1(f) =2+ 1+ 1 = 4 = dim M(R) : f n’admet pas
d’autre valeur propre, et f est bien diagonalisable.

f) Le résultat précédent a pour conséquence que la famille <U,A, G 8) , <8 (1))) est une base

de vecteurs propres de f, dans laquelle la matrice représentative de f est :

000 O
000 O
F= 001 O
000 -1



0 0 0 0
3
Comme c’est une matrice diagonale : F'3 = 8 % 103 8 , donc :
0 0 0 (=1)3

F3=F < fofof=f

D’apreés les propriétés de la représentation matricielle des endomorphismes.

EXERCICE 2

On note F': R? — R I'application définie, pour tout (x,y) € R?, par :
F(z,y) = (z - 1)y —2)(z+y—06).
1. a) La fonction F est de classe C? sur R?* comme fonction polynomiale des variables z et y, et :
W(F)(x,y)=(y—2)L@+y—6)+(z—11]=(E-2)2r+y—7)

Y(z,y) € R?,
Q(F)(z,y) = (z - [l(z+y—6)+ (y = 2).1 = (z — 1)(z + 2y — 8)

[’énoncé ne demande pas, en fait, de trouver tous les points critiques de F', mais de vérifier que :
{al(F)(4,2) =2-29@+2-7=0 {al(F)(Q,?)) =1(443-7)=0

0 (F)(4,2)=3(4+4-8)=0 0h(F)(2,3)=1(24+6—-8)=0
(4,2) et (2,3) des points critiques de F.

b) On calcule ensuite les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction F :

V(z,y) €R?, 0F4(F)(z,y) = 2(y=2), 05,(F)(w,y) = 2(x—1), 0,(F)(w,y) = 05, (F)(x,y) = 22+2y—9

, ce qui fait bien de

Ce qui permet d’en déduire la Hessienne de F' en chacun des deux points critiques précédents :

0 3 2 1
Huo = (3 6) et Hey = (1 2)

Il s’agit maintenant de calculer les valeurs propres de chacune des deux Hessiennes :
. . - 3
e Le réel \ est valeur propre de Hy ) si et seulement si Hyg) — A1y = 3 6 )\) est non
inversible, ce qui est le cas si et seulement si son déterminant est nul, soit :

—A6—-X)—9 =0 < X —6\—9 = 0, équation du second degré de discriminant :

A =36 + 36 = 72.
6 — V72
2

Les deux valeurs propres de H4 ) sont donc : Ay = =3-3vV2<0et \y =3+3v2>0.

Comme ces derniéres sont de signes opposés, on peut conclure que la fonction F' n’admet pas
d’extrémum au point critique (4,2) (mais un point col).

e Le réel A est valeur propre de Hy3) si et seulement si Hip3) — A\l = (2 1 A 9 i )\) est
non-inversible, ce qui est le cas si et seulement si :
2=-A?-1=0<+= 2-2A-1D2-2A+1)=0 < (1-X)B-X)=0.

Les deux valeurs propres de H, 3y sont donc 1 et 3, de méme signe, strictement positives : on en
déduit qu’au point critique (2, 3), la fonction F' admet un minimum local.



2. On note ¢ : R — R I"application définie, pour tout = € R, par : () = z(x — 2)(2z — 5).

a) Pour tout réel x € [4,400[: x—2 > 2et 2x —5 > 3, donc par produit membre & membre
d’inégalités entre réels strictement positifs :

Vo € [4;+00[, (z—2)(2z—5)>6>4.
b) 11 suffit alors de multiplier les deux membres de I'inégalité par x > 4 pour obtenir :
Vo €[4, +oo[, x(z—2)(22—5) > 42 > 16 >4 donc Vz € [4,+o0[, p(z) =4z et () € [4, +o0]
3. On considére la suite réelle (u,)nen définie par ug =4 et :
Vn eN, = F(14 up,uy)
a) En reprenant ’expression de la fonction F' :
Vn €N, tupir = (14 u, — 1) (un — 2)(1 4wy + up — 6) = up(u, — 2)(2u, —5) = ¢(uy)

b) On montre que : Vn € N, u,, > 4" par récurrenc sur n.
—
P(n)
ug = 4 = 4% donc P(0) est vraie.

Supposons P(n) vraie pour un certain entier n € N, et sous cette hypothése montrons que
P(n + 1) est alors vraie, soit : u, 1 > 4"

On sait (H.R.) que :  wu, > 4" > 4, donc d’aprés I'inégalité obtenue en 2.b) :

Uns1 = ©(Uy) = 4u, = 4 x 471 ce qui donne bien : u, 1 > 4"72 et P(n + 1) est vraie si P(n)
lest.

La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout entier n € N, d’apreés
le principe de récurrence.

1 1
Ainsi: Vn €N, u, > 4" <= 0< — < .
Uy, gn+1

1 1
Or: Z —7 est une série géométrique de raison 1 €] —1,1[, donc elle converge. Le théoréme de
n=0

. . L. . 1
comparaison des séries a termes positifs assure donc que la série E — est elle-méme convergente.
un
n=0
¢) Remarquons que l'inégalité : ¥n € N, u, > 4" implique que lim w, = 400 par comparaison,
n—-+0o

ce qui donne sa légitimité a 'algorigthme demandé dans cette question :

n=0; u=

while u < le

u = ux(u-2)*( *u-5)
n = nt

end

disp(n)

A Pexécution, I'algorithme rend : n = 3, ce qui exprime une divergence rapide de la suite vers
+00 assez logique étant donné qu’en fait : Vn € N, u,, 1 > 2ul.

4. On note g: [4,+oo[— R I'application définie, pour tout z € [4, 400, par : g(z) = —.



a) La fonction g est continue sur [4, +oo[ puisque, comme on I’a vu : Vx € [4, 00|, ¢(x) > 4, et au

voisinage de +o0 :

—+oco
Or:/ o

4
a=3>1.

3

10 D
z(z —2)(2x — 5) a—+o0 23

g(z) =

—dz est convergente, comme intégrale de Riemann (& une constante prés), d’exposant

Le théoréeme de comparaison des intégrales de fonctions continues, positives assure donc que

+oo
lintégrale impropre / g(z)dx est elle-méme convergente.
4

b) Soit z € [4, 400 :

_a(r —2)(22 —5) + br(22 — 5) +cr(z —2)

20 —5 r(z —2)(2x — 5)

a(2z* — 9z + 10) + b(22% — 5z) + ¢(z? — 27)

p(x)
_ (2a+2b+ ¢)z® + (=9a — 5b — 2¢)x + 10a
p(z)
U : : . . 10 .
Ainsi par identification des coefficients, cette expression est égale a : g(x) = ﬁ sur [4, 00| si
p(r
et seulement si :
2a+2b+c a=1 a=1 a =1
—9a—-50—2c =0 <= (2b+c=-2 — 2b+c=-2 < (b =-5
10a 5b+2¢c = -9 b= -5 c =38

Donc :

Vo €[4, 4+, g(z) = - —

1 5 8

T x—2+2x—5

5. De la question précédente, on déduit le caleul, pour tout réel A € [4, +o0] :

lim —1In
A——+oo

(

/;g(x)dx:/;

=32

)

1 4 49
—d:p—5/ d:p+4/ dx
4y T —2 4 2x—9

= [In(x)]] — 5[In(z — 2)]7 + 4 [In(2z — 5)]}

In(A) —In(4) — 5In(A —2) +5In(2) + 41n(24 — 5) — 41n(3)

::m(zéz)+4m(%fj;>+3m@)—4m@)

2
1—-Z

A)+4m(f:%)+3m@y-ﬂma

2
A

_ 5
=—1In(1)=0et lim ln(1 ‘3):4ln(2),donc:

A—+o00

/4+OO g(x)der = lim g(x)dz = 7In(2) — 41n(3)

A—+oo 4



EXERCICE 3

Partie A
1
1. Soit U une variable a densité suivant une loi normale d’espérance m = 0 et de variance o2 = 7
a) Une densité de U est la fonction g définie sur R par :

1 _ (z—m)? 1 2

(& 202 = —¢€

ovV2m VLS

b) D’aprés le cours, U suivant la loi normale N (0, %) admet une variance égale a son moment d’ordre

Ve eR, g(x) =

1
2 puisque E(U) = 0, et qui vaut 0% = Y obtenue comme valeur de l'intégrale absolument

convergente :

+o0
/ t*g(t)dt. La fonction t + t2g(t) étant clairement paire, on en déduit la convergence de
l’i_ntégrale :

“+o00 1 1 400
2/ 2Pt = = — / 27t dt = ﬁ.
0 VL 2 0 4

Soit F' la fonction définie sur R par : {Vx <0, F(@) =0
Ve >0, F(z)=1—e"
2. Ici la fonction F n’est pas donnée a priori a partir d’'un calcul de fonction de répartition, on doit
donc vérifier toutes les propriétés :
x La fonction F est bien définie sur R, constante nulle donc de classe C! sur | — oo; 0[; sur |0; +oo|
elle est également de classe C' comme composée de fonctions de classe C*.
lim F(z) = lim 1—e ™ =1—¢"=0= F(0) = lim F(z), donc F est continue sur tout R, de
z—0t z—0t z—0t
classe C! sur R sauf peut-étre en 0.
*x Vo > 0, F'(z) = 2ze™*" > 0. La fonction F est donc strictement croissante sur R**, étant
continue sur R elle est finalement croissante sur R.

Remarque : lim F'(z) = 0= lim F’'(z), donc F est en fait de classe C! sur tout R.
- z=0 z—0~

*x lim F(z)= lim 0=0,et lim —a®>= —o0,donc lim 1—e* =1-0=1= lim F(z).
r—r—00 r—r—00 r—r—+00 r—r—00 T—>+00

La fonction F' vérifie bien toutes les conditions pour étre la fonction de répartition d’une variable
aléatoire a densité, ou cette derniére est définie par :

9 .

0 six <0

Ve eR, f(z)=F'(z) =
/(@) (z) {2x6x2 siz >0
3. Soit X une variable aléatoire admettant f pour densité.
+00
a) La v.a.r. X admet une densité si et seulement si l'intégrale : / tf(t)dt est absolument conver-

—00

gente.
La fonction ¢ — ¢ f(¢) étant nulle sur | — 0o; 0] et positive sur [0; +oo], il suffit donc de vérifier la
+oo +o0
convergence de l'intégrale généralisée : / tf(t)dt = 2/ 2e " dt.
0 0

La convergence ayant déja été démontrée a la question 1.b), on en conclut que X admet une

espérance qui vaut :
+oo
E(X) :2/ e dt =2 x ? = g
0



b) Pour tout réel négatif y, on conclut immédiatement que P(X? < y) = 0 comme probabilité d'un
événement impossible, car X2 ne prend que des valeurs réelles positives.
Pour tout réel y > 0 :

P(X?<y)=P(—y <X <y) = P(—/y < X < /y) car X est a densité

=F(Vy) —F(—y) =1—-e W’ —0car — /<0
P(X*<y)=1—¢"

¢) D’aprés la question précédente, la v.a.r. Y = X? a pour fonction de répartition
0 siy <0 . . . . R
Fy: y— } , ce qui caractérise la loi exponentielle de paramétre 1.
1—e¥ siy>0
On sait en particulier que Y = X? admet une espérance, qui vaut : E(Y) = 1, ce qui revient a
dire que X admet un moment d’ordre 2 de méme valeur.
Mais alors, X admet une variance donnée par la formule de Koenig-Huygens :
7
V(X)=E(X*)-EX)?*=1- 1
Partie B
1. Soit Z une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parameétre p.
D’aprés le cours : Z(Q) = N*, et P(Z = k) = (1 — p)*!p pour tout entier k& € N*, tandis que

1 1
B(Z)= et V(Z)= p2p.

2. Soient un entier n supérieur ou égal a 2, et n variables aléatoires indépendantes 7, Z,,...,Z,
suivant, toutes la loi géométrique de paramétre p.

On considére la variable aléatoire M,, = —(Z, + Zs + ... + Z).
n
a) Par linéarité de I’espérance, F(M,,) existe et vaut :

I 1 1
m = B(M,) =~ Y EZ) = ~ xnB(%) = )
k=1

puisque les Z; suivent toutes la méme loi.

[’indépendance mutuelle des v.a.r. Z; permet aussi de conclure que M,, admet une variance, qui

vaut : .
V(Z,) = % ;V(Zk) = % x V(7)) = ln;f
D’ou l'écart-type de M, : 0, = VMn = \/?
b) Citons proprement le théoréme de la limite centrée : 7y, Zs, ..., Z, sont des variables aléatoires

réelles indépendantes et identiquement, distribuées, admettant une espérance et une variance.

La variable M,, = —(Z1 + Zs + ... + Z,) représente la moyenne empirique de ’échantillon, et a
" M, —m

p—
D’apreés le théoréme de la limite centrée : la suite (M*),cn+ converge en loi vers une v.a.r. suivant
la loi normale centrée réduite N'(0, 1).
Cela se traduit par la relation :

pour variable centrée réduite associée : M =

b
V(a,b) € R* avec a < b, lim Pla < M} <b) = / e(t)dt

n—-+o0o



22

1
ol p: T e~ 2 est la densité de la loi N (0,1).

V21

Dans notre cas : P(0 < M,, —m < 0,) = P(0 < M < 1), donc :

n—-+o0o

1 1 e
lim POSM,—m<o,)=—[ e 2dt
\/27r/0



