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EXERCICE 1

On considére 'application f définie sur R par :
2et
V1+t2

1. Puisque : V¢ € R, 1+¢2 > 0, la fonction f : ¢ — 2e' x (1-+£2)"2 est dérivable sur R comme composée
et produit de fonctions dérivables, avec :

ft) =

1
1) =2t (1 +12)73 + 2t % (—=) x 2t x (1 +12)"2~
/ 2t1 2 2t 2 2 1 2 1
_2e!(1+ %) — 2te!
(1421 + 2
21> —t + 1)e

(1+2)V1+12

Pour tout t € R: e > 0 et v/1+t2 > 0; par ailleurs, le trinéme t> — ¢ + 1 a pour discriminant
—3 < 0, il est donc toujours du signe de son coefficient dominant (ici @ = 1 > 0), soit strictement
positif pour tout ¢t € R.

Ainsi :  Vt € R, f'(t) > 0, donc la fonction f est strictement croissante sur R.

f1(t) =

2. a) On considére ici la fonction g : — 2e! —t — t?, bien définie et de classe C? sur R, avec :
VteR,, ¢(t)=2e"—1=2t et ¢"(t)=2e"—2=2(c"—1)

Ainsi: ¢"(t) 20 <= e =1>0 < ' > 1 < t >0, donc la fonction ¢’ est croissante sur
0, 400l
On en déduit que ¢’ admet un minimum en 0, qui vaut : ¢'(0) = 2¢® — 1 = 1.
Par conséquent : Vt € [0, +ool, ¢'(t) = ¢'(0) =1 > 0, et la fonction g est strictement croissante
sur [0, +o00].
On a donc aussi : Vt € [0, +o00[, g(t) > g(0) =2¢” — 0 =2, ce qui donne bien :

Vt € [0,4+oo], 2e'—t—t?

Par ailleurs : pour tout réel ¢ € [0,+00[, 1+t = /(1 +t)2=+1+12+2¢, ou :
Vte[0,+oof, 1+ +2t>14+1* <= 1+t>V1+12
par stricte croissance de la fonction racine carrée sur [0, +o0].
b) Des deux inégalités précédentes, on déduit :
1 < 1
1+t  V1i+e2

Par produit membre & membre d’inégalités de méme sens entre réels positifs, dont I'une est stricte,
on déduit :

Vt € [0, +o0], t+1* <2 et

t+t2 2et

< <
1+t  JI+e2

Vt € [0, +o0l, t< f(t)



3. On considére la suite réelle (u,)nen définie par ug = 1 et, pour tout n € N :

Uny1 = f(un)

a) Une récurrence immédiate montre que : pour tout entier n € N, w,, est bien défini et u, > 0.
Ainsi, d’aprés ce qui précéde :

VneN, f(u,) >u, < Vn €N, u,y1 > u,

La suite (uy)nen est donc strictement croissante.

Il faut donc montrer que la suite n’est pas majorée ; si ¢’était le cas : la suite (u, ) serait convergente,
de limite ¢ vérifiant :

0> 0et f(£)={ puisque f est continue sur R

Or l'inégalité obtenue en 2.b) exprime notamment qu’une telle égalité est impossible sur R, .

On en conclut que la suite (u,) est croissante, non majorée, et donc :

lim wu, =400
n—-+o0o

b) u=1; n=0;
while u <= le

u = 2xexp(u)/sqrt(1+u~2)
n = n+

end

disp(n)

4. On considére 'application G : R — R définie, pour tout x € R, par :

- / F(1)dt

a) La fonction G est bien définie sur R (car f est continue sur R), et

vz € R, G(— / £(#) —/_ F(B)dt = —G(x)

D’apreés une propriété élémentaire de 'intégrale. La fonction G est donc bien impaire.

b) Toujours par continuité de f sur R : cette fonction admet des primitives sur R, soit F' 1'une d’elles.

On a alors :
VeeR, G(x)=F(x)— F(-x)

forme qui prouve que G est de classe C! sur R, comme somme et produit de fonctions de classe
C" sur R, avec :

2¢e” e~ * 2(e” 4+ e77)

e Jit(ar Vi

¢) On exploite ici le fait que f est positive sur R, et que : Vo € [0, 400, f(t) >, et :

Va € R, G'(@) = /() = (~1).F'(~2) = f(z) + f(~x) =

Vz € [0, 400], /f dt—l—/f
ou : f étant continue sur R, et puisque —z < 0 lorsque x € [0, +o0] :

0
/ f(t)dt = 0 par positivité de 'intégrale



et aussi :

T x I‘Q

/f(t)dt>/ tdt = —

0 0 2
:L‘2

On en déduit :  Vz € [0, 400, G(x) > X et donc :

lim G(z) = +oo par comparaison de limites
T—>+00
d) La dérivée obtenue a la question b) fait clairement apparaitre que : Vo € R, G’(x) > 0, done la
fonction G est strictement croissante sur R.

L’imparité de G permet aussi d’en déduire directement :  lim G(z) = —oc.
T——00

x —00 0 “+00

G'(x) + +

G e

—0o0

EXERCICE 2

On note M3(RR) I'espace vectoriel réel des matrices carrées d’ordre trois & éléments réels, I la matrice
identité de M3(R), 0 la matrice nulle de M3(R).

On considére, pour toute matrice A de M3(R), les ensembles Fj(A) et Ey(A) suivants :
Ei(A) = {M € M3(R); AM = M}
Ey(A) = {M € M3(R); A>’M = AM}

Partie I

1. L’ensemble F;(A) est non-vide, puisque la matrice nulle vérifie toujours : A x 0 = 0,
donc 0 € E;(A).
Soient M et N deux matrices de E;(A), et A un réel quelconque :

AM + N) =AM + AN = M + N, donc M + N appartient encore a E;(A).
ANM) = N\.(AM) = X\.M, donc A\.M appartient encore a E;(A).

L’ensemble F; (A) est donc stable par addition et multiplication externe : c¢’est bien un sous-espace
vectoriel de M3(R).

Une rédaction tout a fait semblable montrerait que E5(A) est aussi un sous-espace vectoriel de M3(RR)
(ce que ’énoncé ne demandait pas de faire).

2. a) Soit M une matrice quelconque de Ei(A) : M vérifie donc AM = M, ce qui implique :

A?2M = AM par une simple multiplication terme & terme a gauche par A, et donc que M
appartient encore & Ey(A), ce qui prouve U'inclusion E;(A) C Ey(A).

b) Supposons A inversible : alors toute matrice M de Ey(A) vérifiant A2M = AM, on peut multiplier
les deux membres de 1'égalité & gauche par A~!, ce qui donne :

ATYA’M = A7'AM <= AM = M, et donc que M appartient encore a Fy(A).

L’inversibilité de A implique donc 'inclusion réciproque : Ey(A) C Ei(A), et donc I'égalité de
sous-espaces vectoriels :  Ej(A) = Ey(A) par double inclusion dans ce cas.



3. a) Sila matrice A — I est inversible, alors pour toute matrice M de E;(A) :
AM =M <= AM —M =0 < (A—I)M =0, ce qui implique M = 0 par inversibilité de

A —1, donc :
Ey(A) C {0}, et méme E;(A) = {0} puisque l'inclusion réciproque est toujours vraie.
-1 1 0
b) Un exemple : soit B=| 0 -1 1
0 0 2

* La matrice B est triangulaire supérieure, et tous ses éléments diagonaux sont non-nuls, donc B
est inversible, et cela implique que E}(B) = Ey(B) d’aprés la question 2.b).

-2 1 0
*Deplus, B—I=1| 0 —2 1] estencore une matrice triangulaire inversible,
0 0 1

donc Ey(B) = {0} d’aprés la question 3.a).
Dans cet exemple, on a donc :  E;(B) = E»(B) = {0}.

Partie II
3 -2 -1
On considére la matrice C = |1 0 -1
2 =2 0
1. Un réel X\ est valeur propre de C' si et seulement si la matrice C' — \.I est non-inversible.
33—\ =2 -1 2 —2 =X 2 —2 —A
C-AI=| 1 —x —1]) &8s 1 oy 1| 22l g 22y A—2
2 -2 -\ 3-X —2 —1) BB {g 9_2) —24A3-))
2 —2 —A
Loclerlz fg 292\ A—2
0 0 —A? 42

C — A\.1 est non-inversible si et seulement si sa réduite de Gauss 'est, ce qui est le cas si et seulement
si I'un au moins de ses coefficients diagonaux l'est, soit :

2—-22=0

ou < A=1loul=0o0u =2

A2 +20=0
On en conclut que les valeurs propres de C' sont 0, 1 et 2.

On calcule ensuite les sous-espaces propres en résolvant successivement :

2 =2 0 % 0 9 _ 9 -
e CX =0+« [0 2 =2|ly|=10 <:>{ 2y—2z:0
00 0/ \z 0 Y -
{l‘ :y:Z .,
— , donc le sous-espace propre associé est :
Yy ==z
z 1
So(C) = z || z€R » = Vect 1
z 1
2 -2 -1 x 0
2r — 2y — 0 =
e (C—-1)X=0<«<= |0 0 -1 yl=10 <:>{x vz <:>{ y,
00 1) \z 0 z = =0



donc le sous-espace propre associé est :  S;(C) = y||l yeR = Vect
0
2 -2 =2 x 0
20 — 2y —2z =0 =
o (C—2)X=0+ [0 -2 0 |[y]=]0 <:>{x v <:>{x °
00 0/ \z 0 —2y =0 y =0
z 1
donc le sous-espace propre associé est :  Sy(C) = 0 z € R} = Vect 0
z 1

2. Les résultats obtenus a la question précédente permettent d’affirmer que :

e La matrice C est diagonalisable puisqu’elle posséde trois valeurs propres distinctes alors qu’elle
appartient a M3(R).

1 11
e P=|[1 1 0] est une matrice de passage dont les colonnes sont formées de vecteurs propres
1 01

pour C associés a chacune de ses valeurs propres, telle que : C' = PDP~—!, ou D =

o O O
oS = O
N OO

relation qui peut aussi s’écrire : D = P'CP.
3. Soit M € M3(R), on note N = P~*M, alors : PN = M, et

M€ E\(C) <= CM =M <= CPN=PN <= P 'CPN=P'PN < DN=N <= N < E|(D)

Ty z
4. Une matrice N = [ a b c¢ | appartient a E1(D) si et seulement si :
U ovow
0 0 0 AT
DN=N <= |a b c¢c|=1a b c
2u 2v 2w U oUW

Par identification des coefficients, on obtient bien les conditions :

r=y=2=0,et 2u =u=u=0,deméme 2v = v = v =0 et 2w = w = w = 0, tandis qu’il
n’apparait aucune contrainte sur les coefficients a, b, c.
On conclut donc que N appartient a E1(D) si et seulement si il existe trois réels a, b, ¢

0 00

telsque N=[a b c
0 00

5. Comme on I’a vu a la question 3. de cette partie, on dispose de I’équivalence suivante :

M € E\(C) <= N =P 'M € E/(D), ce qui est maintenant équivalent a :

0 0 0 0 00 a b c
J(a,byc) € R PI1M = c| = Fa,bc)eR} M=Pla b c|=[a b ¢
0 000 000
1 00 010 0 01
Ainsi: E(C)=<a. [1 0 0] +0b.[0 1 O} +c. [0 O 1]|]| (a,b,c)eR?
000 0 00 0 0O
10 010 0 01
= Vect 10 ,10 1 0 0 01
0 0 0 000 000

Il n’est alors pas difficile de voir que :



1 00 0 001
10 01 +b6.10 0 01
000 0 000
génératrice obtenue du sous-espace vectoriel F1(C), est aussi libre, donc est une base de E;(C).

10
a. 1 0 +e =0 <= a=0=c=0, cest-a-dire que la famille
0 0

On en déduit notamment que dim £, (C) = 3.

6. On emploie une méthode similaire pour déterminer Ey(C') :
M € Ey(C) <= C*M =CM <= C?PN =CPN <= P 'C?PN = P 'CPN

< D?*N=DN <= N=P'M € FE(D)

Or :
Ty z 0 0 0 0 0 O
N=|a b c|€EyD) <= D°N=DN <= |a b c|=[a b ¢]| & d=e=f=0
d e f 4d 4de Af 2d 2e 2f
Les équations obtenues par identification des coefficients ne font pas apparaitre de conditions sur les
autres coefficients.
r Yy z r+a y+b z+c
On en conclut que les matrices de Fy(C) sont delaforme: M =P la b ¢ | =|z+a y+b z+c
0 0 0 x Y z
ou z,¥, 2, a, b, c sont des réels quelconques, soit, :
100 010 0 0 1 1 00 010 001
Ey(C) = Vect 100,101 0}, 10 0 1},{2 00,0 1 0],]10 0 1
100 010 0 0 1 000 000 000
On vérifie facilement a nouveau que la famille génératrice de F»(C') obtenue est aussi libre, donc est
une base de Ey(C).
Par conséquent, dim Fy(C') = 6, et on a donc évidemment E;(C) # FE3(C) puisque ces deux sous-
espaces vectoriels n’ont pas la méme dimension.
EXERCICE 3
Partie 1

1. Pour observer un premier changement de couleur, il faut faire au moins deux tirages. On peut aussi
tirer la méme couleur un nombre indéterminé de fois, donc :

X (92) = [2; +oo].
2. Pour tout entier &k > 2 :
X =kl=(BiN...N...B,1NB)U(RiN...0...R, .1 NR,) U (ViN...N... Vo NV,)
Il s’agit d’une union disjointe de trois événements, donc pour tout entier k > 2

P(X = k’) :P(Bl) X PBl(BQ) X ... X PBlﬂ...ﬂBn,g(Bn—l) X PBlﬁ...ﬁanl(B_n)
+ P(Ry) X Pr,(R2) X ... X Prin.nRy_»(Rn-1) X Prin.nr,_, (Rn)
+ P(‘/l) X PV1 (‘/2> X ... X PV1ﬂ...ﬂVn_2 (anl) X PVm...mVn_l (W)

P(X = k) =(1=0).6""+ (1= )™+ (1= 0)0"!



3. La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si la série Z kP(X = k) est absolu-
k>2
ment convergente. Comme il s’agit d’une série & termes positifs (k > 2 et P(X = k) > 0 comme
probabilité), la convergence simple suffit :

i EP(X =k)=(1—0) i kb4 (1 —7) i kb (1 =) ) k!

On reconnait trois séries géométriques dérivées de raisons respectives appartenant toutes les trois a
10; 1], donc la série converge ; ainsi, X admet une espérance qui vaut :

E(X) = (1-5).(@- 1) +(1—r).<ﬁ— 1) +(1—v).(ﬁ 1)

= +1+1+3(b++)— + + 2
TI1ob 1o 1 =

puisque b+ 1r +v = 1.

Partie 11

On considére la fonction f de classe C? sur |0, 1[x]0, 1[ définie par :

1 1 1
v(2,9) €00 f@y) = 1=+ 7+

1. Pour tout (z,y) de ]0,1[x]0, 1], domaine ou f est de classe C* :

-t (@t -(=a)? (+yRety-—1)
e e R A (R e R (R e
_o -t e @4y -(0-y)? (o) +2y—1)
O e R N (=)l E R (R P

2. Comme f est de classe C? sur 'ouvert |0, 1[x]0, 1], les points critiques sont les seuls en lesquels f est
susceptible de posséder un minimum local, et ce sont les solutions du systéme :

{Ol(f)(x,y):0 (14+y)Rr+y—1)=0 — {2x+y:1

&(f)(z,y) =0 N I+x)(z+2y—1)=0 r+2y=1

20 +y=1 — y=1/3

11
Puisque 1+2 > 0 et 14y > 0 sur le domaine. La fonction admet donc I'unique point critique (5’ g)

3. On étudie la Hessienne de f en l'unique point critique, en commencant par calculer les dérivées
partielles d’ordre 2; pour tout (z,y) de |0, 1[x]0, 1] :

() =A-2)7—(@+y)" et B(f)lzy=01-y) "= (@+y)~

91 ()a) = =211 = )7 +2a )7 = 5 - Tt ; ME
2 2

PRal)(.) = 2D =) 4 2x+) 7 = T+



2

Fo(f)(z,y) = —(=2)(z+y)* = CEenE %1 (). y)

11
Au point (g, g), les dérivées partielles d’ordre 2 valent donc :

11 27 27 11 11 27 27
) =92x T x2=""= — 2 ) =92x =2
81,1(f)(373) X 3 X 9 aQ,Z(f)(?)ag)a al,Z(f)(gag) X S A
27/2 27/4
La Hessienne correspondante est donc : H = )
27/4 27/2

Ses valeurs propres A sont les solutions de 1’équation :

det (H — A1) =0 <= <277_A)2_(2747)2:0 — (%7+QZ7—A>.<%7—2£—A>:0

. 81 27
La Hessienne H admet donc deux valeurs propres A\; = 7 et Ay = =
Comme elles sont toutes deux strictement positives, on en déduit que f admet au point critique

(%, 1), un minimum local.

3
4. a) Comme b+r+v=1 <= 1—wv=>b+r, on peut écrire :
1 1 1
B(X) = 2= f(byr) — 2
1
b) D’apreés ce qui précéde :  E(X) = f(b,r) —2 est minimale lorsqueb:r:g,doncvzgaussi.

C’est lorsque les trois couleurs sont en proportions égales dans I'urne, que le premier changement

de couleur arrive en moyenne le plus tot :  E(X) = 7 X 3—2= 5

Partie III

1. Soit A un réel supérieur a 2 :

A A —Aln(3 —21n(3
/ ldt:/ 6—tln(3)dt: [_L‘e—tln(g)]fl:_e (3) +e (3) _ 1 <l_i>
5 3t 9 In(3) 2 In(3) In(3) In(3)'\9 34

, 1 _ 41 1 .y , +oo q
ALHJIrloo?)_A = 0 car 3 > 1, donc Agrfoo i odt = 9Tn(3)’ donc l'intégrale impropre /2 ?dt
1
converge, et vaut .
. 01n(3)
On note « ce réel, et on considére la fonction g définie sur R par :
g(t)=0 sit €] —o00;2]
1
t)=— site|2;4+00
o) = — site 2ol
2. Montrons que g est une densité de probabilité :
e La fonction g est positive car nulle sur | — 0o; 2[, et positive sur [2; +oo[ car o > 0 et une expo-

nentielle est toujours strictement positive.

e—tln(3)
est continue sur

e La fonction g est continue sur | — 0o; 2] comme fonction nulle; g : ¢ —

12; +00[ comme composée de fonctions continues, donc g est continue sur R, sauf peut-étre en 2.



“+o0o 2 1 “+oo 1 a
e Enfin : / g(t)dt:/ Odt—l——/ §dt:0+—:1.
9 o)

—00 —00 a

La fonction g est bien une densité de probabilité.

On note Y une variable aléatoire admettant g comme densité.

+o00
. La variable aléatoire g admet une espérance si et seulement si I'intégrale / tg(t)dt est absolument
convergente. -
Comme la fonction ¢ — tg(t) est nulle sur | — co; 2[, et positive sur [2;+o0], il suffit de prouver la

I
convergence simple de —/ te B3 g,
@ Ja

A
On réalise, pour A > 2, une intégration par parties dans 'intégrale / t.e '™ d¢, en posant :
2

u(t) =t — u(t)=1

U'(t) — e—tln(?,) N U(t) - _1 (3) .e—tln(3)
n

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [2; +o00[, donc par intégration par parties :

A 1 A 1 A
/ te g = | — — et 1“(3)} + / e~ gy
9 In(3) 2 In(3) /s

_ A 4 2 . 1 . |:6—t1n(3)]
In(3).34 " 1n(3).9 (ln(3))2 2

A Lo,
In(3).34  In(3).9  (m(3))%34  (In(3))%.9
L Atend vers too:  lim oo = 0let I =0 i :
orsque enda vers +—oQ . A—1>1}—100 3A =uve A—1>1:I|—1<>o 3A = U par croissances comparees.

“+oo
On en déduit que 'intégrale / t.g(t)dt converge, donc Y admet une espérance qui vaut :
2

E(Y) = é/Q oot.:rtdt = 9111(3).(913(3) + 9(1n1(3))2) =2+ !

. On note Z la variable aléatoire égale & la partie entiére de Y.

a) Puisque Y est a valeurs dans [2; +00], alors la variable aléatoire Z est discréte, a valeurs dans
[2; +oof.
Pour tout entier k >2: [Z=k]=[k<Z <k+1], donc:

3k - 3k+1 o k-1

L ] __ 9 918 2
' k 3k+1

a.1n(3) -

1
b) Lorsque b=r =v = 3 la loi de probabilité de X est donnée par :

2

1k 2
VE € [2; 4o0], P(X:k):g.(g)k IX?’:F

Donc lorsque les trois couleurs sont en proportions équilibrées, les variables aléatoires X et Z
suivent la méme loi.



