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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

On 
onsidère l'appli
ation f dé�nie sur R par :

f(t) =
2et√
1 + t2

1. Puisque : ∀t ∈ R, 1+t2 > 0, la fon
tion f : t 7→ 2et×(1+t2)−
1

2
est dérivable sur R 
omme 
omposée

et produit de fon
tions dérivables, ave
 :

f ′(t) = 2et(1 + t2)−
1

2 + 2et × (−1
2
)× 2t× (1 + t2)−

1

2
−1

=
2et(1 + t2)− 2tet

(1 + t2)
√
1 + t2

f ′(t) =
2(t2 − t+ 1)et

(1 + t2)
√
1 + t2

Pour tout t ∈ R : et > 0 et

√
1 + t2 > 0 ; par ailleurs, le trin�me t2 − t + 1 a pour dis
riminant

−3 < 0, il est don
 toujours du signe de son 
oe�
ient dominant (i
i a = 1 > 0), soit stri
tement

positif pour tout t ∈ R.

Ainsi : ∀t ∈ R, f ′(t) > 0, don
 la fon
tion f est stri
tement 
roissante sur R.

2. a) On 
onsidère i
i la fon
tion g : 7→ 2et − t− t2, bien dé�nie et de 
lasse C2
sur R+, ave
 :

∀t ∈ R+, g′(t) = 2et − 1− 2t et g′′(t) = 2et − 2 = 2(et − 1)

Ainsi : g′′(t) > 0 ⇐⇒ et − 1 > 0 ⇐⇒ et > 1 ⇐⇒ t > 0, don
 la fon
tion g′ est 
roissante sur

[0,+∞[.

On en déduit que g′ admet un minimum en 0, qui vaut : g′(0) = 2e0 − 1 = 1.

Par 
onséquent : ∀t ∈ [0,+∞[, g′(t) > g′(0) = 1 > 0, et la fon
tion g est stri
tement 
roissante

sur [0,+∞[.

On a don
 aussi : ∀t ∈ [0,+∞[, g(t) > g(0) = 2e0 − 0 = 2, 
e qui donne bien :

∀t ∈ [0,+∞[, 2et − t− t2

Par ailleurs : pour tout réel t ∈ [0,+∞[, 1 + t =
√

(1 + t)2 =
√
1 + t2 + 2t, où :

∀t ∈ [0,+∞[, 1 + t2 + 2t > 1 + t2 ⇐⇒ 1 + t >
√
1 + t2

par stri
te 
roissan
e de la fon
tion ra
ine 
arrée sur [0,+∞[.

b) Des deux inégalités pré
édentes, on déduit :

∀t ∈ [0,+∞[, t+ t2 < 2et et

1

1 + t
6

1√
1 + t2

Par produit membre à membre d'inégalités de même sens entre réels positifs, dont l'une est stri
te,

on déduit :

∀t ∈ [0,+∞[,
t + t2

1 + t
<

2et√
1 + t2

⇐⇒ t < f(t)
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3. On 
onsidère la suite réelle (un)n∈N dé�nie par u0 = 1 et, pour tout n ∈ N :

un+1 = f(un)

a) Une ré
urren
e immédiate montre que : pour tout entier n ∈ N, un est bien dé�ni et un > 0.
Ainsi, d'après 
e qui pré
ède :

∀n ∈ N, f(un) > un ⇐⇒ ∀n ∈ N, un+1 > un

La suite (un)n∈N est don
 stri
tement 
roissante.

Il faut don
 montrer que la suite n'est pas majorée ; si 
'était le 
as : la suite (un) serait 
onvergente,
de limite ℓ véri�ant :

ℓ > 0 et f(ℓ) = ℓ puisque f est 
ontinue sur R

Or l'inégalité obtenue en 2.b) exprime notamment qu'une telle égalité est impossible sur R+.

On en 
on
lut que la suite (un) est 
roissante, non majorée, et don
 :

lim
n→+∞

un = +∞

b) u = 1; n = 0;

while u <= 1e6

u = 2*exp(u)/sqrt(1+u^2)

n = n+1

end

disp(n)

4. On 
onsidère l'appli
ation G : R→ R dé�nie, pour tout x ∈ R, par :

G(x) =

∫ x

−x

f(t)dt

a) La fon
tion G est bien dé�nie sur R (
ar f est 
ontinue sur R), et :

∀x ∈ R, G(−x) =
∫

−x

x

f(t)dt = −
∫ x

−x

f(t)dt = −G(x)

D'après une propriété élémentaire de l'intégrale. La fon
tion G est don
 bien impaire.

b) Toujours par 
ontinuité de f sur R : 
ette fon
tion admet des primitives sur R, soit F l'une d'elles.

On a alors :

∀x ∈ R, G(x) = F (x)− F (−x)
forme qui prouve que G est de 
lasse C1

sur R, 
omme somme et produit de fon
tions de 
lasse

C1
sur R, ave
 :

∀x ∈ R, G′(x) = F ′(x)− (−1).F ′(−x) = f(x) + f(−x) = 2ex√
1 + x2

+
2e−x

√

1 + (−x)2
=

2(ex + e−x)√
1 + x2


) On exploite i
i le fait que f est positive sur R, et que : ∀x ∈ [0,+∞[, f(t) > t, et :

∀x ∈ [0,+∞[, G(x) =

∫ 0

−x

f(t)dt +

∫ x

0

f(t)dt

où : f étant 
ontinue sur R, et puisque −x 6 0 lorsque x ∈ [0,+∞[ :

∫ 0

−x

f(t)dt > 0 par positivité de l'intégrale
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et aussi :

∫ x

0

f(t)dt >

∫ x

0

tdt =
x2

2

On en déduit : ∀x ∈ [0,+∞[, G(x) >
x2

2
, et don
 :

lim
x→+∞

G(x) = +∞ par 
omparaison de limites

d) La dérivée obtenue à la question b) fait 
lairement apparaître que : ∀x ∈ R, G′(x) > 0, don
 la

fon
tion G est stri
tement 
roissante sur R.

L'imparité de G permet aussi d'en déduire dire
tement : lim
x→−∞

G(x) = −∞.

x −∞
0

+∞
G′(x)

G

+ +

+∞

−∞
0

Exer
i
e 2

On noteM3(R) l'espa
e ve
toriel réel des matri
es 
arrées d'ordre trois à éléments réels, I la matri
e

identité deM3(R), 0 la matri
e nulle deM3(R).

On 
onsidère, pour toute matri
e A deM3(R), les ensembles E1(A) et E2(A) suivants :

E1(A) = {M ∈M3(R); AM = M}

E2(A) = {M ∈M3(R); A2M = AM}

Partie I

1. L'ensemble E1(A) est non-vide, puisque la matri
e nulle véri�e toujours : A× 0 = 0,
don
 0 ∈ E1(A).
Soient M et N deux matri
es de E1(A), et λ un réel quel
onque :

A(M +N) = AM + AN = M +N , don
 M +N appartient en
ore à E1(A).

A(λ.M) = λ.(AM) = λ.M , don
 λ.M appartient en
ore à E1(A).

L'ensemble E1(A) est don
 stable par addition et multipli
ation externe : 
'est bien un sous-espa
e

ve
toriel deM3(R).

Une réda
tion tout à fait semblable montrerait que E2(A) est aussi un sous-espa
e ve
toriel deM3(R)
(
e que l'énon
é ne demandait pas de faire).

2. a) Soit M une matri
e quel
onque de E1(A) : M véri�e don
 AM = M , 
e qui implique :

A2M = AM par une simple multipli
ation terme à terme à gau
he par A, et don
 que M
appartient en
ore à E2(A), 
e qui prouve l'in
lusion E1(A) ⊂ E2(A).

b) Supposons A inversible : alors toute matri
eM de E2(A) véri�ant A
2M = AM , on peut multiplier

les deux membres de l'égalité à gau
he par A−1, 
e qui donne :

A−1A2M = A−1AM ⇐⇒ AM = M , et don
 que M appartient en
ore à E1(A).

L'inversibilité de A implique don
 l'in
lusion ré
iproque : E2(A) ⊂ E1(A), et don
 l'égalité de

sous-espa
es ve
toriels : E1(A) = E2(A) par double in
lusion dans 
e 
as.
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3. a) Si la matri
e A− I est inversible, alors pour toute matri
e M de E1(A) :

AM = M ⇐⇒ AM −M = 0 ⇐⇒ (A − I)M = 0, 
e qui implique M = 0 par inversibilité de

A− I, don
 :

E1(A) ⊂ {0}, et même E1(A) = {0} puisque l'in
lusion ré
iproque est toujours vraie.

b) Un exemple : soit B =





−1 1 0
0 −1 1
0 0 2





.

⋆ La matri
e B est triangulaire supérieure, et tous ses éléments diagonaux sont non-nuls, don
 B
est inversible, et 
ela implique que E1(B) = E2(B) d'après la question 2.b).

⋆ De plus, B − I =





−2 1 0
0 −2 1
0 0 1





est en
ore une matri
e triangulaire inversible,

don
 E1(B) = {0} d'après la question 3.a).

Dans 
et exemple, on a don
 : E1(B) = E2(B) = {0}.

Partie II

On 
onsidère la matri
e C =





3 −2 −1
1 0 −1
2 −2 0





.

1. Un réel λ est valeur propre de C si et seulement si la matri
e C − λ.I est non-inversible.

C−λ.I =





3− λ −2 −1
1 −λ −1
2 −2 −λ





L1↔L3−−−−→





2 −2 −λ
1 −λ −1

3− λ −2 −1





L2←2L2−L1−−−−−−−−−−→
L3←2L3−(3−λ)L1





2 −2 −λ
0 2− 2λ λ− 2
0 2− 2λ −2 + λ(3− λ)





L3←L3−L2−−−−−−→





2 −2 −λ
0 2− 2λ λ− 2
0 0 −λ2 + 2λ





.

C−λ.I est non-inversible si et seulement si sa réduite de Gauss l'est, 
e qui est le 
as si et seulement

si l'un au moins de ses 
oe�
ients diagonaux l'est, soit :











2− 2λ = 0

ou

−λ2 + 2λ = 0

⇐⇒ λ = 1 ou λ = 0 ou λ = 2.

On en 
on
lut que les valeurs propres de C sont 0, 1 et 2.

On 
al
ule ensuite les sous-espa
es propres en résolvant su

essivement :

� CX = 0 ⇐⇒





2 −2 0
0 2 −2
0 0 0









x
y
z



 =





0
0
0



 ⇐⇒
{

2x − 2y = 0
2y − 2z = 0

⇐⇒
{

x = y = z

y = z
, don
 le sous-espa
e propre asso
ié est :

S0(C) =











z
z
z





∣

∣

∣

∣

∣

∣

z ∈ R







= Vect









1
1
1









.

� (C − I)X = 0 ⇐⇒





2 −2 −1
0 0 −1
0 0 1









x
y
z



 =





0
0
0



 ⇐⇒
{

2x− 2y − z = 0

z = 0
⇐⇒

{

x = y

z = 0
,
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don
 le sous-espa
e propre asso
ié est : S1(C) =











y
y
0





∣

∣

∣

∣

∣

∣

y ∈ R







= Vect









1
1
0









.

� (C − 2I)X = 0 ⇐⇒





2 −2 −2
0 −2 0
0 0 0









x
y
z



 =





0
0
0



 ⇐⇒
{

2x− 2y − 2z = 0

−2y = 0
⇐⇒

{

x = z

y = 0
,

don
 le sous-espa
e propre asso
ié est : S2(C) =











z
0
z





∣

∣

∣

∣

∣

∣

z ∈ R







= Vect









1
0
1









.

2. Les résultats obtenus à la question pré
édente permettent d'a�rmer que :

� La matri
e C est diagonalisable puisqu'elle possède trois valeurs propres distin
tes alors qu'elle

appartient àM3(R).

� P =





1 1 1
1 1 0
1 0 1





est une matri
e de passage dont les 
olonnes sont formées de ve
teurs propres

pour C asso
iés à 
ha
une de ses valeurs propres, telle que : C = PDP−1, où D =





0 0 0
0 1 0
0 0 2





,

relation qui peut aussi s'é
rire : D = P−1CP .

3. Soit M ∈M3(R), on note N = P−1M , alors : PN = M , et

M ∈ E1(C) ⇐⇒ CM = M ⇐⇒ CPN = PN ⇐⇒ P−1CPN = P−1PN ⇐⇒ DN = N ⇐⇒ N ∈ E1(D)

4. Une matri
e N =





x y z
a b c
u v w





appartient à E1(D) si et seulement si :

DN = N ⇐⇒





0 0 0
a b c
2u 2v 2w



 =





x y z
a b c
u v w





.

Par identi�
ation des 
oe�
ients, on obtient bien les 
onditions :

x = y = z = 0, et 2u = u =⇒ u = 0, de même 2v = v =⇒ v = 0 et 2w = w =⇒ w = 0, tandis qu'il
n'apparaît au
une 
ontrainte sur les 
oe�
ients a, b, c.

On 
on
lut don
 que N appartient à E1(D) si et seulement si il existe trois réels a, b, c

tels que N =





0 0 0
a b c
0 0 0





.

5. Comme on l'a vu à la question 3. de 
ette partie, on dispose de l'équivalen
e suivante :

M ∈ E1(C) ⇐⇒ N = P−1M ∈ E1(D), 
e qui est maintenant équivalent à :

∃(a, b, c) ∈ R
3; P−1M =





0 0 0
a b c
0 0 0



 ⇐⇒ ∃(a, b, c) ∈ R
3; M = P





0 0 0
a b c
0 0 0



 =





a b c
a b c
0 0 0





.

Ainsi : E1(C) =







a.





1 0 0
1 0 0
0 0 0



+ b.





0 1 0
0 1 0
0 0 0



+ c.





0 0 1
0 0 1
0 0 0





∣

∣

∣

∣

∣

∣

(a, b, c) ∈ R
3







= Vect









1 0 0
1 0 0
0 0 0



 ,





0 1 0
0 1 0
0 0 0



 ,





0 0 1
0 0 1
0 0 0









.

Il n'est alors pas di�
ile de voir que :
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a.





1 0 0
1 0 0
0 0 0



 + b.





0 1 0
0 1 0
0 0 0



 + c.





0 0 1
0 0 1
0 0 0



 = 0 ⇐⇒ a = b = c = 0, 
'est-à-dire que la famille

génératri
e obtenue du sous-espa
e ve
toriel E1(C), est aussi libre, don
 est une base de E1(C).

On en déduit notamment que dimE1(C) = 3.

6. On emploie une méthode similaire pour déterminer E2(C) :

M ∈ E2(C) ⇐⇒ C2M = CM ⇐⇒ C2PN = CPN ⇐⇒ P−1C2PN = P−1CPN

⇐⇒ D2N = DN ⇐⇒ N = P−1M ∈ E2(D)

Or :

N =





x y z
a b c
d e f



 ∈ E2(D) ⇐⇒ D2N = DN ⇐⇒





0 0 0
a b c
4d 4e 4f



 =





0 0 0
a b c
2d 2e 2f



 ⇐⇒ d = e = f = 0

Les équations obtenues par identi�
ation des 
oe�
ients ne font pas apparaître de 
onditions sur les

autres 
oe�
ients.

On en 
on
lut que les matri
es de E2(C) sont de la forme :M = P





x y z
a b c
0 0 0



 =





x+ a y + b z + c
x+ a y + b z + c
x y z





où x, y, z, a, b, c sont des réels quel
onques, soit :

E2(C) = Vect









1 0 0
1 0 0
1 0 0



 ,





0 1 0
0 1 0
0 1 0



 ,





0 0 1
0 0 1
0 0 1



 ,





1 0 0
1 0 0
0 0 0



 ,





0 1 0
0 1 0
0 0 0



 ,





0 0 1
0 0 1
0 0 0









On véri�e fa
ilement à nouveau que la famille génératri
e de E2(C) obtenue est aussi libre, don
 est
une base de E2(C).

Par 
onséquent, dimE2(C) = 6, et on a don
 évidemment E1(C) 6= E2(C) puisque 
es deux sous-

espa
es ve
toriels n'ont pas la même dimension.

Exer
i
e 3

Partie I

1. Pour observer un premier 
hangement de 
ouleur, il faut faire au moins deux tirages. On peut aussi

tirer la même 
ouleur un nombre indéterminé de fois, don
 :

X(Ω) = J2;+∞J.

2. Pour tout entier k > 2 :

[X = k] =
(

B1 ∩ . . . ∩ . . . Bn−1 ∩Bn

)

∪
(

R1 ∩ . . . ∩ . . . Rn−1 ∩ Rn

)

∪
(

V1 ∩ . . . ∩ . . . Vn−1 ∩ Vn

)

Il s'agit d'une union disjointe de trois événements, don
 pour tout entier k > 2

P (X = k) =P (B1)× PB1
(B2)× . . .× PB1∩...∩Bn−2

(Bn−1)× PB1∩...∩Bn−1
(Bn)

+ P (R1)× PR1
(R2)× . . .× PR1∩...∩Rn−2

(Rn−1)× PR1∩...∩Rn−1
(Rn)

+ P (V1)× PV1
(V2)× . . .× PV1∩...∩Vn−2

(Vn−1)× PV1∩...∩Vn−1
(Vn)

P (X = k) =(1− b).bk−1 + (1− r).rk−1 + (1− v).vk−1
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3. La variable aléatoire X admet une espéran
e si et seulement si la série

∑

k>2

kP (X = k) est absolu-

ment 
onvergente. Comme il s'agit d'une série à termes positifs (k > 2 et P (X = k) > 0 
omme

probabilité), la 
onvergen
e simple su�t :

n
∑

k=2

kP (X = k) = (1− b)
n
∑

k=2

k.bk−1 + (1− r)
n
∑

k=2

k.rk−1 + (1− v)
n
∑

k=2

k.vk−1

On re
onnaît trois séries géométriques dérivées de raisons respe
tives appartenant toutes les trois à

]0; 1[, don
 la série 
onverge ; ainsi, X admet une espéran
e qui vaut :

E(X) = (1− b).
( 1

(1− b)2
− 1
)

+ (1− r).
( 1

(1− r)2
− 1
)

+ (1− v).
( 1

(1− v)2
− 1
)

=
1

1− b
+

1

1− r
+

1

1− v
+ 3− (b+ r + v) =

1

1− b
+

1

1− r
+

1

1− v
− 2

puisque b+ r + v = 1.

Partie II

On 
onsidère la fon
tion f de 
lasse C2 sur ]0, 1[×]0, 1[ dé�nie par :

∀(x, y) ∈]0, 1[×]0, 1[, f(x, y) =
1

1− x
+

1

1− y
+

1

x+ y

1. Pour tout (x, y) de ]0, 1[×]0, 1[, domaine où f est de 
lasse C2 :

∂1(f)(x, y) = −
−1

(1 − x)2
− 1

(x+ y)2
=

(x+ y)2 − (1− x)2

(1− x)2(x+ y)2
=

(1 + y)(2x+ y − 1)

(1− x)2(x+ y)2

∂1(f)(x, y) = −
−1

(1 − y)2
− 1

(x+ y)2
=

(x+ y)2 − (1− y)2

(1− y)2(x+ y)2
=

(1 + x)(x+ 2y − 1)

(1− y)2(x+ y)2

2. Comme f est de 
lasse C2 sur l'ouvert ]0, 1[×]0, 1[, les points 
ritiques sont les seuls en lesquels f est

sus
eptible de posséder un minimum lo
al, et 
e sont les solutions du système :

{

∂1(f)(x, y) = 0

∂2(f)(x, y) = 0
⇐⇒







(1 + y)(2x+ y − 1) = 0

(1 + x)(x+ 2y − 1) = 0
⇐⇒

{

2x+ y = 1

x+ 2y = 1

⇐⇒
{

2x+ y = 1

3y = 1 L2 ← 2L2 − L1

⇐⇒
{

y = 1/3

2x = 1− 1/3 ⇐⇒ x = 1/3

Puisque 1+x > 0 et 1+y > 0 sur le domaine. La fon
tion admet don
 l'unique point 
ritique

(1

3
,
1

3

)

.

3. On étudie la Hessienne de f en l'unique point 
ritique, en 
ommençant par 
al
uler les dérivées

partielles d'ordre 2 ; pour tout (x, y) de ]0, 1[×]0, 1[ :

∂1(f)(x, y) = (1− x)−2 − (x+ y)−2 et ∂2(f)(x, y) = (1− y)−2 − (x+ y)−2

∂2
1,1(f)(x, y) = −2.(−1).(1 − x)−3 + 2.(x+ y)−3 =

2

(1− x)3
+

2

(x+ y)3

∂2
2,2(f)(x, y) = −2.(−1).(1 − y)−3 + 2.(x+ y)−3 =

2

(1− y)3
+

2

(x+ y)3
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∂2
1,2(f)(x, y) = −(−2).(x+ y)−3 =

2

(x+ y)3
= ∂2

2,1(f)(x, y)

Au point

(1

3
,
1

3

)

, les dérivées partielles d'ordre 2 valent don
 :

∂1,1(f)
(1

3
,
1

3

)

= 2× 27

8
× 2 =

27

2
= ∂2,2(f)

(1

3
,
1

3

)

, ∂2
1,2(f)

(1

3
,
1

3

)

= 2× 27

8
=

27

4

La Hessienne 
orrespondante est don
 : H =

(

27/2 27/4

27/4 27/2

)

.

Ses valeurs propres λ sont les solutions de l'équation :

det
(

H − λ.I2
)

= 0 ⇐⇒
(27

2
− λ
)2

−
(27

4

)2

= 0 ⇐⇒
(27

2
+

27

4
− λ
)

.
(27

2
− 27

4
− λ
)

= 0

La Hessienne H admet don
 deux valeurs propres λ1 =
81

4
et λ2 =

27

4
.

Comme elles sont toutes deux stri
tement positives, on en déduit que f admet au point 
ritique

(1

3
,
1

3

)

, un minimum lo
al.

4. a) Comme b+ r + v = 1 ⇐⇒ 1− v = b+ r, on peut é
rire :

E(X) =
1

1− b
+

1

1− r
+

1

b+ r
− 2 = f(b, r)− 2

b) D'après 
e qui pré
ède : E(X) = f(b, r)− 2 est minimale lorsque b = r =
1

3
, don
 v =

1

3
aussi.

C'est lorsque les trois 
ouleurs sont en proportions égales dans l'urne, que le premier 
hangement

de 
ouleur arrive en moyenne le plus t�t : E(X) =
3

2
× 3− 2 =

5

2
.

Partie III

1. Soit A un réel supérieur à 2 :

∫ A

2

1

3t
dt =

∫ A

2

e−t ln(3)dt =
[

− 1

ln(3)
.e−t ln(3)

]A

2
= −e

−A ln(3)

ln(3)
+

e−2 ln(3)

ln(3)
=

1

ln(3)
.
(1

9
− 1

3A

)

lim
A→+∞

1

3A
= 0 
ar 3 > 1, don
 lim

A→+∞

∫ A

2

1

3t
dt =

1

9 ln(3)
, don
 l'intégrale impropre

∫ +∞

2

1

3t
dt


onverge, et vaut

1

9 ln(3)
.

On note α 
e réel, et on 
onsidère la fon
tion g dé�nie sur R par :







g(t) = 0 si t ∈]−∞; 2[

g(t) =
1

α3t
si t ∈ [2; +∞[

2. Montrons que g est une densité de probabilité :

� La fon
tion g est positive 
ar nulle sur ]−∞; 2[, et positive sur [2; +∞[ 
ar α > 0 et une expo-

nentielle est toujours stri
tement positive.

� La fon
tion g est 
ontinue sur ] −∞; 2[ 
omme fon
tion nulle ; g : t 7→ e−t ln(3)

α
est 
ontinue sur

]2; +∞[ 
omme 
omposée de fon
tions 
ontinues, don
 g est 
ontinue sur R, sauf peut-être en 2.
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� En�n :

∫ +∞

−∞

g(t)dt =

∫ 2

−∞

0 dt+
1

α

∫ +∞

2

1

3t
dt = 0 +

α

α
= 1.

La fon
tion g est bien une densité de probabilité.

On note Y une variable aléatoire admettant g 
omme densité.

3. La variable aléatoire g admet une espéran
e si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

tg(t)dt est absolument


onvergente.

Comme la fon
tion t 7→ tg(t) est nulle sur ] −∞; 2[, et positive sur [2; +∞[, il su�t de prouver la


onvergen
e simple de

1

α

∫ +∞

2

t.e−t ln(3)dt.

On réalise, pour A > 2, une intégration par parties dans l'intégrale

∫ A

2

t.e−t ln(3)dt, en posant :

u(t) = t −→ u′(t) = 1

v′(t) = e−t ln(3) −→ v(t) = − 1

ln(3)
.e−t ln(3)

Les fon
tions u et v sont de 
lasse C1 sur [2; +∞[, don
 par intégration par parties :

∫ A

2

t.e−t ln(3)dt =
[

− 1

ln(3)
.t.e−t ln(3)

]A

2
+

1

ln(3)

∫ A

2

e−t ln(3)dt

= − A

ln(3).3A
+

2

ln(3).9
− 1
(

ln(3)
)2 .
[

e−t ln(3)
]A

2

= − A

ln(3).3A
+

2

ln(3).9
− 1
(

ln(3)
)2
.3A

+
1

(

ln(3)
)2
.9

Lorsque A tend vers +∞ : lim
A→+∞

1

3A
= 0 et lim

A→+∞

A

3A
= 0 par 
roissan
es 
omparées.

On en déduit que l'intégrale

∫ +∞

2

t.g(t)dt 
onverge, don
 Y admet une espéran
e qui vaut :

E(Y ) =
1

α

∫ +∞

2

t.3−tdt = 9 ln(3).
( 2

9 ln(3)
+

1

9
(

ln(3)
)2

)

= 2 +
1

ln(3)

4. On note Z la variable aléatoire égale à la partie entière de Y .

a) Puisque Y est à valeurs dans [2; +∞[, alors la variable aléatoire Z est dis
rète, à valeurs dans

J2;+∞J.

Pour tout entier k > 2 : [Z = k] = [k 6 Z < k + 1], don
 :

P (Z = k) =

∫ k+1

k

g(t)dt =
[

− 1

α. ln(3)
.e−t ln(3)

]k+1

k
= − 9

3k+1
+

9

3k
=

18

3k+1
=

2

3k−1

b) Lorsque b = r = v =
1

3
, la loi de probabilité de X est donnée par :

∀k ∈ J2;+∞J, P (X = k) =
2

3
.
(1

3

)k−1 × 3 =
2

3k−1

Don
 lorsque les trois 
ouleurs sont en proportions équilibrées, les variables aléatoires X et Z
suivent la même loi.
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