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Si au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
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Partie I. Fonction logistique et lois logistiques
1.a) On voit immédiatement que A est & valeurs dans |0, 1].

Soit y €]0, 1[. Montrons qu’il existe un unique réel x tel que A(z) = y.

1—

Eneffet A(z) =y < 1l4+eT=- <= e *= Y ot par bijectivité de la fonction exponentielle,

1-— 1-—
e =Y —:Uzln(y) = len(y>
Y Y L—y

|

Ceci prouve l'existence et 'unicité de x pour tout y €]0, 1.

Ainsi | A est bijective de R dans |0, 1] et pour tout = €]0,1[, L(z) = In <1 m )
—z

b) A est bien dérivable sur R d’apres les théorémes sur les opérations sur les fonctions dérivables et Va € R,

e*l‘

N(z) = m.

c) La fonction f: x — x — A(x) est continue et dérivable sur R et pour tout x € R,

—x 14+e %4 6—2:1:
/ _ 1 . (§] — d, N / > 0
Elle est donc strictement croissante sur R. De plus, d’apres les limites de A en —oo et +o00, lim f = —o0 et
—00

lim f = +o0. D’apres le théoréeme de la bijection, f réalise une bijection de R sur lui-méme. Il existe alors
o0

un unique réel zo tel que f(zp) =0 i.e.

il existe un unique réel x( tel que A(zg) = xp.

d) D’apres le calcul réalisé précédemment, on remarque que, pour tout z réel, 0 < f/(z) < 1. 1 est un
majorant de | f’| sur R, on peut alors en appliquant I'inégalité des accroissements finis, en déduire I'inégalité,
VreR:

|[f(2) = f(zo)| < |&—wo| ie[A(x) — 2| <[z — o] car f(z0) = 0.
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2.a) On a A(0) = 1 donc A(0) > 0 et A(1) = 1+}3,1 d’ott A(1) < 1. On a alors z¢ €]0, 1] ce qui justifie les
lignes (2) et (3).

On remplace les premiers pointillés par a=c et les seconds par b=c suivant la méthode de dichotomie.

b) [ La valeur maximale est 2e-4 |  puisque lorsque la boucle se termine, le segment d’extrémité a et b

contient xg et est de longueur inférieure a eps, le milieu de ce segment est alors distant de x¢ d’au plus
eps/2.

c) D’apreés la question 1.d) | en valeur absolue cette valeur est inférieure & eps/2. |

e—(l)

3. Rappelons que, pour tout = € R, A(z) = m.

a) Montrons les trois propriétés qui assurent que \ est une densité de probabilité.

e Il est évident que A est a valeurs positives.

e Il est immédiat que A est continue sur R donc sur R privé d’un nombre fini de points.

+o0o
e Montrons pour finir que I = / A(z)dz converge et vaut 1.

—0oQ
Cette intégrale est impropre en —oo et +00 et A est une primitive qui admet en chacune de ses bornes une

limite finie. On peut alors en conclure que 'intégrale I est convergente et I = lim A(z) — lim A(z) =
T—+00 T——00
1-0=1.

Ainsi | A est bien une densité de probabilité. |

b) Pour tout z € R,

e’ e’ e ¥ o -
M=) = (1 +e%)2 = 2 (e~ + 1)2 = (e +1)2 = Az). Ainsi
t
Pour tout z € R, A(z) = u(e™%) ol u est la fonction définie et dérivable pour ¢t € R™ par u(t) = (e
1 t 1-t¢ 1—e®
O tout t >0, v/(t) = —2 = D’ou X = —0s.
r pour tou , u'(t) e A7~ arop ou N (x) e A7)

On en déduit que N (z) est du méme signe que e™* — 1, soit positive sur R~ et négative sur R*.

A est croissante sur R~ et décroissante sur R™.

Pour les points d’inflexion, il faudrait calculer la dérivée seconde. On procéde de méme en posant pour ¢

itif, v(t) i

ositif, v(t) = ——.

P (141)3

On a alors, pour tout x € R, \’(z) = e %0/ (e™%).

2 —4t+1
(14‘75;‘ v’ s’annule en changeant de signe aux racines du numérateur

ie. pourt =2 ++/3ett=2—+/3. Ainsi \’ s’annule en changeant de signe pour

Par un calcul classique v/(t) =

r=—In(2+3) et z = —In(2 — v/3) qui sont donc les points d’inflexion de la courbe de M.
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Voici la courbe :

0,2

/

4.a) Soit Y qui suit la loi logistique L(r,s). Y = sZ 4+ r ou Z suit la loi logistique standard.

+o0

D’apres le théoréme de transfert, E(Y*) existe si et seulement si / (sx 4 r)*A(z)dz est absolument
—0oQ

convergente.

Cette intégrale est impropre en +oo et —oo et 'on a :

k k, .k —x
|(sx 4+ )" s et A(z) e
+00
d’ott |(sz + 7)FA(z)] o skake™ et / z*e™%dz converge puisque 'on reconnait T'(k 4 1).
00 0

+o0
Par équivalence de fonctions positives, / (s + 7)¥\(x)|dz converge.
0

En —oo,
((sz 4 r)*| ~ sF|lz*F et A(z) ~ &
—00 +oo

0
d’ott |(sz + 7)*A(7)] o sk|z|ke® et / |z|¥e®dz converge puisqu’elle se rameéne & lintégrale précédente
oo

o0
par le changement de variable affine x = —t.

On peut donc affirmer que | pour tout k € N, E(Y") | existe.

Pour E(Z), étant donné que \ est une densité de Z, qu’elle est paire et que Z posséde une espérance alors
E(Z) = 0. Par linéarité de I'espérance | E(Y)=sE(Z)+r=r| .

b) Puisque L est la fonction réciproque de A la fonction de répartition de la loi logistique standard, alors si
U suit la loi uniforme sur |0,1[, L(U) suit la loi logistique standard, puis sL(U) + r la loi L(r,s). D’ou la
fonction :
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S=grandlogis(n,p,r,s)
U= (n,p)
S=s* (U/.(1-U))+r

c¢) Puisque la loi £(0,1) admet un moment d’ordre 4, on sait par la loi faible des grands nombres, que si
(Y1,...,Y,) est un échantillon de cette loi % (i Y,f) est un estimateur convergent du moment d’ordre 2
de cette loi. D’ou, puisque cette loi est centrélglpour n assez grand, on peut raisonnablement penser que
% (Zn: Y,f) est trés probablement une valeur approchée de la variance de la loi £(0,1).
k=1
La fonction Scilab précédente fournit un échantillon de taille n de cette loi avec I'instruction
grandlogis(n,1,1,0).

Donc lorsque n est assez grand,

ech=grandlogis(n,1,0,1); V=mean(ech.” 2)
place dans la variable V une valeur approchée de la variance de la loi £(0,1)

5.a) Par définition, Z = In(U;) — In(Uz). Déterminons la loi de In(Uy). Pour tout x réel,

P([In(Uy) < z]) = P([U1 < €*]) =1 — exp(—¢€”)

D’ott une densité fi,(y,) de In(U7) s’obtient par dérivation de sa fonction de répartition qui est C* sur R,
pour tout € R, fi,,)(x) = e” exp(—e”) = exp(z — e”).

In(U2) suit la méme loi que In(Uy) d’ott un densité de —In(Us) est x = finw,)(—2).

D’apres le lemme des coalitions, In(Uy) et —In(Uz) sont indépendantes et fi, () est bornée par 1 (z —e® <
0). D’ou la formule de convolution s’applique pour la loi de In(U;) — In(Uz) i.e. une densité h est définie
par, pour tout x réel :

+o0 +o0
h(z) = fln(Ul)(x — t)fln(UQ(—t)dt = / exp(z —t —e” " exp(—t — e ")dt

—00

d’ou

+oo

h(z) = em/ e 2 exp(—(1 + e%)e H)dt
—0oQ

Le changement de variable y = e~! bijectif décroissant, de classe C' de R sur |0, +oo[ peut étre réalisé.

dy = —e~tdt d’ou

“+oo

) = [ —pep(-(+e Dy = [ yen(-(1+

+o0 1
Or / y(1 + e®)exp(—(1 + e*)y)dy est 'espérance de la loi £((1 + e*)) donc elle vaut T o D’ou
0
hz) = — °” i achéve la démonstrati n (%) suit la loi £(0,1)
x) = = ce qui achéve la démonstration. n (7t ) suit la loi
(It+er)? (14ew2 o4 U :
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b) Pour simuler une variable aléatoire suivant la loi logistique standard on peut considérer l’expression de
valeur aléatoire | log(grand(1,1,"exp",1)/grand(1,1,"exp",1)). |

Partie II. Variance de la loi logistique standard

6.a) Pp=(-1)"NX-1)=1let P =(-1)°C)(X -+ (-1)'E)(X-1)°=3(X-1)-1=3X —4.

b) | Le degré de P, est n | puisque P, s’exprime comme une somme de polynomes de degrés inférieurs out

2 1
égaux a n et que cette somme comporte un seul terme de degré n pour k = 0, ( nl—i- )(X - 1"

Ce terme donne aussi a | P,, son coefficient dominant qui vaut (2n + 1) |

Le coeflicient du terme de degré n — 1 provient des deux termes de la somme pour £k =0 et k = 1.
e Pour le premier, c’est de terme de degré n — 1 de (2n + 1)(X — 1)" soit (2n + 1)(—1)nX""L.
2n + 1) ot _ _(@n+Dn@n-1)

e Pour le second, c’est —

3 3
. - n—1 on—1 2n +2
D’ou finalement | le coefficient de X"~ " vaut —(2n + 1)n (1 + T) =—(2n+1)n 7
n
c) On a donc la factorisation suivante : P, = (2n + 1 H — 2) OU 21, ..., 2, sont les racines complexes
k=1

de P,.

Lorsqu’on développe le produit H (X — z), on doit choisir dans chaque facteur X ou —z, faire le produit

k=1
de ces choix puis la somme de ces produits. Pour obtenir un terme de degré n — 1, on doit choisir X n — 1

fois et —z; une fois.

n

D’ou le terme de degré n — 1 obtenu par développement vaut — Z zk. D’ou le terme de degré n — 1 de
k=1

P,, obtenu grace a ce développement vaut (2n + 1 Z zk>

- 2 2
En utilisant le résultat de la question précédente on a : (2n + 1) Z ) —(2n+1)n n3—|— d’ou

2n+2  2n(n+1)

n
e

7.a) D’apres la formule de De Moivre,

(cos(z) + isin(x))?" T = ()2 = I — cog((2n + 1)a) + isin((2n + 1))

d’olt on a bien | sin((2n 4+ 1) = Im((cos(z) + i sin(z))?**1). |

2n+1
2 1
D’aprés la formule du bindéme, (cos(z) +isin(x))?"+! = Z < n]: ) (i sin(z))*(cos(x))? 1%, On sépare
k=0
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les indices pairs et les impairs :

(COS(%)+iSin($))2n+l = Z 2n2—li- 1) (1 sm(x))%(cos(x))%ﬂf%+Z 221 i) © s1n(:c))2k+1(cos(:z:))2"*2k
k=0 k=0
(cos(@) + isin(a)?+ = Y- 2 1)<—1>’“<sin<x>>2k<cos<x>>2"+1%
k=0
€R
+ i 2+ 1) (—1)%i sin(x))ZkH(cos(x))Q("*k)
=0 2k +1
ce qui donne,
(cos(a) + isin(@)1 = 3 T F 1><—1>’“<sm< )2 (cos ) P12
k=0
€R
2n+1\ g oooktl 2(n—Fk)
+1 1)% sin cos T
> s 1)( e sin+ (2)) (x)

et ainsi | Zm((cos(x) + isin(x))?"+) = Zn: 2n + 1> (—1)* sin?* L (z) cos2 k) ()

b) D’apres la question précédente, pour tout x €]0, 7| (sin(z) # 0),

n

Z 2n + 1) (_1)k Sin2k+1($)) COSQ(n—k) ($)

sin?n*1(z) sin?nt1(z) = k: +1
. osin((2n+1)z) N 2n+1 By -2 ek . sin((2n +1)x) . o
d’out —sinan(x) = kZ:% %+ 1 (—1)%(sin™“(z)) soit —st"H( - P, (sin™*(x)).

¢) On remarque que si k € [1,n] et z = , alors

km

, alors sin((2n + 1)xx) = 0. Dol si 2 = —5——
2n+1 (( k) K sin?(zy,)
z) est une racine de P,. De plus la fonction sin est injective sur |0, 7[ & valeurs strictement positives et la
fonction t +— t% est aussi injective sur |0, +00[, d’ou les z; sont deux & deux distinctes.

n
On peut donc en déduire que E 21 est la somme des racines de P, ce qui, d’apres ce qui précede, montre

k=1
que :

" 1 n 1 2 1
Z n+ - Z - _ n(n3—|— )
k=1 k= 181112( )

2n+1

m . L e . , . N
8.a) e Sur [0,5[, x +— sin(x) est concave car sa dérivée seconde, x — —sin(z) est négative. D’ou par

I'inégalité des tangentes, sin(z) < sin’(0)(z — 0) 4 sin(0) i.e. sin(z) < .
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e De méme la fonction tangente est convexe sur [0, g[ car sa dérivée z — 1 + tan?(z) est croissante sur
[0, g[ D’out tan’(0)(z — 0) + tan(0) < tan(zx) i.e

x < tan(z).
) L 1 1 1
e On a pour tout z €0, —[ 0 < sin(z) < x, d’ou par décroissance de t — — sur |0, 00| 2 (2) > —.
sin®(z x
s 1 R
On remarque que pour tout x €]0, ~[, — —1= 3 et on conclut de méme.
2" sin®(z) tan®(x)
. o1 1 1 .
b) Ainsi pour tout z €]0, [, & < —— < — + 1. D’ou pour tout n € N*,
27 22 T osin?(x) T 2?

k=1 k=1 < km )
2n + 1 2n+1 2n + 1
i.e.
(2n+1)2 & 1) onn+1) _ (2n+1)?2 & 1)
— < — | t+tn
2 Z 2 =~ =~ 2 Z 2
T = k 3 T = k
. 2n(n+1) 2n+1)2 &K1 2n(n +1)
d’ou 5 < - kz::l 72) S 3 i.e

c) De I’encadrement précédent, on tire pour tout n € N*, cet encadrement

_ 2 n 2
n(2n —1) . T < Zi < 2n(n +1) T
3 2n+1)2 ~ — k2 3 (2n +1)2

m
On voit que le majorant et le minorant tendent vers 3 quand n — +o0o ce qui permet d’en déduire que

Jio : 7r2
5=
k:lk

6

+o00 e %
9.a) Z est centrée donc V(Z) = E(Z?) = / P dx
- (1+e7)2
+oo efx
Par parité de la fonction intégrée, V(Z) = /0 x2mdx

On réalise une intégration par parties sur [0, A] o A > 0 en posant u(z) = z* et v(x)

=Az)—1:
/ 202 1+ )dx—[ Q(A(x)—n}OA—/OAzLx(A(x)—1)dx
A 9 e * - B A2 e 4
/021‘ (1+e_x)2dx—l2 1+€_m /4m d:n 2 A+ / 1+e—x
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—A —A A —x
Quand A — +o0, % —4 d’ott 2A2% — 0 et ainsi 4 A e_xdx — V(Z). Ce qui donne
+0c0 -
la relaztion =4 / e
1+ e‘m

b) Par linéarité de I'intégrale, Z(—l)k/ ge~ kD2 — / x Z(—l)ke_(kﬂ)x) dz. Or
k=0 0 0 k=0
pour tout z € [0, 4o00], Z(—l)ke_(kH)I =e 7 Z(—e_x)k.
k=0 k=0
n 1_ (_effb)ﬂri’l 14+ (_1)nef(n+1)z

D’apres la f le de 1 i tométri —_e )k = =
apres la formule de la progression géométrique, kzz;)( e ") Fo o

puisque —e™* £ 1. D’ou :

n +00 +oo 1 —_1)e—(ntl)=z +oo -z —(n+2)x
Z(_l)k‘/ f]}'ei(k+1)xd{1,’ — / xefg: + ( ) € de' — / L + (_1)HL dx
—0 0 0 I+e™® 0 l+e® 1+e®

too ge® ze~ (nt+2)z too e +oo ze—(n+2)z .
De plus /0 e + (_1)”m dz = /0 . +eiwdx +/0 (_1)”mdx puisque ces

deux intégrales sont bien convergentes.

Ainsi

n +00 +00 —z 00 pe—(n+2)z
> (—1)k/ xe*(kﬂ)xdx:/ e — dw+(—1)"/ xei_dx
o 0 o l+e® 0 l+e®

qui donne I’égalité demandée en faisant passer le dernier terme dans le membre de gauche.

xef(n+2)x )
¢) Pour tout x positif, 0 < m < e~ (n2)z,
+oo xef(n+2)z —+00
D’ou par croissance de l'intégrale, 0 < / ﬁdx < pe~(12)z dz, sachant que cette derniere
0 e 0
intégrale converge puisque qu’elle est proportionnelle & I'espérance de la loi £(n + 2).
o0 1
Cette derniere information nous montre aussi que / ze~ (MHrqy = (—1—72)2’ ce qui prouve via le
0 n
+o0o 'xef(,rkFZ)m
théoreme des gendarmes que / ﬁdx — 0 quand n — +o00. On n’a alors aucune difficulté pour
0 e
en déduire que | I,, — 0 quand n — +o0. |
- Foo Too ge®
On en déduit que, quand n — +oo, Z(—l)k/ ze~*FtDzqy /
k=0 0 +te?
+oo 1 ° 1 too  ge®
On vient de voir que / e FHTqr — — —  ainsin — 400 S | / dz
v haal 0 (k—l—l)g7 7,;)( ) (k—l—l)Q 0 1+e®
Ry too e ?
ce qui revient a dire que —— = / dx.
amrey 4 §%w+1y o lte=
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+o0 (_l)k +o0 (_1)k:—1

d) On peut écrire I'égalité : > ———2o = > -
= (k+1) =k
+oo k—1 +00 2 2 +00 k—1 2 +00 k—1 2
1—(-1) 2 2 T T (—1) T (—1) T
oy LTCUT s 2 2 T Ty EDT BV
2 2 2 ’ 2 2

= k koo k P 4k 12 6 = k 12 = k 12
2w
On déduit des questions qui précédent que V(Z)=4x =3

10.a) Ces deux intégrales sont impropres en 0 et +o00.

1
e En +oo, les deux fonctions sont a valeurs positives et négligeables devant — puisque négligeables de-
x

. _— 1 L s
vant ze”*, elle méme négligeable devant —. On en déduit la convergence de ces intégrales en 400 par
x
+oo 1
comparaison avec l'intégrale de Riemann convergente / —dx.
1z

1
e En zéro, In(z)e™® ~ In(z) et (In(z))?e™* ~ (In(z))? qui sont négligeables devant NG Sachant que
x

1
/ ——=dx converge, on en déduit 'absolue convergence de ces intégrales par comparaison.
0 VT

Finalement | ces deux intégrales sont bien convergentes. |

b) Le théoréme de transfert nous permet d’affirmer que ces deux intégrales sont, respectivement, 1’espérance
et le moment d’ordre 2 d’une variable aléatoire de la forme In(U), U étant une variable aléatoire qui suit
la loi exponentielle de parameétre 1. Ainsi par la formule de Huyghens, J — I? est la variance d’une telle

variable aléatoire.

Or on a vu que si U; et Uy sont indépendantes et suivent la loi exponentielle de parametre 1, alors

7.(.2

In(Uy) — In(Us) suit la loi £(0,1). On a donc V(In(Uy) — In(Us)) = 3

Mais par le théoreme des coalitions, In(U;) et —In(Uz) sont indépendantes, d’out

V(In(Uy) —In(U2)) = V(In(U1)) + V(= In(U2)) = V(In(U1)) + V(In(U2)) = 2V (In(U1))

7'(‘2 71‘2
Amgvmmﬁ»:?;&m J*P:??

Partie III. Estimation a partir de données binaires

11. Puisque f est continue sur R alors F' est de classe C! sur R et F' = f, donc F est strictement croissante

sur R.

On a aussi, lim F = 0, lJimF =1, I est continue sur R alors, d’apres le théoreme de la bijection,
—00 o0

F réalise une bijection de R sur 0, 1[.

12. La suite (Y},)nen+ est une suite de variables de méme loi, indépendante, de variance F'(0)(1 — F'(0)), donc
non nulle. On peut alors appliquer le théoréme central limite :
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Vi(Yn — F(0))

VE@O)(1 - F(0))
la loi N(0,1).

On sait alors d’apres un résultat du cours que, quand n — +oo,

converge en loi, quand n — +o00, vers une variable aléatoire, disons U, telle que U suit

Vn(Y, — F(0)) converge en loi vers /F(0)(1 — F(0))U, qui suit la loi N'(0, F(6)(1 — F(6)))

d’apres les propriétés de la loi normale.

n
0<) Yi<n

13.a) On a P@(Eg) = Pg (
k=1

n
). Posons S, = Z Y.

k=1

Sy suit la loi binomiale de parameétres n et F'(f) puisque les Yy sont indépendantes en suivant la loi
B(F(6)). D’ou :

Py([0 < Sp <n]) =1 =Py([S = 0]) = Py([Sn = n]) =1 - (1 = F(6))" — (F(6))"

Sachant que 0 < F(f) < 1, on en déduit aisément que (1 — F(0))" — 0 et (F(0))" — 0 quand n — +o0.
Donc | Py(Ey) — 1 quand n — +oo. |

b) Procédons par double inclusion :
i. e Siw e E, alors Tj,(w) = F~1(Y,,(w)), donc si I'on a aussi T,,(w) < x par composition par F, Y, (w) <
F(x). Ainsi w € [Y,, < F(2)] N E,,.

e Siwe [V, < F(z)]NE,,alorsw € B, et Tj,(w) = F~1(Y,,(w)) par croissance de F !, T}, (w) < F~}(F(z))
ie Tp(w) <z

| On a bien I’égalité ensembliste proposée. |

e Siz <0,alors [T}, < z] C Ey,, dot [T, < 2] = [T, < 2] N E, = [V, < F(x)]N E, qui est bien un élément
de A.

e Siz>0, [T, <] = ([T, <z]NE,) UE, puisque si w € E,,, T,(w) = 0 donc est plus petit que z. D’olt
[T, < x] est la réunion de deux éléments de A, c’est un élément de A.

Ainsi | pour tout x réel, [T, < z] € A. |

ii. Cela découle de ce que 'on vient de voir. On a dans tous les cas :

Y, <F@))NE,C[l,<z]C([Ya<F(z)]NE,)UE,

La croissance de Py et I'inégalité de Boole montrent que

Po([Y, < F(2)]) N Ep) < Po([Th < 2]) < Po([Yo < F2)] N Ep) + Po(Ey)
=1-Py(En)

c) D’apres la loi faible des grands nombres Y, Ny (0) quand n — 4.
e Siz >0, F(z) > F(0), dot Py([Y, < F(z)]) = 1 quand n — +o00.

Sachant que Pg(E,) — 1 quand n — +o00, que forcément Py([Y,, < F(x)]) U E,) — 1 quand n — 400,

par la formule du crible, Py([Y;,, < F(z)]) N E,) — 1 quand n — 4.

D’ott par encadrement, | Py([T,, < z]) — 1 quand n — +oo. |
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o Siz <0, F(x) < F(0), dou Py([Y,, < F(z)]) = 0 quand n — 400 et Py([Y,, < F(x)]U E,) — 0 quand
n — +oo puisqu’elle est majorée par la précédente.

Avec 13.a), on déduit que | Py([T}, < z]) = 0 quand n — +o0. |

d) Montrons que 7T;, P9 quand n — +oo.

Soit « > 0.On a:
1=Py([T <0 —0a])+Po([|T, — 0| < a]) + Py([T}, > 0+ a]) i.e.

1="Py([T5 <0 —a]) +Py([|Tn — 0] < o) + 1 = Py([T;, <6 + a])

—0,n—400 —1,n—+oco

d’apres la question précédente.

D’ou | Py([|T, — 0| < a]) — 1 quand n — 400 |

Ainsi (T),)nen+ est une suite de variables aléatoires sur (€, Py, A) (13.b)i. ) qui converge en probabilité
vers 0 et dont la définition ne dépend pas de 0, | c’est bien une suite convergente d’estimateurs de 6. |

14.a) i. C’est tout simplement du au fait que la fonction z +— est définie et continue sur R, donc en

1
/()

particulier au point 6. On applique la définition de la continuité.

ii. Soit w € [|T,, — 0] < a] N E,. On a donc F~Y(Y,,(w)) € [0 — a,0 + a] ie Yy, (w) € [F(0 — ), F(0 + ).
F7 (Yo(w)) — FZH(F(6))
Yn(w) - F(Q)

11 suffit alors d’établir que pour tout y € [F(0 — «), F(0 + «)],

Mais, Up(w) =

On applique I’égalité des accroissements finis & la fonction F'~! dérivable sur [F(6 —a), F(0+a)] : il existe

—1N -1
e €JF(0 — ) F(0 + o[ el que T DI EO) _ oy L

y—F(0) (F~e)  f(F~He))

‘ou F7 (y) ~ FN(E(0)) — L | _ ! — 1 et puisque F~1(c -« al, on obtien
P S F0 f(9)‘ = | Ty ~ | o P £70) €10 a0+ af,on obten
we | i ~ | <
On a bien prouvé que | [|T, — 0] < o] N E, C By(e). |

b) Etant donné que T}, converge en probabilité vers 6, Py([|T}, — 6] < a]) tend vers 1 quand n — +oc.
Sachant de plus que Py(E,) — 1 quand n — +o0, on a comme précédemment que
Py([|Tn — 0| < a]NE,) — 1 quand n — 400

Pour tout € > 0, si 'on choisit @ comme dans la question 14, cela montre que Py(B,(¢)) — 1 quand
n — —+00.

Cela prouve que
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(Up)nen= converge en probabilité vers

1
f6)

c) On a la relation suivante pour tout n € N*, T;, — 0 = U, (Y,, — F(0)).
C’est immédiat pour les w tels que Yy, (w) # F(6).
Si Y, (w) = F(0) alors Ty, (w) = F~Y(F(#)) = 0 car Y, (w) €]0,1][, d’ou I'égalité est aussi vérifiée.
Donc pour tout n € N*, \/n(T,, — 0) = U, x /n(Y,, — F(0)).
On applique Slutsky :

p 1
[ ] Un — m,

o VY, — F(0)) -5V ou V suit la loi N(0, F(0)(1 — F(0))),
D’ou

Up % /(Yo — F(0)) £ f(10)V qui suit la loi N (O,

FO)(1 - F(G))>
1(0)? '

Partie I'V. Régression logistique

15.a) La matrice M *M est une matrice carrée d’ordre p. Soit X une matrice colonne d’ordre p telle que
M!MX.Onaalors ‘I XM!MX =0ie {({MX)!MX = ||!MX]||?> =0 ott la norme est la norme canonique
sur R*. Alors *M X = 0 mais les p colonnes de M forment une famille libre puisque rg(*M) = p donc X
est la colonne nulle.

On peut en déduire que | M 'M est inversible. |

b) Remarquons que ‘(*MU — H)!MU — H = ||!MU — H|*.
U est une solution aux moindres carrés de I’équation ‘MU = H.

D’apres le cours, puisque le rang de ‘M est égal & son nombre de colonnes, on sait que U est unique et
| qu’il est caractérisé par 'égalité M MU = MH ie. U= (M'M)"*MH. |

c) Sil’on connait les lois des Y ,, alors on connait A({c, ™)), donc puisque A est injective, on connait pour
les produits scalaires (o, 2(9) donc pour i € [1, k].

Pour pouvoir déterminer o de maniére unique il est nécessaire que, si pour tout i € [1, k], on a (o, ) = 0
alors « est le vecteur nul.

Donc 'orthogonal de Vect(z(), ..., ) doit étre réduit au vecteur nul i.e. Vect(z™M), ..., 2(*)) = RP ce qui
signifie que rg(M) = p.

16.a) On est bien en présence d’une suite de variables aléatoires ne dépendant pas des parametres a estimer.

La fonction L est la réciproque de A qui possede les propriétés de la fonction F' intervenant dans la partie
III. D’ot en appliquant les résultats de la partie III, (75, )nen+ converge en probabilité vers (c, ™) d’ott
d’apres le cours, (¢;T;n)nen converge en probabilité vers ¢;(a, @)
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)l

¢iTim — ci(o x”)‘ d’ou

) er(l

CO[

j=1

k

k
S eTin— Y cila, z(®))

k=1

<Z

= =€

)

ch vn — cifa, )

De plus Py ([

Or

ch in—C cila, )

([

I - oz:c()>’>5

)

¢iTim — ci(o x(’)>’ >e

(o, @)

CzT’zn - Ci<aa$(i)>‘ = z:|

De plus [Z

k=1

d’ou

- Ci<Oé,SC(i)>‘ > ;j)

J)ex (e

Or cette somme tend vers 0 quand n — +00 ce qui permet d’en conclure que :

k
Py (lz ¢iTim — ci(o, 20 ‘

k=1

d’apres l'inégalité de Boole.

k k
Py ([ dociTlin =) cilo, 2| > e ) =0
k=1 k=1
quand n — +o0 ce qui acheve la démonstration.
b) D’apres la question précédente,
| A;n est une combinaison linéaire des T;,, pour ¢ € [1, k] donc est un estimateur | et,

(a, 2M)

(Ajn)nens converge en probabilité vers la j-ieme composante de (M *M)~1M

(o, ) a1 (o, D) o
Or : =tM| : |, don (MIM)"tM : =(M'M)IMIM| : | =

(o, zR)) Qg (o, 2R Qg
D’ou

(Ajn)nens converge en probabilité vers a;

aq

Qg
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