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Eléments de correction

Premiere partie

1. a. La série ) m =3 (- #) est télescopique convergente car la suite (1),en- converge, avec :

> 1 < 1 1
) - =1-1 =1
712::171014-1) nz::l(n n—l—l) el n+1

b. La question a. reléve de la problématique étudiée dans cette partie si 'on considére la variable X
constante égale a 1.

2. a. Le calcul donne :
“+o00

fn(t)dt:/_ol(1+(n+1)t)dt+/on+l ¢, dt +

n+1

+/1 (n+1)(1—1t)dt = ! +—

n n+1 n+1

n+1

Puisque f, est une densité par hypothese, on a par ailleurs f_t:f fa(t)dt = 1, si bien que ¢, = 1. La
fonction f; est représentée ci-dessous.

Cp.

S

1

4
b. Par théoreme, la fonction de répartition F, de Y, est donnée par :

Vx € R, F,(x)= /x fu(t) dt. (1)

Le calcul donne alors F,(x) = 0 pour x < —#, puis successivement :

Bw e — — — — —
—_

Vx € [—ﬁ,o], Fn(x):/_x1 (14 (n+1)t)dt =

L 2(n+1)

Vxe[o—} F(x):F(O)+/xdt:x+;

7n+17 n n 0 2(n+1)7
n B n x B .. n+1
Vxe[m,l], Fn(x)—Fn<n+1>+/n(n+1)(l t)dt =1 5 (1—x)

n+1
et enfin

Vx € [1,+o00[, Fu(x) = +Ooﬁl(t) dt = 1.

De la formule (1) ou f, est continue sur R (méme en —#, 0, H—L et 1), on déduit que F, est de classe

%" sur R.
Ci-dessous la représentation graphique de la fonction F; (non demandée) :
1+-----
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c. Il s’agit d’étudier, pour x € R donné, la convergence et la limite de F,(x) lorsque n — oo, sachant
qu’elles ne dépendent pas des premiers termes. Or
> pourx < Oetn>— —lie x < — 37, Fy(x) = 0 converge Vers 0 lorsque n — 00
= pour 0 < x < letn > = —lie x < #,Fn(x) = x+
n— 0o;
> pour x > 1, F,(x) = 1 converge vers 1 lorsque n — oc.
En conclusion,

D) +1) converge vers x lorsque

0 six<0
VxeR, limF,(x)=q¢x si0o<x<1 =Fy(x)
n—00 X
1 sil<x
pour une variable Y de loi uniforme sur [0, 1]. Ceci établit la convergence en loi de la suite (Y,),en-

vers Y.

3. a. Comme X, ; a méme loi que X, a densité, il vient pour € > 0 donné :
X
Vne N, P(‘ :11 > e) =P(X| > (n+1)e) =P(X > (n+1)e) + P(X < —(n+ 1)e)
n
=1 — Fx((n—f— 1)5) +Fx(—(n+ 1)5) T> 0,

Xn+l

ce qui établit la convergence en probabilité de la suite ( P

variable nulle.

)nG]N* (et de la suite opposée) vers la

b. Vu la convergence en probabilité vers une constante établie en a. et compte-tenu de la convergence
en loi évidente de la suite constante égale a X; vers X puisque les deux variables ont méme loi, le

lemme de Slutsky assure la convergence en loi de D, = X; — n"jll vers X.

c. Les variables X, et — 'rll étant indépendantes par hypothése et a densité, celle de X; étant bornée

par hypothese, leur somme D, est également a densité donnée par le produit de convolution
+oo

fo.=frgn:x€eR— F(t)gn(x — t)dt,

—0o0

ou g, désigne une densité de —if:f, par exemple g, : x € R — (n+ 1)f(—(n+ 1)x). La formule
précédente devient alors :

VxeR, fo,(x)=(n+1) Oof(t)f((n+ 1)(t — x)) dt.

d. En supposant que X suit la loi uniforme sur [0, 1], elle admet pour densité

1 sio<x<1
0 sinon

f:xE]Rr—>{

Pour mener le calcul du produit de convolution fxg,(x), on détermine alors I'intervalle d’intégration
utile : pour x,t € R,

0<t«1 [ 1 ]

t —1)#£0 — — telo,1]nN |x, .

Flo)gte—1) # s e n < 0.0 rrs
Comme ? < 1, on distingue alors les cas suivants :
> six <0< x+ (S 1)ie —g <x <0,

fDn<x):(n+1)/0x+"“ dt =1+ (n+1)x

> si0<x<x+ 5 < 1 c’est-a-dire si0 < x <

fo.(x) / - 1

> si(0<)x <1< +—cestad1re51 <x

forl) = (n + >/1 dt = (n+ 1)(1 - );

> dans les autres cas, le domaine d’intégration est vide et fp, (x) = 0.
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4.

a.

b.

C.

Il en ressort que la variable Y, a méme loi que D,,. D’aprés la question b., la suite (Y,) converge donc
en loi vers la variable X de loi uniforme sur [0, 1], donc également vers Y, ce qui constitue le résultat
établi en 2.c..

Pour n € IN*, les variables )% et — n’jll, de lois respectives N (0, 12) et N(

dantes. Par stabilité, leur somme U, = )i” — i(l'jll suit donc la loi NV (0 ( , nz + ©
Par télescopage,

1(n+1) ) sont indépen-

)

n "X X X,
YneN', T,= U= 2 (- ) =x -

k=1 k=1
converge en loi vers X d’aprés 3.b. car une densité gaussienne est bornée. Ceci établit la convergence
en loi de la série > U,.

n

1 apres a. et compte-tenu de l'1ndépendance des variables ,-.., U le theoreme de stabilite
i) D’apre p de I'indépendance d iables U/, ... U', le théoréme de stabilité
garantit que la somme T;, = >} _ U} suit la loi A'(0, 02), ou
n 1 1 n 1 1 7_‘_2
o z§1<k2+(k+1)2> Ty Lo %@ 3 o

Par suite, pour x € R,
/

P(T, < x) = P(E <Z)=o(2) —o(2) =P <y
Oy Op Op n—00 o
si @ désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, continue sur R, et T'
une variable de loi N'(0, 0%). Ainsi la suite (T)) converge-t-elle en loi vers la variable T’, de loi
N(0,% —1).

(ii) Les variables composant la suite (U) sont indépendantes par hypothése, ce qui n’est pas (a
priori) le cas de celles de la suite (U,). Les variables T, = >} Uget T, = > ;_, U) n’ont donc
pas (nécessairement) méme loi pour tout n € IN*. La convergence en 101 obtenue en (i) de (T,)
vers T’, de loi N'(0, 0?), n’est donc pas contradictoire avec la convergence en loi établie en b.
de (T,) vers X, de loi N/(0, 1). A posteriori, ces deux résultats permettent de lever les réserves
entre parenthéses du début de I’argument.

Il ressort de cette analyse que contrairement a ce qu’il en est pour la convergence en loi d’'une
suite, la convergence en loi d’'une série de variables aléatoires ne dépend pas seulement de la loi
de son terme général.

Deuxiéme partie

. Il vient :
Ve, mD= ¥ Lo w 1%
n E * n = _—= —— —
keD: k JEIN*: J2 j=1 ]2
1<ksn 1</°<n
On déduit immédiatement de a. la convergence de la suite (h D)) n, C'est-a-dire de la série ) | n("),

avec :

5=

. Soit m € IN*. Si m"/® € IN*, alors m = ((ml/"’):“)2 = ((ml/"’)z)3 € D N T. Réciproquement, si

m € DN T, alors il existe i,j € IN* tels que m = i = . On a alors \/j = ! EQ si bien que j € D

d’aprés le résultat admis : il existe k € IN* tel que j = k? et donc m = k°, ce qu1 met en évidence que
m'/® = k € IN*,

. On montre comme en a. et b., d’aprés c., que :

lim h,(7)=¢(3) et lim h,(DNT)={((6).
n—o00 n—o00
En remarquant que 1p,7 = 1p + 17+ — 1pn7, on montre par ailleurs que :

Vne N*, h,(DUT)=h(D)+ h(T) — h(DNT),

d’ou 'on déduit finalement la convergence de la série ) Lpur(n)

> 12 _ () 4 ¢(3) - clo).

n=1

, avec :
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6. a. Pourn € N*,on a:
1 1

< <
2n+1 2t—1 2n—1

Vte [n,n+ 1],
d’ou:
1 1 1 1
_ < _
2n—1 2t —1 2n—1 2n+1

Vie[nn+1], 0<

et finalement :

0< nH(l ! )dt< ! ! 2 < ° @)
U, = — — = .
=), \en—1 2t—1/7 T 2n—-1 2n+1  (2n—-1)(2n+1)  (2n—1)?

b. Pour n € IN*, il vient :

1 SN Mgy
h(Z) = ( )
@) ke% k=1 uk+/k 2t — 1
1<2k—1<n
c’est-a-dire, par relation de Chasles et d’apres la formule évidente |x + 1| = |x]| + 1, valable pour

tout x € IR,
Ln+lJ n+1 n+3j

= |2 +1 dt L] ™3
hn(I)Z Z uk—l—/ = Z uk—i-/
1 1

k=1 2t—1 5
c. Par définition de la partie entiére, on a déja :
n—;—l < LnZBJ < n—zi—3‘
En écrivant que le graphe de la fonction x — In(1 + x), concave sur |—1, +00], se situe en dessous
de sa tangente a l'origine, on justifie par ailleurs 'inégalité classique In(1 + x) < x, valable pour
tout x > —1.
Il ressort de ces deux points que :

e, o<} (252 1)} (14 2) < 2

n 2 n n
d. De I’équivalent (

dt
2t —1

Vne IN*,

W ~ 57 = 0, n — 00, on déduit la convergence de la série Z )2 par com-
paraison a la série de Riemann convergente ) =, puis celle de la série )~ u, d’ apres a En notant o
a somme de cette série, la formule obtenue en b. donne alors :

1 de cett la f le obt b.d 1

Ln+1J n+3

Vne N, hy(Z) —Inyn= zuk+—1n“ J—1>—1nﬁ

coo £ e {2 0)

k=1 |+1

®)

Avec I'encadrement de la question c., on en déduit que :
lim h,(Z) —In\/n= 4.
n—oo
e. D’apreés (2),

% e 1 1 1 1
VneN*, 0< u < ( - ): < 4
,C:ZHH . kzznﬂ 2k—1 2(k+1)—1/) 2n+1 2n—1 )

par télescopage.
f. A partir de (3), il vient :

VneN*, §— (h(Z)—Iny/n) = i uk—%ln{%<2ln+3J—l>}

k=2 +1

puis, d’apres c. et ,
1 1 1 1
Vne N*, —— <d— (h(Z) —lnvn) < < S .
n (al2) \/_)\Zt%j—l\z(”—“—l)—l n—2
2
(i) Pour € = 0,2, la condition ﬁ > ¢ équivaut a n < 7. La variable s prendra donc les valeurs de
h,(Z) — In+/n pour les entiers n impairs a partir de 3 et inférieurs &% c’est-a-dire pour n = 3
puis n = 5.
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(i) 11 s’agit de faire passer le contenu de la variable s de h, ,(Z) —In\/n— 24 h,(Z) — In/n pour
n impair. En remarquant, toujours pour n impair, que :
1 1 2
(D) =10 V) = (hao(T) = InVn—2) =~ + (1= "),
n n
on peut donc proposer :

s=s+1/n+log(1-2/n)/2;

(iii) D’apres f.,
YREN', [5— ((Z)—Inva)| < .

Etant donné € > 0, la fonction renvoie donc h,(Z) — In+/n pour le plus petit entier n tel que

—L= < ¢, qui constitue donc une valeur approchée de 4 a la précision ¢.

Troisieme partie

7. a. (i) En convenant que s, = 0, il vient pourn > 2:

=
nx_nsk_skl_n nﬁ
D RO Y
Sn
n

(ii) On a d’une part :

B
n
car 3 > a, d’ott 'on déduit par encadrement que % tend vers 0 lorqsue n — oo.

D’autre part,
G e (- )
"\nf (n+1)8/1 n® (n+1)8)
n"‘(i— ! )— " <<1+l>5—1)wi>0 n — oo
o (n+1)8)  (n+1)° n nf-atl =
avec f — a + 1 > 1, dou l'on déduit la convergence de la série Y  n (n[3 — W) puis la
convergence absolue et donc la convergence de la série > s,,(n e +11) )
Ainsi tous les termes apparaissant au membre de droite de la formule établie en (i) admettent-ils
une limite finie lorsque n — oo, ce qui signifie que la série ) | % converge.
b. C’est une application directe du résultat démontré en a. avec f = x > 0 = a et x, = (—1)" pour
tout n € IN*, sachant que

Vae N*, s, =S (—1)fF = {
k=1

vérifie |s,| < n® pour tout n € IN*.

Vn>1,

ou

—1 sinestimpair
0 sinestpair

8. Soit n € IN*.
a. La variable finie e’>* admet une espérance donnée, compte-tenu de I'indépendance de X, ..., X,,
par :
n n t —I\n
E(eS) = E(et2221xk) _ E(H eth> — [[ E(e™) = (e j;e > '
k=1 k=1
b. Pour t € R,
efe’ (OOtk (—n)ky 1 t* t* 17
=t ) = a0 = p=
z =z BT X T R w

k pair
ou, pour tout j € IN, (2j)! > (2j)(2j — 2) - - - 2 = 2/j! si bien que :
by et 2j N
el S P SAEY e
2 j=0 2]_]| j=0]! 2
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tSp

c. En appliquant I'inégalité de Markov a la variable e™", positive et admettant une espérance, il vient

d’apres a.etb. :

E(etSn t —t\n . £2
P(S, > 5) < P(e > e”) < <et )=e‘”(%> <et(e?) =exp(n7‘“>'
eS

d. En appliquant le résultat de la question c. a la suite (—X,,) ey~ de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées selon la loi uniforme sur {—1, 1}, on obtient :
t2

P(-S,>s) < exp(% — ts>.

Il en ressort que :
nt?
P([S,] >s) =P(S,>s)+P(-S,>s) < 2exp<7 — ts).
En écrivant en particulier cette inégalité pour le réel t > 0 minimisant le second membre, c’est-a-dire
= %, il vient :

2
P(|S,| >s) < 2exp(—23—n).

9. a. Pour k € IN*, S est une variable aléatoire par opérations sur les variables aléatoires si bien que
[|Sk| > k“] est un événement, c’est-a-dire un élément de la tribu .A. Par suite, pour n € IN*, 'union
dénombrable | J,.,[[Sk| > k] appartient également a A, ainsi finalement que I'intersection dénom-
brable C, = ﬂn>1(Uk>n[|Sk| > k"‘]).

b. D’apres I'inégalité de la question 8.d. appliquée a s = n® > 0,on a:

n2a—1 1
EEA .
n2

car 2« — 1 > 0. Il en ressort que la série > P(|S,| > n®) converge par comparaison a la série de
Riemann convergente » .
c. Pour n € IN* donné, on justifie par récurrence sur p que :

p p
Vp > n, ]P(kU (8 > k) < L P(Isi] > k).

Vn>1, 0< IP(]Sn| > na) < 2exp<—

Par passage a la limite lorsque p — c0, on en déduit d’apres le théoréme de la limite monotone, la
seconde inégalité ci-dessous :

Vne N, P(C) < IP(kL>J (8¢ > K]) < kfj P([si] > k%).

Sachant que le membre de droite converge vers 0 lorsque n — oo comme reste d’une série conver-
gente d’apres b., on obtient alors P(C,) = 0 par passage a la limite.

10. a. Etant donné w € C,, il existe par définition un entier n tel que pour tout k > n, |Si(w)| < k. On
se trouve alors en situation d’appliquer la question 7.a. a la suite (Xk(w)) ken+ avec f = 1> aet!
M = 1+ max<, |Skk(;” U d’ou il ressort que la série 3 B Xk,gw) converge i.e. que w € C. Ceci établit
I'inclusion C, C C.
b. En travaillant sur un réel o € |3, 1|, par exemple a = 2, les questions a. et 9.c. garantissent que
P(C) = P(C,) = 1, d’ott 'on déduit que P(C) = 1.
c. Pour ¢ > 0 donné et w € C, on a convergence de (K,,(w))ne]N* vers K(w), de sorte qu’il existe
N € IN* tel que pour tout n > N, on ait |K(w) — K,(w)| < &, ce qui signifie que w ¢ E(¢). On a donc

Iinclusion? C C E(w), d’ott I'on déduit d’aprés b. que IP(E(g)) = 0. Par décroissance de la Guite
d’événements (|J,-y[|K — Ka| > €])n. on en déduit d’apres le théoréme de la limite monotone gt :

#E&HU (K — K, | > g}) - ]P(ﬂ (U (K — K, | > g])) = P(E(e)) =0’

n>N N>1 “‘n>N

1. Afin que l'inégalité |Sg(w)| < Mk soit valable & partir du rang k = 1 comme dans ’énoncé de ld'question 7.a., ce qui
est en fait superflu.
2. Et, plus précisément, la relation

C= N E@.
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De I'inégalité
WNEN, P(K—Ky>¢) < IP(U (K —K,| > e]),
n>N
il ressort alors que
lim P(JK —Ky| >¢) =0,

N—o0
c’est-a-dire * que la suite (Ky)y converge en probabilité vers K.

11. a. Pour n € IN*, la variable H, est finie donc admet espérance et variance. On a tout d’abord
n, IE(By)
B(H,) = 30 ) =

k=1

1 1
2 e T

car la série ) 1 est divergente a termes positifs.
L’indépendance des variables By, . .., B, ameéne ensuite :

n V(B no1
V(Hn>:k§1 2) Zk_ =4 "o
b. Pour r > 0 donné, la question a. garantit que [E(H,) > r pour n assez grand, et I'inégalité de
Bianymé-Tchebychev donne alors :
P(H, <r)=P(H, - EH,) <r-EH,) <P(H, - EH,)| > EH,) —r)
V(Ha)
T (B(H) =) e

d’ot 'on déduit par encadrement que IP(H, < r) tend vers 0 lorsque n — oc.

Remarque. Cela met en évidence 'absence de convergence en loi de la série ) 2.
c. (i) I est sans doute préférable de reprendre le code dans son intégralité :

Listing 1 : simulations de H, — h,(Z), version itérative

function y=simul(n,p)
y=zeros(p,1);
for i=1:p // i-iéme simulation de H_n-h_n(I)
for k=1:n // ajout du terme d’ordre k
b=grand(1,1,’bin’,1,.5); // ou b=(rand()<.5);
t=modulo(k,2) ; // ou t=(1-(-1)"k)/2;
y(i,D=y(1,1)+(b-t)/k;
end
end
endfunction

Une version matricielle serait bien entendu plus efficace :

Listing 2 : simulations de H, — h,(Z), version matricielle

function y=simul(n,p)

X=rand(p,n)<.5; // p—-échantillon de (B_1, ..., B_n)
S=(ones(1,n)-(-1).7(1:n))/2; // ligne des valeurs de 1_I(1:n)
T=ones (p, 1) *S; // matrice dont chaque ligne est égale a S
D=cumsum(ones(p,n),’c’); // matrice des dénominateurs
y=sum((X-T)./D,’c’);

endfunction

3. Le résultat étant en effet établi pour tout € > 0, on en déduit que
n—oo

Ve>0, YneN', P(K-K,|>¢) g]P(|K—Kn| > g) — o,

et par suite que
Ve >0, lim P(K—K,| >¢) =0,
n—oo

ce qui constitue la définition (telle qu’elle apparait au programme de seconde année) de la*¢dnvergence en probabilité de
(K,) vers K.
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(ii) Le premier histogramme peut étre obtenu avec les instructions suivantes :

p=10"3; // nombre de simulations
n=50;

X=simul(n,p);

histplot(10,X);

(iii) Difficile de répondre a partir de trois histogrammes a seulement 10 classes, qui ne sont pas
normalisés. En observant la forme des diagrammes mais aussi les valeurs en abscisses et en
ordonnées, il semble néanmoins que pour n assez grand, la distribution de H, — h,(Z) se stabilise
autour d’une distribution limite, ce qui suggere un phénomeéne de convergence en loi pour la
suite (H, — h,(Z)).

Cela apparait mieux sur les histogrammes ci-dessous :

n=5 n=10 n=25 n=50 n=100 n=250

12. a. Pourn > 1,
k

n B n X L 1/1 K, 12 (— )
= (G -n) = 24
R P o CRRE) L P P>
b. D’apreés le résultat admis suite a la question 10.c., la suite (K,) converge en 101 vers K, ce qui entraine
de maniere évidente (sur la définition) la convergence en loi de ( ) vers 5
Par ailleurs, la q)uestlon 7.b. appliquée a x = 1 garantit la convergence de la série Z " En notant

p=1 Zn_ (on a classiquement u = —1%2), on a donc convergence en probablhte de la suite
de Varlables aléatoires certaines (Z 1 2]1<)k) vers la constante .

D’apreés la question a. et le lemme de Slutsky, on a alors convergence en loi de la suite (H' h, (I))
Vers)\K+u,ou)\——etH’ Zk . k £ pour tout n € IN*.

Il ne reste plus qu’a remarquer que pour tout n € IN*, (By,...,B,) et (B},...,B/) sont deux n-
échantillons indépendants et identiquement distribués de loi de Bernoulli 3(3), si bien que H, et
H/, ont méme loi. Par suite, la convergence en loi de (H; — h,,(I)) établie plus tot entraine celle de
(H, — ha(Z)) vers MK + p.




