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Partie I : simulation d’une variable aléatoire a densité

+oo
. _ 1
1 a) | Justifier la convergence de U'intégrale 2,
Jo vl z)
+oo T
L’intégrale ———— est convergente parce que :
8 . V21 +2) A p q

e lintégrande h : z — est continu sur 0, +o0|;

1
e /1 est équivalent en 0 & la fonction positive de référence x — % dont lintégrale sur |0, 1]
- est convergente ; ’
e h est équivalent en +oo & la fonction positive de référence z — ms% dont Vintégrale
sur [1,+oo[ est convergente,

b) Soit V' une variable aléatoire telle que V(Q2) = [0, 7 /2[, suivant la loi uniforme sur cet intervalle.
On pose X = tan?(V). Montrer que X est une variable aléatoire a densité.
Soit = € R.

0 siz <0
(X <az]= {[0 <V < arctan(y/z)] siz>0

Dans les deux cas, [X < z] est bien un élément de la tribu A, ce qui prouve que X est une
variable aléatoire (sur 'espace probabilisé (3, A, P)).
2
Lorsque z est positif, la probabilité de I'événement [0 < V' < arctan(/z)| est égale & — arctan(y/z)
T
puisque V suit la loi uniforme sur [0, 7/2[.
La fonction de répartition de X est donc donnée par :

0 siz <0
Fy ixr— ¢ 2
= arctan(y/z) siz >0
v
Comme cette fonction est continue sur R et de classe C! sur R*, X est une variable aléatoire &
densité.
1 .
. ) — siz >0 " o
¢)| En déduire que la fonction f:z — ¢ my/z(1 + ) est une densité de probabilité.
0 sinon
Pour tout z > 0, la dérivée de Fx en z est donnée par :
1 2
Fx(@)= 5= —7-=f(a).
2% 7l + )

Il en résulte que la fonction & valeurs positives f, qui coincide avec la dérivée de Fx en tout
y 4
point de R*, est une densité de la variable aléatoire X = tan®(V).
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contenant N simulations indépendantes de la variable X.

Compléter le code scilab de la fonction suivante pour qu’elle fournisse une matrice-colonne

function x=simulX(N)
u=rand(N,1);
x:ones(u)_;
for i=1:N
x(i,1)={tan(%pi/2*u(i,1)}) 2

end ;

endfunction

b) Aprés avoir affecté une valeur 3 la variable N, on exécute les commandes suivantes :
x=simulX{N};
y=0;
for i=1 :N if %{i;1)>1 then y=y+1; end end
g=y/N
Trouver la loi d'une variable aléatoire dont la valeur de y est, en fin de boucle, une simulation.

De quel nombre peut-on s’attendre que g soit proche lorsque la valeur affectée 4 NV est grande,
et pourquoi?

N
La valeur de y en fin de boucle correspond & une simulation de ¥ = Z lx,»>1 00 Xp, Xa,...

i=1
sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi que X,

La variable ¥ est donc la somme de N variables indépendantes de Bernouilli, de paramétre

2 2 = 1
P(X >1])=1—— arct )=1—=—x—-=—.
( 1) — are an(v/1) —X1=3

Elle suit la loi binomiale B(N, 1/2), dont la valeur de y en fin de boucle est donc une simulation.
N

1
Lorsque N tend vers Pinfini, I Z 1x,>1 converge en probabilité vers 1/2 quand n tend vers
i=1
1'infini, de par la loi (faible) des grands nombres,

On peut donc s’attendre & ce g soit proche de 0.5 lorsque la valeur affectée & N est grande.

. X désigne une variable aléatoire A densité, dent la fonction de répartition est notée Fy.
Pour tout p €10,1[, on note K, = {z € R; Fx(z) =p} et J,={z € R; Fx(z) <p}.

2%
——

de J, et b un élément de [, on a nécessairement : a < b.

Justifier qu’aucun des deux ensembles K, et J, n'est vide et prouver que, si a est un élément

o K, n'est pas vide, par le théoréme des valeurs intermédiaires, appliqué 4 la fonction de
répartition continue Fy qui prend toutes les valeurs comprises entre ses limites 0 et 1 en £oo.

e J, n'est pas vide puisque Fx, qui tend vers 0 en —oo, prend des valeurs arbitrairement
proches de 0.

e Soitac Jyethe K.
Comme Fy est croissante et Fx(a) < Fx(b), on a nécessairement e < b (par contraposition de
Iimplication b < a = Fx (b} < Fx{a)}.



b) On pose G x(p) = Inf{I,).

Justifier I'existence de Gx(p) et démontrer 'égalité :  Fx (Gx (p)) =p.

D'aprés les résultats précédents, 'ensemble K, est non vide et minoré. Il admet donc une borne
inférieure, ce qui assure lexistence de Gx{p).
Comme Fy est continue, 'ensemble X, est fermé. Il contient donc sa borne inférieure Gx (p),
qui vérifie par conséquent :

Fx(Gx(p) =p-

c) | En déduire, pour tout réel z, Péquivalence : =z < Gx(p) = Fx(z) <p.

Soit x € R.

* Si & > Gx(p), la croissance de Fx prouve que : Fx(z) > Fx (Gx{p)) = p.

e Si z < Gx(p), = ne peut pas appartenir & K, puisque Gx(p) est le plus petit élément de
Pensemble I{,. Par croissance de Fx, on a aussi, Fx(z) < Fx (GX (p)) = p. Il en résulte que
nécessairement Py (xz) est strictement inférieur & p.

On a ainsi établi équivalence : 2 < Gx(p) <= Fx(z) <p.

d) Soit I une variable aléatoire telle que U(£2) = ]0,1[ et suivant la loi uniforme sur cet
intervalle.

Montrer que si Gx : p— Gx(p) est la fonction définie sur ]0, 1] dans la question précédente,
alors la variable aléatoire G x (U} suit la méme loi que X.

Pour tout réel z, on obtient en utilisant 3.c :
P(Gx () <)) = 1 - P(fz < Gx(U)]) = 1 - P([Ex() <U) =1~ (1~ Fx(a)) = Fx(@)

La variable aléatoire G x (U/) a la méme fonction de répartition, donc la méme loi que X.

[}
—

question.

Trouver la fonction Gx dans le cas ot X admet pour densité la fonction f de la premiére

Dans le cas oit X admet f pour densité, la fonction Fy réalise une bijection de )0, +oo sur 0, 1],
dont G'x est la bijection réciproque, définie par :

vpelo,1f, Gx(p) = (tan(50))’

ce qui correspond & l'expression utilisée dans le script de la fonction « simulX » en scilab.



Partie II : fonction de répartition conjointe de deux variables aléatoires

Seit (X,Y) un couple de variables aléatoires et I” la fonction de répartition conjointe de X et V.

4. Soit z € R.

a) | Démontrer que la fonction y = F{z, y) est croissante sur R.

Siy et v sont deux nombres réels tels que y < ¢/, alors Uévénement [X < z]N[Y < y] est inclus
dans l'événement [X < z|N[Y < y'].
La probabilité du premier est donc inférieure ou égale & celle du second, autrement dit :

F(z,y) < Fz,y") .

Etablir Pegalite : [X <z]= | ] (X <2|n[Y <nl).
nEN*

o
~

» L’inclusion U (X <2]n[¥ <n]) C[X < x| estévidente puisque chacun des événe-
nelN*

ments [X < z] N[Y < n] est inclus dans 'événement [X < z].

e Soit w € £ tel que X(w) < =,
Pour tout entier n > Y (w), w est un élément de [X < z]N[Y < n| ce qui prouve que w appartient
& la réunion U ([X <z]n[¥ < n]).

nRCIN®
Par double inclusion, on a ainsi établi 'égalité : [X < z] = U (X <zjnY <n]).
nelN*

c) I Démontrer que F{z,y) tend vers P([X < z|) quand le nombre réel y tend vers +cc.

La suite des événements [X < z]N[Y < n] étant croissante, la propriété de limite monotone des
probabilités permet d’affirmer que P{[X < z]|N[Y < n]) = F(z,n) tend vers P({X < z|) quand
lentier n tend vers l'infini.

Comme la fonction y — F(x,y) est croissante, il en résulte que F(z,y) tend vers P([X < z])
quand le réel y tend vers +oo.

Remarque
Pour éviter d’utiliser des suites, on peut procéder par encadrement.
Pour tout réel x fixé, on a en effet

0 PX <a])—Fla,y)=P(X <2[n[Y >y < P(Y > y)) =1 F ()

qui tend vers 0 quand y tend vers +co, puisque la fonction de répartition Fy de ¥ tend vers 1
en +oo.

d) | Quelle est la limite de F(z,y) quand y tend vers —oo?

On prouve que F{z,y)} tend vers 0 quand y tend vers —oo, en utilisant la double inégalité
0 < Flz,y) < P([Y < y]) et le fait que la fonction de répartition de ¥ tend vers 0 en —oo.

e) Soit a, o', b, & quatre nombres réels vérifiant o < o’ et b < b'.

Onpose A=[a< X <dlet B=[b<Y <V

i) | Exprimer la probabilitée P{(AN B) en fonction de P((X < a]N B) et P([X < a'|N B).

P(ANB) = P(X <d|nB) - P(X <a]NB).



it) | Htablir Pegalité : P(A N B = F(a',¥) — F(a',b) — F(a, V') + F(a,b) -

Comme P([X < a/]NB) est égal A P([X < o'|N[Y < ¥]- P{{X <a'|N[Y < b et P(X < a]NB)
AP(X <qn[Y <¥]— P(X <aN[Y < b], on déduit de a) 'égalité :

P(ANB) = F(a',t') — F(a',b) — F{a,¥') + F{a,b) -

Dans les questions 5 et 6, on note U et V deux v.ar. suivant chacune la loi uniforme sur [0, 1]
et Fy,vy leur fonction de répartition conjointe.

On note C la restriction de Fy -y & [0,1]% :
V{u,v) € (0,15, Clu,v) = P(IU <u|N[V <)) .

Cy(u,v) = Min{u,v}

Pour tout couple (u,v) € [0, 1], on note :
ple (u,v) & [0.1]% {C-(u,ﬂu) = Max{u+v— 1,0}

5. Soit (u,v) € [0,1]%

a) | Comparer les trois événements [U > w]U[V > o], [U < u] N[V <o) et [U < u).

U>uUlVeu=U<unV <o U<y

b) | Justifier la double inggalité : u+v—1<Cu,v) <u

e De linclusion [V < u] N{V < 9] C [ < u}, on déduit immédiatement
Clu,y=P[U SN[V << P(U<u)=u.
o Del'¢galité U < u)N [V <] =[U > u]U[V > v}, on déduit par I'inégalité de Boole :

Clu,v) = 1-P{[U > uulV > )} > 1-P{[U > u]) - P{[V > v]) =1-(1-u)—(1-2) = utv-1.

c) |El déduire Pencadrement :  C_{u,v) < Cl{u,v) < Co(u,v)

Soit (u,v) € [0, 1}2,
e Comme C(u,v) > u+v—1et Clu,v) >0, on ablen:

C(u,v) > max{u +v— 1,0} = C_(u,v) .
e Par symétrie des roles de U et V', on a aussi bien C(u,v) < v que C'(u,v) < u. Dot :

Clu,v) < min{u,v} = C(u,v) .

6. a}| Calculer ¥y 1)(z, y) selon les valeurs du couple (z,y) de R2

——

Seit (z,y) € R2.

0 si min{z,y} <0
Fuoy(z,y) = P(U < a]n[U < y]) = P([U < min{z, y}]) = < min{z,y} si 0 < min{z,y} <1
1 si min{z,y} > 1

d’ot1 finalement :
siz<Oouy<0

st0<zx<Lletz<y
sil<y<letx>y
siz>lety>1

Fyun(z,y) =

= RO



sur la méme figure l'ensemble des couples (z,y) de R? pour lesquels Fy (2, y) = z.

Représenter dans un repére orthonormé une courbe de niveau pour la fonction de deux variables
b)| Fiy,vy, associée 4 une valeur de cette fonction strictement comprise entre 0 et 1, et hachurer

e Soit p €]0,1[.
La courbe de niveau p pour Fy, gy, c'est-a-dire {(z,¥) € RZ; Fy,uy(w,y} = p} est laréunion de
la demi-droite verticale {(p,y); y > p} et de la demi-droite horizontale {(z,p); = > p}.

o {(z,y) €R?; Fyulz,y) =z} = {{z,¥) € [0,1}xR; z < y} est I'ensemble des points situés
entre les droites verticales d'¢équations # = 0 et = = 1, et au dessus de la premiére bissectrice.

o
~—

égales presque slrement.

Démontrer que C est égale & C si et seulement si les deux variables aléatoires I/ et V' sont

Pour que C' soit égale & Cy, il faut et suffit que F{y; vy soit égale & Fiy ), puisque toutes les
fonctions de répartition conjointes de deux variables de loi #4[0, 1] coincident hors du carré [0, 1)
Par conséquent, C est égale & C.,. si et seulement si les conples (U, V) et (U, I/} ont la méme loi,
ce qui est vrai bien siir si U et V sont égales presque siirement, mais en fait seulement dans ce
cas.

En effet, si les vecteurs aléatoires (I, V') et (I, /) ont la méme loi, alors les variables aléatoires
réelles I/ — V et I — U suivent la méme loi (d’aprés le rappel précédant I'énoncé de la question),
ce qui prouve que P([U=V])=P([U -V =0))=P(U-U=0])=1.

&

condition nécessaire et suffisante portant sur { et ¥V pour que C soit égale & C_..

Calculer la fonction de répartition conjointe Fy, y) en tout point de R? et donner une

Soit (z,y) € R

0 siz<Oouy<Ooux+y<l

z+y—1 si0<e<letl-2<y<1
Fuinlz,y)=P(U <znU>1-y) == si0<z<lety>1

1 si0<y<letz>1

1 siz>lety>1

Pour que C soit égale & C_, il faut et suffit que Fyy v soit égale & Fiyr1_y), C’est-a-dire que V
et 1 — UJ soient égales presque sfirement.

Partie III : copules

On appelle copule toute fonction @ & valeurs réelles, définie sur [0, 1)?, vérifiant les trois propriétés

suivarntes :

o Vuel0l], &, 0)=20,u)=0

e Vuc[01], ®u,1)=0(l,u)=u

o Vi{u,u,u,v')€[0,1], u<v' &v<v = O, v) - (v, v) - ®(u,v") + E(u,v) 20

On appelle copule & densité toute copule ® dont la restriction & 'ouvert |0, 1[% est de classe CZ.

7. Exemples issus de la partie 2

a) Soit I et V deux variables aléatoires suivant chacune la loi uniforme sur [0,1] et C la
restriction de leur fonction de répartition conjointe a [0, 1]°.

|Vériﬁer que C est une copule, qu'on appellera la copule associée au couple (U, V). l




L’application C est une copule parce que :

Yuel0, 1], Clu,0} = P{U <NV < 0]) =0 puisque P([V <0]) =0;
Yuel0,1], C{0,u) = P[U <0 N[V < u]) = 0 puisque P([U < 0]) =0
Ve 01, Clu) = P(U <] N[V < 1)) = P(U < ul) = v;

vuc 1), C(1u) = P(U < [V < u)) = PV < al) = v;

Si (u, o/, v,v") €[0,1]%, avec u < u' et v < v, alors

O(u,v) — (', v) — B(u,v') + Blu,v) = Pu < U <] Nu< V<)) 20.

En déduire que les trois fonctions  IT: (w,v) —r wv, 4 i (w,v) — Min{u, v}

b) et C_ :(u,v) — Max{u+ v — 1,0} sont des copules.

o Lafonction IT : (u, v) — uw, définie sur [0, 1]? est une copule parce que c’est la restriction a
[0,1]? de la fonction de répartition conjointe de deux variables aléatoires indépendantes suivant
chacune la loi ¢4[0, 1].

e La fonction €. est une copule parce que c’est la restriction & [0, 1]2 de la fonction de répar-
tition conjointe de [/ avec elle-méme lorsque UV suit la loi 24(0, 1],

e La fonction C_ est une copule parce que c’est la restriction a [0, 1]* de la fonction de répar-
tition conjointe de U et 1 — U lorsque U suit la loi 4[0, 1].

. Scit @ une copule & densité et (a,b) € ]0,1[* .

Pour tout couple (h, k) de nombres réels strictement positifs tels que {a + h, b+ k) € |0,1[*, on
note :

G, k) = h—lk (Ba+ b+ k) ~ Blat )~ Bab+ k) + B(a,8))

a) Soit » un nombre réel non nul tel que a+ h € |0, 1],

Justifier que G(h, k) admet une limite H(h) quand k tend vers 0 et exprimer H(h) a 'aide de
la dérivée partielle 32(®) de & par rapport 4 sa seconde variable.

Par définition de la dérivée partielle 8,(®) au point (a,b) on a :

2(2)(a,b) = Jim ®labt ’2 ~ B(ab)

Par définition de la dérivée partielle 8;(®) au point (a + k,b) on a:

B(a+hb+k)—B(a+h,b)
- .

Fx(P)(a+ h,b) = lim

Par conséquent, on a :

, B _ 8y(®@)(a+ h,b) — 2(D)(a, b)
lim G(h, k) = H(h) = 2 - 2 :

=

ou nulle au point (a, b).

Trouver la limite de H(h} quand & tend vers 0 et en déduire que la densité de @ est positive

Par définition de la dérivée partielle seconde croisée 97 ,(®) au point (a,b) on a :

lim (k) = lim 22(PH@+.b) = 8x(®)(a,b)

_ a2
h=0 h—0 h = 072(®)(a,b) .

2
s

Pour tout couple (h, &} de nombres réels strictement positifs tels que {a + h, b+ k) € ]0,1]
G(h, k) est positif ou nul. Comme on peut faire tendre & vers 0, puis & vers 04 en respectant la
condition d’appartenance de (a+h, b+k) 4]0, 1%, il en résulte que la limite trouvée précédemment
est positive ou nulle :

83,2(¢)(a‘)b) > 0.



9. Soit ¢ une application de [0, 1)? dans R, continue sur [0, 1]? et de classe C? sur |0, 1[%.

Pour tout (u,u’,v,v') € [0,1]%, on pose :

w(u’ ulava'”l) = (P(u’: 'UI) - lp(u", U) - ‘P('”': 'UI) + (,9(“, U) ’

Pour tout (u,u',v,v') € )0, 1[*, justifier Pégalité :

2 bt = | " / 8 o) ) dy

Comme z — 82(¢){z,y) est une primitive de la fonction continue & — 8% ,(i0)(z, y) sur le

segment, [u,u’], on a :

[ Bhat)o9) de = (o)1) - D))

Comme y — (2, y) est une primitive de la fonction continue z —— d2()(v', y) sur le segment

[v,v], on a:

'

[Ju (32(‘,9)(u', y)) dy = (’p(u" V') — (i, v) .

Comme y — @(u,y) est une primitive de la fonction continue & — Ja{p)(u, y) sur le segment

[v,v'],ona:

i

[ (8:0)) s = 0,) o)
I1 en résulte que :
./U (fu Olale)@ ) dm) dy = (', v') = p(u',v) — e, v) + @lu,v) = ¥(u, v, v,v') .

b) Soit 4 et u' deux nombres réels tels que : 0<u<u <1

1 1 1
Pour tout n € N*, on pose u, = o T (1— E)u et u, = T 1- H)u’ :

|Pour tout n € IN*, vérifier les inégalités strictes : 0 <u, <uj, <1.

1
OPourtoutnEN*,ona:un2£>O.

1 1 1
P t N* tul —u, = — (1= V' —~u) > — >0
¢ Pour tout n € N*, on a: u,, — u, 3n+( n)(u u)ﬂ3ﬂ>
2 i 1
N cul < (1 Sy=1- — <L
¢ Pour tout n € N*, on a un73n+( n) i

¢) Soit Ty = {(u, v/, v, v ) R} O<u<u/ <1, O0<w <o <1},

Montrer que si la fonction 1 est positive ou nulle sur Ty, elle Pest aussi sur 'ensemble

T={(wu,v,v) e R;0<u<e <1, 0<v<v <1} .

On suppose ¥ est positive ou nulle sur 7p.
Soit (u, v, v,v') € T.



i 1

n = 5 1——
Uy, 3n+( n)u
2 1
‘& 1— 23
Un = -t (1= —Ju
Pour tout n € N*, on pose :
1 1
= {1
Un 3n+( n)v
2 1
’U;1=£+(1*;£}'U,

D’aprés le résultat précédent, pour tout n & IN*, (un, ul, va,v,) € Tp et par conséquent
Y (s 1y, U, ) 2 0.

Comme (uy, ul, v, v),) tend vers (u, v, v,v') quand » tend vers l'infini, on obtient par continuité
de ¢ donc de 3 :

Plu,w', v, v') = niﬂ}_mqp(un,u;,vﬂ,v;) >0

En déduire que, pour que ¢ soit une copule, il suffit qu’elle vérifie les trois propriétés :
d) o Yuell1], ¢lu,0)=¢0,u) =0

o Vuc[hl], ¢(u,l)=¢(l,u)=u
o Vi) €101 O (e)(zy) 20

On suppose que 'application ¢, qui est continue sur [0, 1)? et de classe C2 sur |0, 1{%, vérifie de
plus les trois propriétés indiquées.

De la formule démontrée en a}, on déduit que 3 est positive ou nulle sur Tp, done sur T° d’aprés
le résultat de ).

On a donc bien, pour tout {u,n’,v,v'} € [0, 1]%, tel que uw < v’ et v < v’ :

e’ v) — plu',v) —p(u,v') + plu,v) 20

1l en résulte d’aprés les deux premiéres propriétés que ¢ est une copule (& densité).

Partie I'V : familles de copules et simulation

10. Soit M la fonction définie sur [0, 1]* par :

Y(u,v) € [0,1)% M{u,v) = uw(u+ v —uv) .

Prouver que la fonction (u,v) — u 4 v — 2uv admet sur [0, 1) un minimum global c et un
maximum global d, et les calculer.

o
~—

Soit S{u, v} =u+ v — 2uv.
o S(u,v) = u(l —u) + v(1 —v) + (u - v)? > 0 pour tout (u, v} € [0,1]%
D’oir ¢ = 0 puisque 5(0,0) = 0.
o S(u,v) Sutv—uv=1-(1-u)(l-v) <1 pour tout {u,v} € [0,1]2
D'oit d = 1 puisque S(1,0) = 1.
Cette argumentation est plus rapide que la méthode habituelle qui consisterait :

e & justifier d’abord l'existence de ¢ et d par la continuité de la fonction S sur la partie fermée
et bornée [0,1)% de R?;



s A constater ensuite que I"unique point critique (1/2,1/2) * sur Pouvert |0, 1{? ne correspend
ni & un maximum local, ni & un minimum local, 2 ce qui prouve que les points ol les extrema de
S sont atteints sont & chercher sur le bord du carré [0, 1]*

e & conclure en utilisant les égalités S(0,u) = S(u,0) = uw et S{1,w) = S(x,1) =1 —u.

b) | Montrer que M est une copule & densité.

La fonction M est une copule & densité parce qu'elle est continue sur {0,1)%, de classe C? sur
'ouvert |0, 1[* et vérifie les trois propriétés :

o Vu€[0,1], M{x,0)=M{0u)=0
o Vue[0,1], M{u1)=M(1u)=u
o Y(z,y)€]0,1P, 8 (M)(wy) =28y} 20 P
¢) Soit § € IR et My la fonction définie sur [0, 1]2 par :
Y(u,v) € [0,1)%, Mp(u,v) = (1 — 0)uv + OM (u,v)) -

|Pour quelles valeurs de 8 la fonction Adyp est-elle une copule?

Pour tout réel &, on a :
o Vue|0,1], Mp(u,0) = Mp(0,u} =0
o Vue|0,1], Mp(u,1) = Mg(l,u) =u
La fonction My est est continue sur [0, 1], de classe C? sur |0, 1[? et sa dérivée partielle seconde

croisée est :
8, (Mey=1-0+205.

Lorsque § = 0, My est la copule II.
Si0 < 0, le minimem de 5 ,(Mp) est 1 -0+ 20d =1+ 8, qui est positif ou nul lorsque § > -1.
Si 0 > 0, le minimum de 83 ;(My) est 1 - 6 + 26 c =1 — 8, qui est positif ou nul lorsque § < 1,

11 en résulte que My est une copule (4 densité) si et seulement si —1 < 8 < +1.
11. Soit N une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de paramétre p €1]0,1] et Up, V5, U1, V4
quatre variables aléatoires suivant chacune la loi uniforme sur [0, 1].

On suppose que {Uy, Vo), (U1, V1) et N sont mutuellement indépendants.

Up(w) si N{w)=10 )
Ul(w) siNw)=1 et Viy(w) = {

Volw) si N(w) =0

a)PourtoutweﬂonposeUN(w)—{ Vilw) i N(w) =1
(w) st Nw)=

| Montrer que I/ et Vi sont des variables aléatoires et suivent chacune la loi uniforme sur [0, 1]. |

Pour tout réel z, [Uy <zl ={{Up < z]N[N=0)U(lh z]n[N=1]) € A

11 en résulte que Uy est une variable aléatoire (sur (£2, 4, P)).

De plus, pour tout nombre réel z, on a, par indépendance de Uy et ¥V d’une part, de Uy et N
d’autre part

P((Un < a]) = P([Us < 2NNV = 0))+P([Uy < alr[N = 1)) = (1=p)P([Uo < 2))+p P([U: < a])

d’on
0 siz<0
P{lUy<z])=¢z si0<z<l
l siz>1

1. Parce que &1(S)(v,v) =1 ~2v=0<=v=1/2et H(S)(u,v) =1-2u=0 u=1/2
2. Parce que les valeurs propres £2 de la matrice hessienne H = 9 ‘02 de S en ce point {comme en tout point
d’ailleurs) sont de signes opposés.

3. Parce que &(M)(z,y) = 2° + 22y — 222y, d'on 3&2(1\4')(;(;. y) = 2z + 2y — 4=y,
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ce qui prouve que /j est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [0,1]. Il en est de
méme bien sir pour Vy.

Exprimer la copule associée au couple (Uy, V) & 'aide des copules associées aux deux couples
¥

b
(Ua, Vo) et (U1, V1),

[l

En utilisant & nouveau la formule des probabilités totales (et l'indépendance de N vis-3-vis des
vecteurs aléatoires (Uy, Vy) et (U1, V1)), on obtient :

V(u,v) € [0,1]%, Crry,vm) (1, 9) = (1~ 2) v vip {1t v) -+ P Cluy vy (w,v) -

. Soit p € |0, 1] et Cy, la fonction définie sur [0, 1)? par:

¥ (u,v) € [0,1)% Cypla,v) = puv + (1 - p) Min{u, v} -

a) | Justifier que C, est une copule.

Soit N une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de paramétre p €]0,1[ et U,V deux
variables aléatoires suivant chacune la loi uniforme sur [0, 1], telles que U, V et N solent mu-
tuellement indépendantes.

Ulw) siN(w)=0
V(w) siN(w) =1

D’apres 11.b, Cp est la copule associée au couple (Uy, Vv ).

Pour tout w € Q on pose Uy = U et V(w) = {

Proposer une méthode de simulation d’un couple aléatoire (U, V') auquel soit associée la copule
b)| Cp et donner le code scilab d'une fonction « simulc » réalisant cette simulation pour toute
valeur donnée de p.

Pour simuler un couple aléatoire de copule Cjp, on commence par simuler deux variables aléatoires
indépendantes U et V sulvant chacune la loi uniforme sur [0, 1], puis on transforme V en U avec
probabilité 1T — p.

Cet algorithme est appligué dans la fonction « simule » ci-dessous.

function w=simule{p)
u=rand() ;
v=rand() ;
P=rand();
if P>p then v=u; end
w=[u,v]

endfunction

. Soit X et Y deux variables aléatoires 4 densité, de fonctions de répartition Fx et Fy.

Gx(p) = Inf({z € R; Fx(x) = p})

Pour tout p €]0, 1], on note :
p el {ay(p) ~ Inf({z € R; Fy(z) = p})

Soit €' la fonction définie sur [0,1]? par :

F(x’y) (GX (u), Gy ('U)) si (u,v) E]O, 1[2

C(u, v) 0 siuy =0
u,v) = .

U siv=1

Y siu=1
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Démontrer que ¢ est une copule et en déduire un procédé de simulation du couple {X,Y) &
partir de la simulation (u,v) d'un couple (U, V) auquel la copule C est associde.

On pose U = Fx(X) et V = F(Y), qui suivent chacune la lol uniforme sur [0, 1] (en prenant
ou non les valeurs 0 et 1}, puisque, d’aprés 3.b

Vp e, 1, P([Fx(X) <pl) = P(IX < Gx(p)]) = Fx(Gx(p)) =p-
Dés lors, la copule associée au couple (U, V) est donnée par :

Fix oy (Gx(u), Gy (u))  si (u,v) €]0,1[2

. —0
Crowy (v = P(IEx(X) < ul N [Fy(¥) o)) = { o1
% siv=1
v siu=1

Pour cbtenir une simulation (z,y) du couple (X, Y) & partir dela simulation (u, ») d'un couple (U, V)
de copule C, il suffit de poser z = Gx(u) et y = Gy{v).
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