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La présentation, la lisibilité, lorthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront

pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs,

Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule |'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre

L'épreuve est constituée de quatre exercices indépendants,
EXERCICE 1

On considére U'ensemble £ des matrices carrées d’ordre 3 qui vérifient la propriété suivante :
@ az as

une matrice A= | by bs by | appartient & £ si :
¢k €2 C3

aitataz=b+b+bi=c1+ecat+tez=ar+b+ec=a2+bs+co=a3+bs+cs

On note alors s(A) la valeur commune de ces six sommes.

1 00 11
Onnote I = | 0 1 0 | lamatrice identité d’ordre 3 et J la matrice d’ordre 3 définiepar: J= |1 1 1
0 0 1 1 A1
1. Vérifier que I et J appartiennent a £ et donner les valeurs de s(I) et s(.J).
I a b
2. Soit a et b deux réels et K la matrice définie par : K = (-2 5 3
a—6 5
Déterminer les réels a et b pour que K soit une matrice de &£.
a d =z
3.8it M=1[b e y |.Déterminer z,y, 2, ¢t en fonction de a, b, ¢. d, e pour que M soit une matrice de £.
¢ Z i
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ry T2 I3
4.80it A= | 11 w2 y3 | une matrice carrée d’ordre 3.
Z1 Z2 3
a) Calculer AJ et JA.
b) Montrer que A appartient & £ si et seulement si AJ = JA.
¢) Vérifier que si A appartient & £ , alors AJ = s(A)J.

. Soit A et B deux matrices de £.
a) Montrer que le produit AB appartient a &.
b) Etablir I’égalité : s(AB) = s(A)s(B).

4]

6. Soit A une matrice inversible appartenant &4 £. On note A~! la matrice inverse de A.
a) A T'aide de la question 4.b, montrer que A~! appartient & £.
b) Montrer que s(A) # 0. Exprimer s(A~!) en fonction de s(4).

7. Soit A une matrice de £. On pose : B = %.s{A)J et C=A-B.
On note F le sous-ensemble des matrices M de £ vérifiant s(M) = 0.
a) Montrer que B appartient a £.
b) Montrer que : BC = CB = 0 (matrice nulle).
c¢) En déduire pour tout entier n supérieur ou égal a 1, la formule : (A — B)" = A" — B".
d) La matrice C' appartient-elle & F 7
e) En déduire que toute matrice A de £ peut s'éerire comme somme d’une matrice proportionnelle a J et
d'une matrice de F.

EXERCICE 2

1 1
On considére la suite (in),>o définie par : uy = / V14 tdt et pour tout n = 1, u, =/ "1+ tdt.
0 0

1. Soit f la fonction de [0, 1] dans R définie par : f(t) = (14 1)3/2.
a) Déterminer la fonction dérivée f’ de la fonction f.

b) En déduire la valeur de ug.

V2

n+1’

2.a) Etablir pour tout entier naturel n, I’'encadrement suivant : 0 < u,, <

b) En déduire que la suite (u,)n>0 est convergente ; donner sa limite.

3.a) Etablir pour tout entier naturel n, A I'aide d'une intégration par parties, la relation suivante :

4/2 2 i

Up+l = —3£-—§(n+1)[ {tn+t1‘+l)vl+tdt
0

42 —2(n + 1)u,

2n+5 '

b) En déduire pour tout entier naturel n, la relation suivante : v, =

4.a) Montrer que la suite (un),,;u est décroissante.

. . A . S A 4v2
b) En déduire pour tout entier naturel n, & I'aide de la question 3.b, I'inégalité suivante : u, > 3—%
T
4v2
dn+ 7
d) Montrer que la suite (nu,),>0 est convergente et calculer sa limite.

¢) Montrer que pour tout entier naturel n, on a : u,4+1 <
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EXERCICE 3

On dispose d’'une urne contenant quatre boules numérotées 1,2,3 et 4. On effectue dans cette urne une succession
de tirages d’une boule avec remise et on suppose qu'a chaque tirage, chacune des boules a la méme probabilité
d’étre tirée.

On note pour tout n de N*, X, la variable aléatoire égale an nombre de numéros distincts obtenus en n tirages.
On a done X; = 1 et par exemple, si les premiers tirages donnent 2,2,1,2,1,4,3 alors on a :

le‘f‘——l, X2=1, X3=2, X4=2, X5=2, X6=3, X7=4

La probabilité d'un événement H est notée P(H).

L’espérance et la variance d'une variable aléatoire Z sont notées respectivement E(Z) et V(Z).

1/4 0 0 0
. : o e [3/4 172 0 0
Soit A la matrice carrée d’ordre 4 définie par : A = 0 1/2 3/4 0
0 0 1/4 1
P([X, =1])
On note pour tout n de N*, U,, la matrice & 4 lignes et 1 colonne définie par : U, = }:E{ n= g%)

P([Xn = 4])
1.a) Déterminer la loi de la variable aléatoire Xs.
b) Calculer E(X») et V(Xas).
¢) On note F' la fonction de répartition de Xs. Tracer la courbe représentative de F.

2.a) Déterminer U.
b) Préciser 'ensemble des valeurs prises par X,.
¢) Etablir pour tout n de N*, la relation suivante : Uy, 41 = AU,,.

3. On considére les quatre matrices Vi, Vo, Vi, Vj 4 4 lignes et 1 colonne, définies par :

1 0 0 0

-3 |1 - | 0 10
i=| 5 |V2=|_, Va=1  |'Va=1
=i 1 1 1

a) Etablir par récurrence, pour tout n de N*, la relation suivante :

1 n—lr 1 n—1 ) 3 n—1
[ I (Z) V1+3(§) V2+3(Z) Va+Vy

b) Déterminer la loi de la variable aléatoire X,.

4.a) Calculer pour tout n de N*, la valeur de E(X,,).
b) Calculer ;Eﬁlx E(X,). Commenter.
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EXERCICE 4

Dans tout l'exercice, n désigne un entier supérienr ou égal & 2.
n(l—t)" ! si0<t<1

On note f, la fonction définie sur R par : f,(t) = { ;
0 sinon

1
1.a) Calculer/ fa(t)dt.
0

b) Montrer que la fonction f,, peut étre considérée comme une densité de probabilité.

On note X,, une variable aléatoire admettant f, comme densité et on désigne par F,, la fonction de
répartition de X,,.

0 siz<0
2.a) Vérifier que l'ona: Fy(z) =< 1—-(1—-2)" sid0<zr<1.
1 sixz>1
: 1 , y : :
b) On considere I'équation Fy,(x) = 5 Montrer que cette équation admet une unique solution, notée M,,, que

I’on calculera en fonction de n.

c) Etudier la convexité de la fonction F, sur l'intervalle [0, 1].

d) Tracer la courbe représentative de Fy dans le plan rapporté a un repére orthonormé. Placer le réel M, sur
ce graphique.

1
3.a) On note E(X,,) l'espérance de X,,. Montrer que E(X,) = 1
b) Calculer la variance V(X,,) de X,, en fonction de n.
4. On pose : Y, = —In(1 — X,,), et on admet que Y;, est une variable aléatoire a densité.

On note G, la fonction de répartition de Y,,.
a) Exprimer pour tout z réel, G,(z) en fonction de z et de n.

b) Reconnaitre la loi de Y,.
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