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Partie I. Quelques inégalités de concavité

’ Dans toute cette premiere partie ¢ est 'application de |0, +oo[ dans R définie par Vz €]0, 400, ¢¥(z) = —z Inz.

1. a) 2 — —z et In sont de classe C? sur ]0, +oo[ donc, par produit, 1 est de classe C? sur |0, +o0].
1 1

De plus Vz €]0,+o00[, ¢¥'(z) = —Inz —2— = —Inz — 1 et " (z) = ——-
x x

x — 1 — x est strictement positive et de classe C? sur | — oo, 1[. Par composition 7:x — (1 — x) est de classe C2 sur

] ) 1[

1
1—-2z

Notons que Vz €]0,1[, h(z) = ¥(x) + n(x). Par somme, h est de classe C? sur 0, 1[. De plus:

De plus Vz €] — 00, 1[, '(z) = —¢'(1 —z) =In(l —z) + L et n'(z) =" (1 — ) =

1 1
Vz €]0,1[, W (z) =4 (x)+n' (z) = —Inz—1+In(1—2)+1 = —Inz+In(l—x) et K"’ (z) =" (z)+7n" () = —= — T
z l-z
Plus de doute h” est négative sur |0, 1] donc h est concave sur |0, 1].
Soit z un élément de ]0,1[. Alors 1 — x est également un élément de |0, 1[.

Ainsi —z <0, lnz <0, —(1 —2) <0, In(1 —z) <O0.

Par produit —z Inz > 0 et —(1 — ) In(1 — ) > 0. Par somme h(z) > 0, et ceci pour tout élément = de ]0,1][.

’ h est (strictement) positive et concave sur ]0, 1]. ‘

b) lim ¢(z) = lim (— z Inz) = 0 (par croissance comparée) et lim 1(z) = lim ( — 2 Inz) = 0.
z—0 z—0 z—1 z—1
Par composition lim n(z) = lim ¢(1 — z) = 0 et lim n(z) = lim (1 — 2) = 0.
z—0 z—0 z—1 z—1
Alors lim h(z) = lim (¢(z) + n(z)) =040 =0 et lim h(z) = lim (¢¥(z) + n(z)) =0+ 0= 0.
z—0 z—0 r—1 x—1

Ainsi h est continue sur ]0, 1[ et admet pour limite 0 en 0 et en 1. Alors:

h est prolongeable en une fonction T continue sur [0, 1].

Vo € [0,1], h(z) = { —zln(z) — (1 -2) In(l —2) siz €01 |
0 siz=0ousiz=1
v €]0, 1], B(a,;z _2(0) I In(z) — (11;_ z) In(1 —2) e (1—-2) lxn(l —x)
—(1—2) In(1 —2x) x:O_l x (—x) =z donc —(1 —2) Ln(l —2) x:OI . Alors alﬂlir%) (— (L-2) Ln(l — x)) =1.

Comme lim (—Inz) = +o00: lim L—(f)z(()) = lim <— Inz — (1-2) In(l - I)) = +o00.

x—0 x—0 xr — xX



2

h nlest pas dérivable en 0. Notons néanmoins que sa courbe représentative admet au point d’abscisse 0 une demi-
tangente parallele & Iaxe (y'y).

’ Le prolongement de h continue sur [0, 1] n’est pas de classe C! sur [0, 1]. ‘

h
Remarque On montre de méme que lim1 — 1 "%
Tr— €r —

Ainsi h n'est pas dérivable en 1 et sa courbe représentative admet au point d’abscisse 1 une demi-tangente paralléle a
laxe (y'y).

c) Nous avons vu que Vz €]0,1[, A'(z) = —Inz + In(1 — z).

Vr €]0,1, (z) <0< h(l-z)<hr<=l-ar<r 1>

DN | =

1 1
Ce suffit pour dire que h est croissante sur }O, 2} et décroisante sur [2, 1 [

1 1

1 1
Notons que h () =——1In- In 3= In 2.

1
2 2 2 2
Rappelons que lir% h(z) =0et lim1 h(z) = 0.
Soit  un élément de )0, 1[. Notons que 1 — z €]0, 1].
De plus h(1 —z) = (1 —z) + n(1 — z) = n(z) + (1 — (1 — z)) = n(z) + ¢(z) = h(z).

1
Alors la courbe représentative de h, dans un repere orthogonal, admet la droite d’équation x = 3 comme axe de

symétrie.

Rappelons pour finir que la courbe représentative de h admet aux points d’abscisses 0 et 1 une demi-tangente parallele
a laxe (y'y).

Toutes ces informations permettent de donner fiere allure a la courbe représentaive de h. Je vous laisse le tracé....

2. » ’ Dans toute la suite L est I'application de ]0, +oo[ dans R définie par: Vu €]0, +oo[, L(u) =u— 1 —Inu. ‘

1 -1
L est dérivable sur |0, +oo[ et Yu €]0,4o00[, L'(u) =1— — = R
u u

L est continue sur |0,1] et Vu €]0,1[, L'(u) < 0. Ceci suffit pour dire que L est strictement décroissante sur ]0, 1].

L est continue sur [1,+o0[ et Yu €]1,+o0], L'(u) > 0. Ceci suffit pour dire que L est strictement croissante sur
[1, +ool.

Notons que L(1) = 0. Alors Vu €]0,1[, L(u) > L(1) = 0 et Yu €]1,+o00[, L(u) > L(1) = 0. Donc:

’Vu €]0,4o0[, L(u) =u—1—Inu >0 et Vu €]0,+0[, L(u) =u—1—-Inu=0<= u=1.

Ce qui donne encore :

’Vu €]0,+oo[, Inu < u—1et Vu €]0,400[, hu=u—1<=u=1.

Remarque Le concepteur aurait été bien inspiré de nous faire déduire de cela que si x et y sont deux réels strictement
positifs : z In y < y — x avec égalité si et seulement si x = y.
x

4 sont deux réels strictement positifs.

1
3. Soient x et y deux éléments de ]0,1[. Notons que LAy 7
x



d(z,y) = = [m(%)—%ﬂh(l—x) {m(tz)i:zﬂ} . [—%H} —(1-2) {1”%1}

— T

1—
Alors d(z,y) = x In (%) +(1—2z)In (1y> est parfaitement défini.

1—=z T -

Ainsi d(x,y):—xL(%) —(1—x)LG:z> . [m(i) +(1—m)L(i:z>}

1-— 1
x>0,y>0, L(%) >0et L<1i> >0 (d’apres Q2). Alors IL(%) +(1:1:)L<1

d(z,y) = —x L (%)—(1—1‘)[/ (1 _y>+y—x+(1—y)—(1—x) =—xL (g)—(l—w)L (i —y) +y—az+1-y—1+zx.

—Y
-

> > 0. Ainsi d(z,y) < 0.

e Supposons que d(z,y) = 0. Alors z L (%) +(1-2)L <1 — y) =0.

— T

1—
Ainsi z L (g) et (1—z)L <1y) sont deux réels positifs ou nuls de somme nulle. Alors ces deux réels sont nuls.
x

1-— 1—
Donch(g) =(1-=a)L Y} =0. Comme z et 1 — z ne sont pas nuls:L(g) =1L Y=o
x 1—2 x 1—2

L’un des résultat de la question 2 donne alors: L. 1—7y = 1. Plus de doute:z =y.
x

e Réciproquement supposons que = = y.

d(z,y) = —a L (%) —(1-2)L G:i) = —2L(1) — (1—2)L(1) = 0 car L(1) = 0.

Finalement d(z,y) est nul si et seulement si = et y sont égaux.

’ Si z et y sont deux éléments de 0, 1], d(z,y) < 0, et d(z,y) = 0 si et seulement si x = y.

4. a) Soit b un réel quelconque (b pour éviter un télescopage de notations...).

£ est concave sur R donc sa courbe représentative est en dessous de toutes ses tangentes en particulier de celle au point
d’abscisse b dont une des équations est y = £'(b) (x — b) + £(b).

Alors Vo € R, {(z) < /(b) (x — b) + £(b) donc Vx € R, £(x) — £(b) < £'(b) (x — b) et ceci pour tout réel b.

Le tout pouvant encore s’écrire de la maniere suivante :

’ pour tout couple (z,y) de R? on a l'inégalité £(z) — £(y) < ' (y)(z —y). ‘

Ou encore :

’ pour tout couple (z,y) de R? on a I'inégalité £(z) < £(y) + ' (y)(z — y). ‘

Remarque Si I'on ne veut pas utiliser la position de la courbe représentative de { par rapport a ses tangentes on
peut facilement obtenir ce résultat, par exemple en utilisant le théoréme des accroissements finis ou une inégalité des

accroissements finis ou encore la définition de la concavité.

b) Soit y un réel quelconque.

Draprés ce qui précede: Vo € R, £(r(z)) < £(y) +0(y) (r(z) —y) = Ly) + €' (y) r(z) — C(y)y et f(z) > 0.
Done Vo € R, {(r(2)) f(z) < Uy) f(z) + £ (y)r(z) f(x) = '(y) y f(2).

“+oo
U(r(2)) f(z)dz, / r(z) f(z)dx et / f(z) dx convergent. De plus —oo < +oo ().

— 00 — 00

+oo —+oo

Par hypotheses : /

— 00



Donc en intégrant I'inégalité précédente on obtient :

+o00 +oo +o0 +00o
[t i@a <y [t [ @iy [ e
+o00 “+oo +oo
En remarquant que /_ f(z)dx =11l vient: /_ K(T(x)) flz)dz < L(y) + ¥ (y) /_ r(z) f(z)dz — ' (y) y.

+oo

Soit encore : /+OO E(r(x)) flz)dz < L(y) + 0 (y) (/

—0o0 — 00

() f(z) d — y) |

+oo +oo

Pour tout réel y :/ E(r(x) f(x)) dz < l(y) + ' (y) (/

— 00 — 00

(z) f(z) do y) |

¢) En appliquant le résultat précédent pour y — /_ :O r(z) f(x) dz on obtient :
/;ooé(r(x) f(z))dz <t </J:0 r(z) f(z) d:z:> +7 </J:O r(z) f(z) dz) (/;00 r(z) f(x)de — /:)O r(z) f(x) dx).

Le dernier terme étant nul, on obtient :

/_—:oﬁ(r(x) f(:r)) de </ (/+°° r(z) f(x) dx).

— 00

5. Pour obtenir le résultat, nous allons reprendre la démarche de Q4. en remplacant / par Z
Soit y un élément de R.

V€ N*, £(r(zn)) < Ly) +(y) (r(zn) —y) = Ly) + £ (y) r(2a) = C(y) y et pn > 0.

Donc Vn € N*, £(r(z,)) pu < £(y) o+ £/(9) 7(20) o = £ (y) Y P

Rappelons que les séries de termes généraux /¢ (r(mn)) Dn, 7(Zn) pr €t Py, convergent.

+o00 +oo +oo +00
En sommant 1'inégalité précédente il vient : Z (f(r(xn)) pn) < (y) Z pn + ' (y) Z (r(xn)pn) —(y)y Z Dn-
n=1 n=1 n=1 n=1
+o0 +oo too
Comme Z Pn =1: Z (f(r(xn)) pn> <Uy) +C(y) Z (r(xn)pn> —l(y)y.
n=1 n=1 n=1
+oo
Cette inégalité est vraie pour tout réel y donc en particulier pour y = Z (r(mn) pn>.
n=1
+00 iy
Dans ce cas: Z (é(r(xn)) pn) </ <Z (r(:cn)pn>>
n=1 n=1
+o0 too
> (@) pa) < £ (Z (r(xn>pn)>.
n=1 n=1

Remarque 1 Ceci vaut encore si I'on suppose que £ concave et de classe C* sur un intervalle I de R si I'on dit que
(Zn)nen+ est une suite de réels telle que ¥Yn € N* r(x,) € I.



5

Remarque 2 Supposons ici £ est concave et C' sur un intervalle I de R. En prenant pour fonction r la fonction
constante égale a 1, on peut dire que si (z,)nen+ est une suite d’éléments de I et si (pp)nen+ est une suite de réels

+oo
positifs telle que > p, =1ona:
n=1

“+o0 “+o0
Z l(xn)pn </ <Z xnpn) .
n=1 n=1

Remarque 3 Supposons ici encore que { est concave et C' sur un intervalle I de R.

Soient N un élément de N*, (x1,xa,...,2n) un N-uplet d’éléments de I et (p1,p2,...,pn) un N-uplet de réels positifs

N
tel que Z pn = 1. n posant ¥n € [N + 1,+o0[, xr = x1 et p, = 0 et en appliquant ce qui précéde on obtient :
n=1
N N
Z l(xn)pn </ <Z znPn)
n=1 n=1
1 1 & i
On prenant p;y = ps = ... = py = N il vzent:ﬁ nzz:l lxn) <Y <T; NJ%) ou:

Air trés connu qui aurait pu servir pour traiter III Q8. ¢) (on en reparlera) et qui vaut encore en supposant

simplement ¢ concave sur 1I...

Partie II. Entropie dans le cas continu

6. a) LA densité continue de Z est la fonction ¢ définie par:Vx € R, ¢p(z) =

+
Notons que ¢ est continue sur R, & valeurs strictement positives et vérifie / o(z)dz = 1.

— 00

Vo € R, ¢(z) In(¢(z)) = ¢(z) In <\/1277r egf) = () [1n17T +1In em;] =—1In (\/ﬁ) o(z) — %m2 o(x).

V2
+o0 +oo
Or / o(x) dt converge et vaut 1. De plus Z posséde un moment d’ordre 2 donc / 22 o(x) dz converge.

— 00 — 00

+o0
Alors / o(z) In (gp(x)) dx converge comme combinaison linéaire de deux intégrales convergentes.

— 00

Ceci acheve de montrer que ¢ appartient a F et permet de définir 'entropie de X.

400 “+o00 +oo
De plus /_ o(z) In (¢(x)) do = —InV2rm /_ o(z)dz — % /_ 22 p(z)de = —InV21 — %E(Z2).
Or E(Z?)=V(Z)+ (E(Z))2 =1+40%=1. Ainsi /+<><> ¢(z) In (p(x)) dz = —Inv2r1 —

—00

DN =

“+oo n(2m
Donc H(Z)Z—/ o(z) ln(ﬂo(x))dx:lnm—i_%:%.

—00

1
On a encore H(Z) =Inv27m + 3 =Inv2r +1Inye=InV2re.

In(2 1
Une variable aléatoire Z qui suit la loi normale centrée réduite possede une entropie qui vaut % oulny2me.




Remarque ¢ est 'unique densité de Z qui appartient a F.

b) Notons Fx (resp. Fy) la fonction de répartition de X (resp. Y).

-b —-b
VreR, Fy(z)=PY <z)=P(aX+b<z)=P (X <z ) = Fx (x ) car a est strictement positif.
a a

Donc Vz € R, Fy(z) = Fx <x—b>.
a

est une densité de continue sur onc F'x est de classe sur R et Vo € R, x) = J(x).
f densité de X i Rd F de cl ct R etV R, F 3( f

x—b
Comme = — est de classe C! sur R, par composition Fy est de classe C* sur R.

Ceci suffit largement pour dire que Y est une variable aléatoire & densité et que FYy en est une densité définie sur R.

Posons fy = Fy,.. Vz € R, fy(z) = Fy(z) = %F)’( (x;b) = 2f <x;b>.

Notons déja que:
1) fy est continue sur R car Fy est de classe C! sur R;

2) fy est strictement positive sur R car a > 0 et f € F;

“+o0
3) / fy (z) da converge et vaut 1 car fy est une densité de probabilité.

—00
+oo
Pour montrer que fy appartient a F il ne reste plus qu’a montrer la convergence de / fr (@) In(fy(z))dx c’est &

oo - 1 -
dire la convergence de / —f (m b) In ( f (x b)) dzx.
o @ a a a

x—b . e . .
Notons que x — —— définit une bijection strictement croissante (a > 0) de R sur R, de classe C! sur R.
a

— 00

Alors le théoreme de changement de variable sur les intégrales impropres permet de dire que

+oo o . +oo
/ L f <x b> In <1 f <x b>) dx est de méme nature que / 1 f(u) In (1 f(u)> adu et qu’en cas de
a a a

Lo @ a a oo

convergence ces deux intégrales sont égales.

vueR, L (1) o= s (1 1w) = (1) 1)+ ) 1 (70) = ~000) 7@ + £0) 1 (7).

+o0 too
/ f(u) du converge et vaut 1 et / f(u) In (f(u)) du converge et vaut —H (X)) (f € F et X posséde une entropie).

— 00 — 00

—+oo
1
Alors / — f(u) In ( f (u)) adu converge comme combinaison linéaire de deux intégrales convergentes.
a a

— 00

De plus /+Oo(11f(u) In ((11 f(u)) adu=—-1Ina /+<><> f(u)du+/+oo f(u) In(f(u))du=—Ina— H(X). Ainsi

— 00 — 00 — 00

+oo
1) / fy () In (fy (x)) do converge ;

2) /+: fy (@) In (fy (@) do = /:o éf(u) In <(11 f(u)) adu = —Ina— H(X).

Ce qui acheve de montrer que fy appartient a F. Mais cela permet aussi de dire que:

1) Y possede une entropie ;

+oo
2) HY) = 7/ fy (@) In(fy(z))de =Ina+ H(X) = H(X) + Ina.

— 00



’ La variable aléatoire Y = a X + b posseéde une densité qui appartient & F et une entropie qui vaut H(X) + Ina. ‘

)

1
Remarque = — = f < ) est I'unique densité de Y qui appartient a F.
a

¢) Soit T une variable aléatoire qui suit la loi normale d’espérance u et d’écart-type o > 0.
T—p T-E(T)

= - T™ suit la loi normale centrée réduite.
o V(T)

Posons T =

In(27) +1
2
Comme T = 0 T* + p et que o est strictement positif, Q6. b) montre que T posséde une densité qui appartient a F

Done, d’apres Q6. a), T possede une densité qui appartient & F et une entropie qui vaut

et une entropie qui vaut H(T*) + Ino.

In(2 1 In(27 o2 1
MHM:MZIH( zm,)_

Notons que H(T) = H(T*) +Ino = 5 5

Une variable aléatoire qui suit la loi normale d’espérance u et d’écart-type o > 0 possede une entropie qui vaut

In(27 o?) + 1
mouln(\/%rea).

2
Remarque z — \/%0 ¢S5 est Punique densité de T qui appartient & F.

7. a) Rappelons que Vu €]0, +00f, L(u) =u—1 —Inu > 0 avec égalité si et seulement si u = 1.

e 09 (22) 0 o (22) 21 [ s (3) g
Donc Vo € R, f(z) In (?Eg) = —f(x)L (?g;) +g(@)— f(2) et f(2) L (?Eg) = —f(z) In (9%) +9(z) — f().
Or [ :O f(z) In <fg))> dz, [ :O f(z)da et [ :o g(z) dz convergent. Alors:

“+o0
x
1) / flx)L g()) dz converge comme combinaison linéaire de trois intégrales convergentes ;

x/ijf(sc)L(?Ei%) der/;OOg(x)dx/:)of(x)dx.

Rappelons que /m F@)de = /+OC F(@)dz = 1. Alors /m (@) In (g(”j)) dz = — /m F@) L (9(“’)> da.

[\
S~—
H
L
png
&
=3
N

e}
—
s|&
N———
o,

o0 o0 o0 f(z) oo f(z)
Ainsi D(f,g) = /J:O f(z) In (f‘ig) dz = /:)o fl@)L (%i;) dz.
Ve eR, f(z) >0et L (?g;) > 0. Donc Vz € R, f(z)L (?Eg) > 0 (résultat & retenir...).
Alors D(f,g) = /;OO f(z)L <g((z§) dz > 0 car —oo < 400!

D(f,9) =0

~

b) Supposons D(f,g) = 0. Alors /+OO f(z) L <g(x) dz = D(f,g) =0.

oo ()



“+o0
x
Remarque Pour faire plaisir au concepteur notons que / flx) L (g()) dz = 0 donne :

f(z)
/+°° <g($) (g(x) >) . .
fl@) | == —-1—-In| =—= ) | dz = 0. En multipliant par —1 on obtient :

7(2) (2)
[ (5 1= (7)) 7w

f et g sont deux fonctions continues et strictement positives sur R. Alors g est continue et strictement positive sur

— 00

— 00

R. Comme L est continue sur |0, +o00[, par composition  — L <}qc((ac;) est continue sur R.
x
. g(x) .
Par produit z — f(x) L ) est continue sur R.
x

Ajoutons comme nous ’avons vu plus haut que cette fonction est positive ou nulle sur R et résumons.

1)z — f(z)L (%) est continue sur R.

2) 2 f(o) 2 (45

( >> est positive sur R.
f(x)
g

3) /jf( ¥’ (Exi) dr = D(f.q) = 0.

4) —00 # 400!
Alors ¢ — f(z) L (?E?)) est identiquement nulle sur R.
Comme f ne s’annule pas sur R:Vz € R, L <?((gj§) =1.
x

Ce que nous avons vu dans I Q2. permet de dire que Vz € R, 9(x) _ 1.

f@)
Donc Vz € R, g(z) = f(x). Alors f = g.

’Si D(f,g):Oalorsf:g.‘

Remarque  Supposons que f = g. AlorsVz € R, f(z) In (chix))) = f(z) Inl1=0.
x
e 9(@)
Donc / f(z) In (f()> dz converge et vaut 0. Alors D(f,g) existe et vaut 0.
e x

Partie III. Entropie dans le cas discret

Dans toute la mesure du possible nous éviterons la convention z Inz = 0 si x = 0.

zlnz siz>0

Pour cela posons:| | Vz € [0, +oo|, t(z) = {
0 siz=0

t est continue sur |0, 4+oo[. De plus lir%x Inz =0 =t(0) (par croissance comparée) donc ¢ est continue en 0.
r—

Ainsi ¢ est continue sur son domaine de définition.

Notons alors que dans la question 8, H(X) = — > ¢(pg)... et ceci sans convention ni concession.



1
Terminons en remarquant que t est de classe C2 sur |0, +oo[ et que, Vz €]0, +oc[, ¢/(z) =Inz + 1 et t"(z) = =
x

8. Dans cette question je pose O = (]O7 1[)N. Notons que @ est un ouvert de RV comme produit de N ouverts de R.

N
Nous avons aussi: Ve = (21, 22,...,2n8) € O, hy(z) = — t(zk).
k=1
a) Posons Vk € [1, N], Vz = (z1,22,...,2Nn) € O, Ci(z) = zy.
N N
Alors Vo = (21, 22,...,2n5) € O, hy(x) = — (toCk)(x) ou hy = —Z toC.
k=1 k=1

Pour tout k dans [1,N], Cy est de classe C? sur O (comme fonction polynémiale) et prend ses valeurs dans ]0, +o0].

Alors, par composition, pour tout k dans [1, N], t o Cy est de classe C? sur O car t est de classe C? sur |0, +o0l.

N N

Par somme Z t o Cy, est de classe C? sur O. Ainsi hy = — Z to Cy, est de classe C? sur O.
k=1 k=1
, Ohy N (o Cy) N rocy
1 N = — _— = — t .
vie [[ ’ ]]7 8932 kzz:l 81:1 ; (9582 ° Ck

Or si i et k sont deux éléments de [1, N], Vz € O,

8Ck(x):{1 sik=1i

ox; 0 sinon

Donc Vi € [1, N], %};N = —t' 0o C;. Ainsi Vi € [1,N], Vo = (z1,22,...,2n) € O, %];N () =—Inz; — 1.
Vo = (z1,22,...,ZN) € (]0,1[)N7 VHy(z)=(—Inz; —1,—lnas —1,...,—lnzy — 1).
Phy  OLE J(—t'oC)  IC
i € [L,N], Vj € [L,N = % i) _ 9o
Vi€ [[ ) ]]7 Vj € [[ ) ]]7 8xj 8%1 8xj a.’ﬂj 8xj t OCz
2H . —({t" o Cy)(z) sii=j
Alors Vi € [1,N], ¥j € [1,N],Vz € O, 0" Hn (x):fac (a:)(t”oC’i)(x){ ( )@ ].
O O Ox; 0 sinon
0’H 1 sii=j
Alors Vi € [1, N], Vj € [1, N],Vaz = (z1,x2,...,2n) € O, N (z) = X -7
axj 61‘1 .
0 sinon
1 1 1 1 1
Vo = (z1,22,...,ZN) € (]0,1[)N, V2hy(x) = Diag (—,—,...,—) = —Diag (1,,...,>.
T T2 TN 1 T2 TN
N N
b) Posons C = {(z1,z2,...,zn5) € O | Z rp =1} et Vo = (21, 29,...,2n5) € RY s(z) = Z Tg.
k=1 k=1
s est une forme linéaire sur RY et Vz € R?, Vs(z) = (1,1,...,1).

Rappelons que (Ker s)* = Vect (V(2)) pour tout z dans RV, Ainsi (Kers)* = Vect1,1,...,1).

Soit = (w1, 22, ...,zx) un élément de RV,

x est un point critique de hy dans 'optimisation sous la contrainte C si et seulement si z € C et Vhy(z) € (Kers)t =
Vect(1,1,...,1).

Notons que z € C et Vhy(z) € Vect(1,1,...,1) si et seulement si:
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Vk € [1,N], zx €]0,1]

N
Z T = 1 (1)
k=1

INER, (—Inz; —1,—lnaxs —1,...,—Inzy — 1) = A(1,1,...,1)
Vk € [1,N], zr €]0,1] Vk € [1,N], zx €]0,1]
N N
)= z=1 =Y w1
k=1 k=1
—Inzy—1=—-Inas—1=...=—lnzy —1 Inzy=Inzs =...=lnzy

Vk € [1,N], zx €]0,1]

N Vk € [1,N], = €]0,1] Vk € [1,N], =1 €]0,1]
(1) <= Zxkzl <= ({Nz; =1 = 1
— T1=Tog=+""=0IN = —
k=1 Tl =X =...=2TN N
Xy =T2=...=IN
(1) = L pui ! €]0,1[ (N > 2)
Ty =Xp =+ - =Ty = — puisque — > 2).
1 2 N N pulsqu N )
N
Pour 'optimisation de hy sous la contrainte Z xzp = 1 il existe un unique point critique que nous notons z*.
k=1
11 1
2* est I'élément de (]0,1[)" égal & (N, T N).
¢) Soit x = (1, 22,...,zx) un élément de C. Montrons que hy(z) < hy(z*).

Posons 6 = x — x*. x = z* + 4.

VYAe 0,1,z +Ad=a"+A(z—z") = Az+(1-N)z* = ()\xl +(1-X %,)\xg +(1 f)\)%,...,)\xNJr (1=2X) ]1[)

1 1
Or 10, 1] est convexe et, Vk €]0,1[, xj €]0,1] et N €]0,1[. Donc Vk €]0,1[, VA € [0,1], Aax + (1 — N) N €]0,1].
Par conséquent : VA € [0,1], 2* +Ad = Az + (1 — X) 2™ € O. Donc le segment [z*,2* + J] est contenu dans O.

hy étant de classe C2 sur O nous pouvons lui appliquer la formule de Taylor-Lagrange & I'ordre 1.

Ainsi il existe un élément 6 appartenant a ]0, 1[ tel que hy (2™ + ) = hn(2*)+ < V(z¥),d > +% Qo +05(0), Qo106
étant la forme quadratique sur RY associée & la Hessienne de hy en z* + 6 6.

x et * sont dans C donc s(8) = s(x — z*) = s(z) — s(z*) =1 — 1= 0. Alors ¢ appartient au noyau de s.

Comme z* est un point critique de hy dans Poptimisation sous la contrainte C, V(z*) appartient & Porthogonal de
Ker s.

1
Donc < V(z*),6 >=0. On a alors hy(z* +§) = hn(z*) + 3 Gz +05(0).
En tout point de O la hessienne de hy est une matrice diagonale a éléments diagonaux strictement négatifs.
Donc en tout point de O la hessienne de hy est une matrice symétrique a valeurs propres strictement négatives.

Alors Vy € O, Vz € RV, ¢,(2) < 0. Mieux Vy € O, Vz € RN — {0~ }, gy(2) <O.

Comme z* + 0§ appartient a O, ¢,+465(0) < 0. Mieux gu+«495(5) < 0 si J # Opn.
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Donc hy(z) — hy(z*) = hn(z* 4+ 9) — hy(x) = %qx*_,_gg(é) < 0 et méme hy(z) — hy(z*) < 081 § # Opn donc si

hy(z) < hy(z*) avec égalité si et seulement si x = z*.

1 1 1
Finalement : z* = (N’ N N) eCetVael, hy(z) < hy(z*) avec égalité si et seulement si x = z*. Ainsi:
N
hy admet en 2% = (=, ! i lobal strict 1 trainte »  ap = 1
~ admet en &* = { &, +. ..., & | un maximum global strict sous aconralnek_1 = 1.
N
. 11 11 1
Remarque 1 Notons que hy(z*) = 7; (N In N> =—-N (N In N) = flnﬁ =1InN.
N N N
Alors si x = (x1,x2,...,2N) est un élément de (]0,1[) tel que > xp =1, hy(z) < hy(2*) done — Y xp Inxy <
k=1 k=1
In N. Ainsi

N N
V(x1,x2,...,ZN) € (}0,1[)1\[, Z T, =1= —Z rr Inzg <InN.
k=1

>
Il
—

Mieux encore :

N N
N 1 1 1
v 0,1 =1et — =, —= | =& — | InN.
($1,$27 7x1\7)6 (] ) D ) ;Ik € (Ilax27 7111\/')7é <N5N7 5N> ;xk nrg <In

Remarque 2 On peut obtenir le résultat de c) plus simplement de la maniére suivante. Il est facile de voir que v :
x — —x Inx est concave sur |0, +o0[ (sa dérivée seconde est négative). Elle est aussi de classe C! sur ]0, +00[...

$1+$2+"'+$N> S V(1) +P(x2) + -+ +p(an)

Alors ¥Y(x1, 22, ...,z5) €]0, 00|, ¥ ( (voir les remarques de 1T

N - N
Q5).
N
. 1 Y1) +p(@2) + -+ Y(an)
Ainsi V(x1,x9,...,2N5) € O, ;$k:l:>w<N>> I .
al 1
Soit encore ¥(x1, 22, ...,2N) € O, Z zp=1=hn(@") =Ny (N> > Y(xr) +P(x2) + - +¥(zn) = hn(x).
k=1
N
Ce qui donne & hy un maximum global en x* sous la contrainte Z xr = 1. Maximum global nécessairement strict
k=1

car il n’ y a qu’un point critique.

Remarque 3 Notons que ce nous venons de faire en plus de deux pages peut se faire en quelques lignes par un éléve
de terminale. Nous saurons nous en souvenir dans Q13...

N
En effet, soit © = (z1,xa,...,zy5) € O tel que Z xp = 1.
k=1
Sik e [1,N], —zx In(zy) = QL‘khrli =z 1n L +z, InN.
Tl N%k

D’apres Q2., si k € [1, N], —zx In(zx) < (

1
< — 1) +xp InN = N Tk + x In N avec égalité si et seulement
1
N

NCEk

car xp > 0.

si =1 ou si et seulement si x;, =

N.Z’k



N N N
1 1 1 1
Donc hy(x Zxklnwk ZNZ:CkJrlnNZ:rk11+(1nN)><1lnNhN(N,N,...,N>
k=1 k=1 k=1
coalité si ot seul i ( ) = 11 1
avec égalité si et seulement si (¢1,22,...,28) = (o3 W |-
N
Ainsi si x = (21,22, ...,2n) est un élément de O tel que Z xp = 1 et distincts de x* : hy(z) < hy(z*).
k=1

1
d) e Soit U une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [1, N]. Vk € [1,N], P(U =k) = N
U prend ses valeurs dans [1, N]. De plus

N

N
H(U) = — (P(U:k)ln(P(U:k)))z—Z%m%:qvﬁlN ln% InN.
k=

e Soit X une variable aléatoire qui prend ses valeurs dans [1, N] et qui ne suit pas la loi uniforme sur [1, NJ.

Nous allons montrer que H(X) < H(U) en montrant que H(X) < In N.
N
Posons Vk € [1,N], pr = P(X =k). HX)=— " t(px).

1 1 1

NN N) car X ne suit pas la loi uniforme sur [1, N].

Notons que (z1,z2,...,TN) # (
Premier cas: on suppose que Vk € [1, N], px # 0.

N
Alors Vk € [1,N], pr > 0et > prp=1.
k=1

N 1 1 1
Mieux, comme N > 2, Vk € [1, N], pi €]0,1[ et > pr = 1. De plus (p1,p2,---,PN) Z | = =s-vos—= | -
2 N'NTUN

N
Dans ces conditions, ¢) donne: H(X) = — Z pr Inpy = hy(p1,p2,...,pn) <InN. Ainsi H(X) < H(U).
k=1

Deuxiéme cas : on suppose qu'il existe au moins un éléments kg de [1, N] tel que py, = 0.

Notons que ’on ne peut pas avoir p; = ps = --- = p, = 0 car Z pr = 1. Alors K = {k € [1,N] | px # 0} est une
k=1
partie non vide de [1, N]. Notons r son cardinal. » < N et il existe une bijection w de [1,r] sur K.

s

Rappelons que t(0) = 0. Alors H(X) = — Z t(pr) = — Z t(pr) = — Z (Pw(k)) Z Pu(k) 10 Puy(i)
k=1 kEK k=1

Sir=1,alors p,) =1et HX) = —py1) Inpya) = 0; ainsi H(X) <InN = H(U). Supposons r > 2.

Vk € [1,7], puwr) >0 et z Pw(ky = 1. Alors Yk € [1,7], pwr) €]0,1] et Z Puw(ky = 1 (car r > 2).
k=1 k=1

Alors ¢) montre que H(X) = — Z Puw(k) WPy <Inr <InN = H(U).

Donc dans tous les cas H(X) <In N = H(U).

Si X est une variable aléatoire & valeurs dans [1, N] qui ne suit pas la loi uniforme sur [1, N], son entropie est

strictement inférieure & 1’entropie des variables aléatoires qui suivent la loi uniforme sur [1, N].
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Parmi les variables aléatoires & valeurs dans [1, N], seules les variables aléatoires qui suivent la loi uniforme sur

[1, N] ont une entopie maximum.

9. a) La série de terme général n p,, converge donc lirf (npp) = 0.
n—-—1+0oo

1 1
Comme lim —=0: lim p,= lim <><(npn)>0><00.

n—+oo n n—-+o0o n——+oo n

Par croissance comparée il vient alors lim (y/p, In(p,)) = 0. Donc 11111 (v/Pr | In(pp)]) = lirf |v/Pr In(py)| = 0.

n—-+oo

Alors Ve € R**, dng € N*, Vn € N*, n > ng = /pn|In(p,)| < e. Ne reste plus qu’a faire ¢ = 1 pour pouvoir
largement dire que:

’ il existe un élément ng de N* tel que pour tout entier supérieur ou égal a ng : /pn | In(p,)| < 1. ‘

b) Soit n un élément de N* tel que n > ng et p,, <

n3
1 1 . 1 1
0<vpn < 5= I et 0 < /pn | In(py)| < 1. Par produit : /p,, /Dr | Inpy| < n—% Donc p, |Inp,| < n—%
. s 1 1
si n est un élément de N* tel que n > ng et p, < —; alors p, [In(p,)| < —-
n nz

c) Soit n un élément de N* tel que n > ng.

vl =

. 1 1
Sl pn < 73,’ pn|lnpn| g 3 < MaX{37 3pn lnn}
n n n2

1 1
Supposons p,, > —. Alors 0 > In(p,) > In — = —3 Inn donc 0 < —1In(p,) < 3 In(n) ou [In(p,)| < 3 In(n).
n n

1
Comme p,, = 0:p, |In(py)| < 3p,, In(n) < Max {3 , 3Dn lnn}.
nz

1
Si n est un élément de N* supérieur ou égal & ng : p, | In(p,)| < Max {3 s 3Dn 1nn}.
n2

1 1
d) Soit n un élément de [ng, +oo[. 0 < py, | In(p,)| < Max {3, 3pn 1nn} < —5 +3p, Inn.
nz2 nz

Orlnn <n—1 (dapres I Q2.). Donc Inn < n et p, > 0. Ainsi 3p, Inn < 3np,.

1
Finalement 0 < p,, |In(p,)| < — + 3np, et ceci pour tout élément n de [ng, +-o0of.
nz2

: S | 3 . (. .
La série de terme général — converge car 3 > 1 et la série de terme général n p,, converge par hypothese.
n2

. 1 o L .
Alors la série de terme général — + 3n p,, converge comme combinaison linéaire de deux séries convergentes.
nz2
Les regles de comparaison sur les séries a termes positifs montrent alors la convergence de la série de terme général

pn |10 (pn) |-

La série de terme général p,, |In (p,)| converge.
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Si nous reprenons les notations qui précedent Q9, dire que la série de terme général n p, converge c’est dire que X
posséde une espérance car Vn € N*, np, > 0. Et dire que la série de terme général p,, |Inp,| converge c’est dire que
X possede une entropie.

Donc l'existence de E(X) donne l'existence de H(X).

Soit X une variables aléatoire & valeurs dans N* telle que Vn € N*, p,, > 0.

Si X possede une espérance alors X possede une entropie.

Nous avons montré le résultat attendu, est-ce le résultat demandé ? On parle de variable aléatoire a valeurs dans N*
sans restriction, non ?

Allons donc un peu plus loin méme si cela n’est pas franchement indispensable...
Dans la suite X est toujours une variable aléatoire a valeurs dans N*. On suppose que X possede une espérance.

On pose encore Vn € N*| p,, = P(X = n). Mais on ne suppose plus que ¥n € N*, p,, > 0.
{x Inz siz>0
0 siz=0
Dans le texte H(X) existe si la série de terme général p,, | In(p, )| converge ce qui revient & dire que H (X)) existe si la

Rappelons que Vz € [0, +o0[, t(z) =

série de terme général |p,, In(p,)| converge.

Donc pour nous H(X) existe si la série de terme général |t(pn)| converge.

+oo “+o0
En cas d’existence H(X) vaut Z |t(pn)| ou — Z t(pn)-
n=1 n=1

Notons que notre situation contient le cas (inutile!) ou X prend un nombre fini de valeurs.
Version 1 On adapte rapidement la preuve précédente.

Esquissons! On montre de la méme maniére que nEr_:EOO pn = 0.

}:er%)ﬁ|lnx| = 9112% |[vz Inxz| = 0. Alors il existe v € R** tel que Vz €]0,7|[, vz |Inz| < 1.
Or il existe ng dans N* tel que Vn € [ng, +00[, pn < 7y car (pn)nen+ converge vers 0.

Donc si n est dans [ng, +-oo et si p, # 0 alors p,, €]0,7[, ce qui donne: /p_|In(p,)| < 1.
Soit n dans [ng, +oo[. Sip, =0 on a [t(p,)] =0 < Max{n%, 3p, Inn}.

1 1
Si pn # 0 on montre, comme plus haut, que [t(p,)| = pn |In(p,)| < Max{—,3p, Inn} en faisant deux cas:p, < —
nz

et > —-
Pn 3

1
Finalement Vn € [ng, +oo[, [t(pn)| < Max{—,3p, Inn}.
n2

1 1
Alors 0 < |t(pn)| < Max{S, 3pn lnn} < —5 + 3p, Inn.
n2 nz

Comme nous I’avons vu plus haut, on obtient alors aisément la convergence de la série de terme général |¢(p,,)]|.
Ainsi H(X) existe.
Version 2 On profite de 'occasion pour proposer une seconde preuve, plus simple.

Soit n un élément de N* tel que p, # 0.

1 1 1 1 1 1\"
In < —1< et p, > 0. Donc p, In <—=(-].
Dn€” Pn €™ Pn €™ Pn e er €
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1
Or Pn In{—| = —Pn ln(pn en) = —Pn lnpn —NPpn = |pn lnpnl —NpPn = ‘t(pn)| — N Pn.
Dn €™

1 " 1 n
Donc [t(pn)| — npp < (e> . Ainsi 0 < [t(pn)| < npn + (e> .

Notons que cet encadrement vaut encore si p, = 0 car ¢(0) = 0.

1 n
Donc Vn € N*, 0 < |t(pn)] < npn + () .
e
. . 1 . (. 1"
X possede une espérance et |—| < 1 donc les séries de termes généraux np, et | — | sont convergentes.
e e

n

Donc la série de terme général np, + ( converge. Les regles de comparaison sur les séries a termes positifs
e

montrent alors la convergence de la série de terme général |t(p,,)|. Ainsi H(X) existe.

Toute variable aléatoire a valeurs dans N* qui possede une espérance possede une entropie.

Remarque Nous donnerons dans c) une version 3, ou plutét une version 2’...

Exercice Une urne contient une boule rouge et une boule noire. On tire une boule de 'urne. Si elle est rouge on
s’arréte sinon on la remet dans I’'urne, on ajoute une autre boule noire dans I'urne et on procéde a un autre tirage en
respectant le méme protocole. X est la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.

Montrer que X a une entropie mais n’a pas d’espérance.

10. a) X suit la loi géométrique de parametre 6. Alors E(X) = —-

1
X suit la loi géométrique de parametre 6 et E(X) = 7

VneN*, P(X=n)In(P(X=n))=P(X=n)In((1-0)""1) =[Inf+ (n—1)In(l —0)] P(X =n).

VneN*, P(X =n) In(P(X =n)) = [In6 —In(1 —0)] P(X =n) +1In(1l — ) n P(X =n).

+oo

La série de terme général P(X = n) converge et Z P(X =n)=1.
n=1
= 1 1
La série de terme général n P(X = n) converge et Z nP(X =n)= g car X a une espérance qui vaut 7
n=1

Ainsi la série de terme général P(X = n) In (P(X = n)) converge comme combinaison linéaire de deux séries conver-
gentes.

OrVn eN*, P(X =n) |In(P(X =n))| =—-P(X =n) In (P(X =n)).

Alors la série de terme général P(X = n) ‘ In (P(X = n))‘ converge ce qui assure l'existence de I'entropie de X.

De plus: H(X) = i (P(X =n)|In (P(X =n)) |) S i (P(X =n) In (P(X = n))).

+o0 too
H(X)=—[In(f) — In(1 — 6)] Z P(X =n)—1In(1-10) Z n P(X =n) (toutes les séries convergent).
n=1 n=1

H(X) = —[In(0) —In(1 - 0)] x 1 —In(1 — 0) x %

H(X)=-In6+In(1-0)— ln(lg_ ) _ Omo+(1 _99) In(1-6)
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Une variable aléatoire qui suit la loi géométrique de parametre 6 possede une entropie qui vaut :
fInd+ (1—6)In(l—0)
0

b) Il s’agit de simuler une variable aléatoire qui suit la loi géométrique de parametre 6 donc en gros de simuler le temps
d’attente de la réalisation d’un événement, qui se produit avec la probabilité 8, associé a une expérienece aléatoire que
Pon itere, les itérations étant indépendantes. Rien que du classique, non ?

function X(theta:real):real;

var n:integer;

n:=0;
repeat
n:=n+1;
10 until (random<=theta);
11 X:=n;
12
13 end;

1
2
3
4
5 begin
6
7
8
9

c) Notons que H(Y') existe car Y possede une espérance (qui vaut E(X)).

400 +oo
H(Y) - H(X) = Z qn ’h’l(QH)‘ - Z Pn |1n(pn)|~
n=1 n=1
+oo +oo +oo 1 +o0 Dn
HY)=H(X) == gnIn(ga)+Y_ pn In(pn) =Y <qn =+ o lnpn) => (qn In (q> + (Pn — qn) lnpn).
n=1 n=1 n=1 n n=1 n

¥n € N*, (pn — gn) I0(pn) = (P — gn) 10 (0. (1 — )" ) = (pn — gn) [0+ (n— 1) In(1 — ).

Vn € N*, (pn—an) In(pn) = (Pn—qn) [In0—In(1—0)+n In(1—0)] = [In60—In(1-0)] (pn—gn)+[In(1—0)] (npr—ngn).
Vi € N, (p — ) In(py) = [I06 —n(1 = 6)] p,, — [In6 — In(1 — 6)] g, + [In(1 = 6)] np, — [In(1 — 6)] 7.
Rappelons que les séries de terme généraux pp, gn, npy et n.g, convergent.

Alors la série de terme général (p, — ¢,) In(p,) converge comme combinaison linéaire de quatre séries convergentes.

De plus:

+oo +oo +oo +oo +o00

Z (pn _Qn) ln(pn) = [1119—11’1(1—9)] Z Pn— 11’19 ln 1- 9 Z Gn+ ln(]- 9)] Z (npn)_[ln(l_e)] (nQn)
Donc Z —¢y) In(p,) = [In —In(1 - 0)] x 1 = [In6 —In(1 - )] x 1+ [In(1 - 0)] E(X) — [In(1 - 6)] E(Y) =0

car E(X)=E(Y).

+oo
HY)-H(X)= Z <qn In (}%) + (pn — qn) lnpn) et les séries de termes généraux ¢, In (pn> et (pn — qn) Inp,
q7l

convergent, donc :

H(Y) anln<p”>+z n = qn) Inpp = anln(§”>+0—2qnln(pn)
n=1 n n=1

an
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Alors

d) Vn € N*| ln<pn> <&71etqn>0. Alors Vn € N*| qnln<pn> gqn<pn1)pnqn.
dn

dn dn dn
P =
Ainsi H(Y) Z qn In ( ") Z Pn — Z qn car les trois séries convergent.
n=1 n=1
+oo +o0
OrY po—> gu=1-1=0donc HY) - H(X) <0.
n=1 n=1

|H(Y) - H(X) ou H(Y) < H(X)!|

Affinons. Supposons que Y ne suivent pas la loi géométrique de parametre 6. Alors il existe un élément m de N* tel

que Gm 7 Pm-

Done 27 # 1 et ainsi In (p ) < Pm g, Or ¢y, est strictement positif donc ¢, In <pm> < Gm Pm_ Gm = Pm — Qm.-
qm q

m qm m m

Yn € N*, In <pn) < pn — gy et il existe un élément m de N* tel que ¢, In (

dn

Pm

m

><pm_qm'

“+o0 “+o0
Alors H(Y) anln(pn> Z n—qn):an—anzl—lz().
n=1 n=1

n=1 n=1
Donc H(Y) < H(X)

’ SiY ne suit pas la loi géométrique de parametre 6 : H(Y) < H(X). ‘

Moralité : les variables aléatoire & valeurs dans N* et d’espérance o donnée (o €]1,4o00[) d’entropie maximum
sont LES variables aléatoires qui suivent la loi géométrique de d’espérance «. Sauf que nous ’avons pas vraiment

montré ! !
Remarque  En effet dans ce qui précéde:Vn € N* P(Y = n) = ¢, > 0. Offrons nous donc une question
supplémentaire.

e) Pour le fun... Nous allons dans cette question prendre un peu de hauteur.

1) Nous supprimerons I'hypotheése indiquant que la série de terme général g, In <pn) converge car elle est

n
redondante.

2) Nous ne supposerons plus que Vn € N* ¢, # 0.

3) Nous ne supposerons qu’a la fin que ¥ a méme espérance que X. Cela nous permettra de retrouver 1’existence
de H(Y) a partir de Pexistence de E(Y) (c’est la version 3 ou 2’ annoncée).

4) Nous montrerons que les variables aléatoires & valeurs dans N* et d’espérance « donnée (« €]1, +o0[) d’entropie
maximum sont LES variables aléatoires qui suivent la loi géométrique d’espérance a.

Ici X ne change pas. On part d’une variable aléatoire Y qui prend ses valeurs dans N* et qui possede une espérance.
On pose toujours Vn € N*, ¢, = P(Y =n).

Montrons que H(Y) existe. Il suffit de montrer que la série de terme général |t(g,,)| converge.
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Soit n un élément de N* tel que g, # 0.

1 Pn
[t(gn)| = —gn Ing, = ¢, In <> =gq, In () — qn Inp,.

n n

Or In (m) < Pn 1, avec égalité si et seulement si P _ 1, et ¢, > 0 donc
qn qn qn

n n

gn In <p”> < qn (pn — 1) = pn — qn avec égalité si et seulement si p,, = q,,-
q
Donc |t(gn)| < pn — ¢n — qn Inp, avec égalité si et seulement si p, = gy,.
Remarque Arrétons nous un instant pour observer que nous sommes sur les traces de la version 2.

[t(gn)| < P — Gn — qn 0Py, < pn — ¢n Inp, vaut finalement pour p,, réel strictement positif quelconque.

Donc pour p,, = (i)n ce qui donne [t(g,)| < pn — ¢ Inp, = <(13>” +ngqy,... Fin de la remarque.

Soit n un élément de N* tel que g, = 0.

Alors pn 7 qn (car pn > 0), [t(gn)| = 0 €t pp — gn — gn Inpn = pp > 0.

Donc pn 7# qn et [t(qn)| < Pn = gn — gn Inpn.

Ainsi pour tout n dans N*, |t(qn)| < Pn — Gn — Gn Inp, avec égalité si et seulement si p, = g,. Or:

VYn € N*, ¢, In(p,) = ¢, In (9 (1- 9)”_1) = [ln 9] Gn+(n—1) [ln(l - 9)} qn = [1119 —In(1-— 9)] qn + [ln(l — 9)] nqn.

Alors pour tout n dans N*, 0 < [¢t(¢5)| < pn — ¢n — [In0 —In(1 — 0)] g, — [In(1 — 6)] n gy, avec égalité si et seulement
Si Pn = Qn-

Les séries de termes généraux py, ¢n, 1 ¢, sont convergentes (Y posseéde une espérance) donc la séries de terme général
DPn — Qn — [11149 —In(1 - 0)] Gn — [ln(l — 6)} n q, converge comme combinaison linéaire de quatre séries convergentes.

Les regles de comparaison des séries & termes positifs montrent alors que la série de terme général |¢(g,)| converge.
Ainsi H(Y) existe.

Remarque Nous venons de retrouver pour la troisiéme fois que si E(Y) existe alors H(Y') existe !

+o00 +o0 +oo +oo +o00
De plus H(Y) = Z |t(pn)| < Z Dn — Z ¢n — [In6 —In(1 — 9)] Z gn — [In(1 — 6)] Z (ngn).

Alors: HY)<1—-1-[In0—In(1-6)] x1—[In(1-6)] E(Y) =—[In6 —In(1 — 6)] — [In(1 — 0)] E(Y).
Donc H(Y) < —[Inf —In(1 - 6)] — [In(1 — 0)] E(Y).
Supposons que Y ne suivent pas la méme loi que X. Alors il existe m dans N* tel que p,, # ¢m,- Donc:

1) ¥n € N, [t(gn)| < pn — @n — (100 —In(1 = 0)) ¢ — In(1 = 0) ngn s

2) Im e N*, |[t(gm)| < pm — @m — (1119 —1In(1 - 9)) Gm — In(1 — 0) m gy,

Dans ces conditions:
+oo

+o00
HY)=> [tpa) <> (pn — ¢ — [Inf —In(1 - 6)] g, — [In(1 - 6)] nqn>-
n=1 n=1

+oo +o0 +oo +
HY)<Y pn=Y_ @o—[In0-In(1-0)] > g, [In(1-0)] (ngy) = —[In6 —In(1—-6)] — [In(1 - 0)] E(Y).

n=1

8

3
Il
_

n=1

Finalement :

1) HY) < —=[In —In(1 - 6)] — [In(1 - 6)] E(Y);
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2) si Y ne suit pas la méme loi que X, H(Y) < —[In6 —In(1 — 6)] — [In(1 — 6)] E(Y).

1
Pour finir supposons maintenant que Y a méme espérance que X. Alors E(Y) = 7

06 —0In(1—-0)+In(1—0)
0

Ainsi —[Inf —In(1-6)] — [In(1—6)] E(Y) = —=[Inf —In(1—6)] — [In(1—6)] % =

Ainsi —[In6 —In(1 - 6)] — [In(1 — 6)] E(Y) = _fmé+ _99> =9 _ yx),

Par conséquent H(Y) < H(X) et si Y ne suit pas la méme loi que X, H(Y) < H(X). Plus de doute:

Les variables aléatoire & valeurs dans N* d’espérance a donnée (« €]1,+0o0[) et d’entropie maximum sont LES

variables aléatoires qui suivent la loi géométrique d’espérance a.

Partie IV. Entropie et taux de rendement asymptotique

11. a) Aucune raison de préférer Z,, a4 Z, alors montrons le lemme suivant.

Soit R une variable aléatoire sur (2,4, P).

L’application S de Q dans R définie par Vw € 2, S(w) = ef“) est une variable aléatoire sur (Q, A, P).

Soit = un réel. Montrons que S™1(] — oo, z]) appartient a A.

S|~ o00,z]) ={w e N| S(w) <2} ={we Q| el L a}.

Si = est négatif ou nul S71(] — 0o, z]) = {w € Q| @) <z} = 0. Donc S~(] — o0, z]) appartient & A.

Supposons que z est strictement positif. Comme In est strictement croissante sur |0, 400 :

S|~ o0,z]) ={we Q| ef <z} ={we Q| Rw) <Inz} = R~Y(] — o0, Inxz]).

Or R71(] — oo, Inx]) est dans A car R est une variable aléatoire sur (£2, A, P), donc S~1(] — oo, z]) appartient encore
a A

Finalement Vz € R, S™!(] — o0, 2]) € A donc S est une variable aléatoire sur (2, A, P).

Ceci acheve la preuve du lemme. Plus de doute alors.

’ Pour tout n dans N*, Z,, est une variable aléatoire sur (2, A4, P). ‘

’ Z est une variable aléatoire sur (9,4, P). ‘

b) Notons Fx la fonction de répartition de X. Soit 2 un réel strictement positif.
P(|X|>2)=1-P(|X|<2)=1-P(-z<X<z)=1-(P(X<2)-P(X <-2))=1-P(X <)+ P(X < —x).
L’événement {X < x — 1} est contenu dans I’événement {X < z}.

Par croissance de la probabilité on obtient P(X <z —1) < P(X <z) puis —-P(X <z)< -P(X <z -1).
Alors 0K P(|X|22)=1-PX <z2)+PX<—-2)<1-PX<z-1)+PX<—2)=1—-Fx(x—1)+ Fx(—x).
Pour tout réel x strictement positif: 0 < P(|X| > z) < 1— Fx(z — 1) + Fx(—x).

zli»r—nooFX(z) =0et ZEIEMFX(z) =1 donc wl{r-lr-loo (1-Fx(z—1)+ Fx(-2)) =1-1+0=0.

Alors par encadrement on obtient : lirf P(|X| > z)=0.
r— 100

En utilisant la définition de la limite d’une fonction on peut dire que :
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JA e R"*, Vz €]0,400[, > A= P(|X| > z) < a car a > 0.

Posons s =A+1. s >0et s> A donc P(|X]| > s) < a.

’ 11 existe un réel s strictement positif tel que P(|X]| > s) < a. ‘

c) Soient K7, K5 et K3 trois éléments de A.
P(K, UK, UKs) = P(Ky U K,) + P(K3) — P((Ky UKy) N K3) < P(K; UK,) + P(K).
P(K; UK, UK;) < P(Ky) + P(Ks) — P(K; N Ky) + P(K3) < P(Ky) + P(K») + P(K3).

| Si K1, K et Ky trois éléments de A: P(Ky U Ky U Ky) < P(K)) + P(Ky) + P(Ky). |

Considérons les événements :

Ky ={12n = 2| 2 e}, K1 = {|X| > s}, K3 = {|Xp = X| > 1} et K = {|X,, - X[ >ce7' 7"}

Nous devons montrer que P(K() < P(K}) + P(K}) + P(K}).

D’apres ce qui précede il suffit de montrer que K, C Kj U K, U K} , non?

Soit w un élément de K|;. Montrons en raisonnant par I’absurde que w € K{ U K} U Kj.

Supposons donc que w n’appartient pas & K| U K5 U Kj. Alors w n’appartient ni & K7, ni & K}, ni & Kj.
Donc nous avons |Z,(w) — Z(w)| = &, [ X (w)] < s, [ Xn(w) — X (w)] < 1et | X,(w) — X(w)| <ee 175
Etablissons un résultat préliminaire. La fonction v: 2 — e® est de classe C* sur R et v = v'.

L’inégalité de Taylor-lagrange (!) appliquée & v & l'ordre 1 donne ¥(z,y) € R?, |v(z) — v(y)| < |z — y| M[ax] [v"(2)].
ze|x,y

V(z,y) € R?, | —e¥| < |z —y| Max e = Max@¥) |5y,
z€[z,y]

Alors € < | Zp(w) — Z(w)] = [eXn(@) — X (@) g Max (Xa @) Xa () | X (w) — X (w)| < Mo (¥a @) Xa () (ee”17%).
Donc € < |Z,(w) — Z(w)| < e M (X"(“’)’X”(“’))flfs.

| X (w)] <8, [ Xn(w)—X(w)| <1 (car w n’appartient ni & K{ nia K3). Donc —s < X(w) < set —1 < X, (w)—X(w) < 1.
Alors X(w) < s<l4+set Xp(lw) < X(w)+1<1+s.

Donc Max (X, (w), Xp(w)) < 1+ s ou Max (X, (w), Xn(w)) =1 —5 < 0. Ce qui donne eMox (X @), X0 (@) =15 <1
Ainsi & < | Zy(w) — Z(w)| < e M (X @)X (@) ~1-s < € (car € est strictement positif) !'!

Cette légere contradiction montre que si w appartient & K|, il appartient & K U K} U K} et achéve de montrer que
K{ C K{UK,UKj.

La croissance de P et le premier résultat du ¢) donnent : P(K))) < P(K] U K, U K}) < P(K}) + P(K}) + P(K}).

Ainsi:

]P(\Zn ~Z| 2 ¢e) <P(X[ 2 5) + P(|Xy — X| 2 1) + P(|Xp — X[ > ee'7%). \

d) On a encore P(|Z, — Z| > e) < a+ P(|X, — X| > 1) + P(|X,, — X| > ee~17%) grace a b).

La suite (X, )nen= converge en probabilité vers X donc, pour tout réel «y strictement positif lirf P(|X,—X|>~v)=0.
n—-1+0oo

Comme 1 >0 et ee 175 > 0, lirf P(X,—-X|>21) = lir+n P(X, - X|>ce '7%) =0.
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Donc lim (PUX0 = X = 1)+ P(IX, — X| > ee779)) 0.

La définition de la limite d’une suite permet de dire qu’il existe ny dans N* tel que:

¥n €N n>m = P(IX, - X[ > 1)+ P(Xp - X|>ee7'7%) <o

DoncVn e N*, n>ny1 = P(|Z, —Z| > ¢e) <a+P(|X, - X|> 1)+ P(|X,, - X| > e 17%) < 20

Nous avons donc montré que: Ve € R** Va € RT*, In; e N*, Vn e N*, n>ny = P(|Z, — Z| 2 ¢) < 2a.

Ceci suffit pour dire que Ve € R* ™, hrf P(|Z, — Z] 2 e) =0 (car a — 2« définit une bijection de R** sur R** ).
n—-+oo

Ainsi:

’ La suite (Z,)nen+ converge en probabilité ver Z.

Dans (92, A, P), si une suite (X, )en+ de variables aléatoires réelles converge en probabilité vers la variable aléatoire

X, (eX”) est une suite de variables aléatoires qui converge vers la variable aléatoire eX.

neN*

12. a) Notons qu’'une récurrrence trés simple montre que pour tout élément n de N*; R,, prend des valeurs strictement

positives.

Soit n un élément de [2,+o0c[. Supposons que R,,_1 ait pris la valeur a (a > 0).

eme

Pour tout & dans [1, N], le parieur mise une somme égale a f a sur le cheval numéro k dans la n course.

Pour tout k dans [1, N], si G,, prend la valeur k, le parieur aura & l'issue de la n®™° course une somme égale & (f, a) cp
et M, prendra alors la valeur fy cg.

N
Nous pouvons alors dire que que M,, = Z ( frck ][{Gn:k}) ou que plus simplement M, = fqg, ca,, -
k=1

Montrons que ceci vaut encore pour n = 1.

Pour tout k dans [1, N], si Gy prend la valeur k, le parieur aura & 'issue de la premiére course une somme égale &
(fr 7o) ck et My prendra alors la valeur fj cy.

N

Donc, ici encore, My = fg, cq, et My = Z (fk Ch ][{Glzk}>.
k=1

N
Finalement Vn € N*, Mn = fGn cG, et Mn = Z (fk Ck ][{Gn:k})~
k=1

Pour tout n dans N*| M, est une fonction de G,,. Comme (G},)nen+ est une suite de variables aléatoires indépendantes
sur (2, A, P), (M,,)nen+ est une suite de variables aléatoires indépendantes sur (2, .4, P).

Vk € [1, N], fr > 0 et ¢ > 0 donc, pour tout n dans N*, M,, prend des valeurs strictement positives.

Les variables aléatoires de la suite (G, )nen+ ayant méme loi il en est de méme pour les variables aléatoires de la suite
(Mn)nEN* .

’ (M,)nen+ est une suites de variables aléatoires indépendantes, & valeurs strictement positives et de méme loi.

. Rn % n n 1 n
b) Vn € N*, In(T, +1) = In (TO) =1In (1:[1 M) = Z In(M;).
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(M,,)nen- est une suite de variables aléatoires indépendantes sur (€2, A, P) ayant méme loi donc (ln(Mn))neN* est

une suite de variables aléatoires indépendantes sur (2, .4, P) ayant méme loi.

De plus In(M;) possede une espérance et une variance. Alors les variables aléatoires de la suite (ln(Mn))n cn+ ont une

espérance commune égale a E (1n(M1)) et une variance commune.

1
La loi faible des grands nombres montre alors que la suite < Z In Ml> converge en probabilité vers la variable
n <

neN*
certaine E(In(M)).

Or ¥n € N*, In(T,, +1) Z In M; donc la suite (In(T}, + 1))

=1

nen- Converge en probabilité vers la variable certaine

B(In(M))).

Alors Q11. montre que la suite (eln(Tn‘H)) converge en probabilité vers la variable certaine e” (In(M1))

neN*

Ainsi la suite (7, + 1)n oy~ converge en probabilité vers la variable certaine eE(n(My))

Alors Ve € R**,  lim P(‘(Tnﬂ)—eE(ln(Mﬂ)‘>e)ZOOuVaeR+*, lim P(

n—-+oo n—-+oo

(PO 1)‘ > 5) =0.

Plus de doute:

la suite de variables aléatoires (T},),en+ converge en probabilité vers la variable aléatoire certaine égale & 7 ol

;= B(M) _q

Remarque Notons que In(M7) ne prend qu’un nombre fini de valeurs donc In(M;p) posséde une espérance et une
variance !
N

13. a) Rappelons que M; = Z (fk Ck ][{G1 k}) donc In(M;) = Z (ln fr ck ][{G1 k}> non ?
k=1 k=1

2

Pour tout k dans [1, NJ, ][{Glzk} possede une espérance qui vaut P(Gy = k) donc py.

N

Il se confirme alors que In(M;) posséde une espérance qui vaut Z (ln frcr) (I[{Glzk})).
k=1
N N
Donc E In( Ml Z ka P = Z pr In(fr cr). Ainsi:
k=1 k=1

> P In(fi ck) N
T = ekt —l=exp (> pe In(frer) | —1.

k=1

b) Il s’agit donc de trouver le maximum de (f1, fo,..., fn) — exp (Z pr In(fr ck)> — 1 sous la contrainte

N
Z fr = 1... avec (f1, f2,..., fn) dans (]0, 1[)N
k=1

Utiliser la méme méthode que celle de Q8. est trop long. Prenons un raccourci et henni soit qui mal y pense (hum,
désolé pour cette saillie un peu cavaliere, la fatigue sans doute).
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x — e® — 1 est strictement croissante sur R donc trouver le maximum de (fi, f2, ..., fn) — exp <Z pr In(fi ck)> —

N N
sous la contrainte Z fx = 1 revient & trouver le maximum de (fi, fa,..., fn) — Z pr In(fr cx) sous la contrainte

k=1 k=1
N

k=1

N N N
Or Y pr I(frcr) =Y pe (fi) + Y pr In(er)
k=1 k=1

k=1

N N
Alors trouver le maximum de (f1, fo,..., fn) — exp (Z o In(fr ck ) — 1 sous la contrainte Z fr = 1 revient a
k=1

trouver le maximum de (f1, f2,..., fn) — Z pr In(fr) sous la contrainte Z fr=1

N
Notons que ’ensemble des points qui réalisent le maximum (s’il existe ) de (f1, fa,..., fn) — exp <Z i In(fi ck)> —

k=1
N
1 sous la contrainte Z fr = 1 coincide avec 'ensemble des points qui réalisent le maximum de (f1, fo,..., fn) —
k=1
N N
Z pr In(fi) sous la contrainte Z fi=1
k=1 k=1

N
Soit (f1, fa, ..., fn) un dlément de (J0,1)" tel que > fi = 1.

k=1
Pour tout k dans [1, N], pr In(fx) = pr In (g ) + pr In(pr) < p (gk — 1> + pr Inpr = fx — pr + P Inpyg avec
k k

égalité si et seulement si TE — 1 ou si et seulement si fr = pr d’apres Q2. car pi > 0. Alors

Pk
N N N N
Z pr In(fr) < Z fe — Z pE + Z pr In(pr) Z pr In(py) avec égalité si et seulement si
k=1 k=1 k=1
(f1, f2s- -y fn) = (P1, P2, -, DN).
N
Rappelons que Vk € [1, N], pr €]0,1] et Z pr = 1.
k=1
N N
Posons Y(f1, f2, ..., fn) € (]0, 1[)N7 w(fi, fa,-o o fn) = Z pr In(fx) et notons que p(p1,p2,...,pN) = kzl pr In(pr).
k=1 =
N
Ce qui précede montre que p admet un maximum sous la contrainte Z fr =1 et que (p1,p2,...,pN) est le seul point
qui le réalise. =
N
Finalement il existe un élément (f1, fa,. .., fx) de (]0, 1[)N et un seul vérifiant Y fr = 1 et rendant 7 maximum.
k=1

Cet élément est (p1,p2,...,PN).

La stratégie optimale pour le parieur est de prendre fj égal & py pour tout k dans [1, NJ.

N

La valeur optimale de 7 est alors exp (Z i In(pg ck)> —1.
k=1
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Y1
c)IciZ—:l.
Ck

k=1

1 1
Si k€ [1,N], —pr In(pr cr) = pr In < pr < — 1) = — — p avec égalité si et seulement si =1 car
Pk Ck Pk Ck Ck Pk Ck
pr > 0.
N Ny N 1
Alors — Z pr In(pg cx) < Z — = Z pr =1 —1=0 avec égalité si et seulement si Vk € [1, N] pr = —- Donc:
k=1 =1 % k= Ck

N

1
Z pr In(pg cx) = 0 avec égalité si et seulement si Vk € [1, N] pr = — (ce qui est possible car Vk € [1, N], ¢, > 1 et
k=1

Ck
N
1
—=1).
k=1 K
N N 1
Z pr In(pg cx) = 0. De plus Z pr In(pg cx) = 0 si et seulement si Vk € [1, N] p, = —-
k=1 k=1 Ck
N
Z P In(pk cx)
Rappelons que la valeur maximale de 7 est = er=! —1.
_ 11 . . .
Cette valeur est nulle si (p1,p2,...,pn) = | —, —,...,— | et strictement positive dans le cas contraire.
C1 C2 CN
N
Si Z — =1, le parieur ne dispose d’aucune stratégie lui permettant de s’assurer un taux de rendement asymp-
¢
k=1

1 1 1
totique optimal strictement positif si et seulement si (p1,pa,...,pN) = (, — ., )
C1 C2 CN




