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Ecricome Option Scientifique sujet principal

EXERCICE 1.

Soit n un entier naturel non nul, on considére £ = R, [X] l'espace vectoriel sur R
des polyndmes de degré inférieur ou égal a n.
Pour tout entier naturel j, on note PY) 1a dérivée j-ieme de P.
On définit la famille de polynomes { Py )oc e, PAT
X(X — k)&t
PQ(X)=let\7’k€{1n}, Pk(X):“(—k'—)—
1. (a) Prouver que la famille (P, Py. ... P,) est une base de E.

(b} Montrer que pour tout entier k£ appartenant a {1,..n},on a:
PUX +1) = Py (X)

puis, pour tous les entiers k. j vérifiant 1 < j € k <€ n. donner une
relation entre P;S“U(X) et P (X — /).

(¢) Soit P € E. justifier I'existence d'un (n + 1)-uplet (ag.a1. ... a,) € R™!
tel que :

P=ghlP+aP+ - +a,P, = Z(L;.Pk

k=0

puis établir que :
vj e {0,1,...n}, PYU(j} = a,.

Ainsi on a établi la relation :

YPeE, P=>Y PY(kP,.
1=0

2. On considére 'application u définie sur £ par :
YPec B, u(P)X)=P(X+1).

{a) Etablir que u est un endomorphisme de £.

(b) Ecrire la matrice A de I'endomorphisme u dans la base (Fo, P1. ... )
de L.
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(c) Déterminer le rang de A ainsi que ses valeurs propres.

(d) La matrice A est-elle diagonalisable ? (Une réponse argumentée est
attendue)

3. On définit sur £ x E lapplication (...} par :

V(P.Q)EExE. (P.Q)= iP“’)(k:)Q““)(k).

k=0

(a) Démontrer que {.,.) définit un produit scalaire sur E.

(b) Justifier que la famille (P, £, ..., P,) est une base orthonormale de F.

EXERCICE 2.

On considére :

e la fonction  définie sur R par :

ek - SO (o (1) )

!

¢ la fonction ¢' définie sur RY par :

1
ViERL. w(t) =t - —n(t),

e [/ l'ouvert de R* défini par :
U =10, +oc]® = {(z.y) eR® / z>0ety>0}.
e f: U — R la fonction définie sur 'ouvert I/ et a valeurs réelles par :

Viry)elU, flz,y)=a¥—y" =exp(yln(z)) —exp(rin(y)).

ou exp(s) désigne 'exponentielle du réel s c’est-a-dire que exp(s) = e*. On
admet que f est de classe C* sur U

L objectif de cet exercice est de prouver que la fonction f n’admet aucun extrermnum
sur U,

1. Etudier les variations de ¥ sur R* . calculer 17(1) et préciser le signe de .
+ i

Tournez la page s.v.p.
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, . n—1
2. Prouver la convergence de la série E — et calculer sa somme.
=
. . +oc ?,:"',’(f”’il) .
3. Soit £ € RY, . Exprimer la somme E ———= en fonction de (1) et In(t). On
n!

n—=1
admettra la convergence de cette série.

4. Justifier que :

Ve J0.1].  g(f) < In(t), vt el +oc|. ¢(t) > Inlf).

5. Soit (x.y) € U. Montrer que (ir.y) est un point critique de f si et seulement
sl
r>1. y>1;

In(x) In{y) =1,

y* b= o n(x).

6. Soit (x.y) € U un point critique de f. Justifier existence d'un reel 1 € R7

tel que :
1
r=exp(t). y=exp (—) ;

t
2(t) = ().
7. Prouver que (e.¢) est I'unique pont critique de f.

8. En comparant les signes des fonctions ¢t — f(c,e + ) et £ — fle +f.¢).
justifier que f n'admet aucun extremum sur .

PROBLEME

La partie I consiste a justifier que les variables Y, = max (X;....X,) et £, =

Ti. -

E ' possédent 1la méme loi lorsque {X;. ... X,,) est une famille de variables aléa-
1

=1
toires mutuellement indépendantes suivant la méme loi exponentielle de parameétre

1.

La partie II a pour objectif d’établir que, pour chaque variable aléatoire X pos-
sédant une densité f avec [ continue sur R, et f nulle sur R* . il n’existe aucune
variable aléatoire Y & densité dérivable g sur R*, nulle sur R* et vérifiant g—¢’ = f.

La partie ITI consistera a étudier les valeurs propres et vecteurs propres de I'application
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linéaire introduite a la partie IL..

Les parties I, IT et TH sont largement indépendantes.

PARTIE 1. Etude des variables Y, et 7.

Toutes les variables aléatoires considérées ici sont définies sur un méme espace
probabilisé (2. A. P).
Soit X une variable aléatoire, rappelons que :

o Fy désigne sa fonction de répartition définie par : ¥t € R, Fx(t) = P(X <t).

e X suit la loi exponentielle de parameétre a € |0.4+o0c| si et seulement si sa
fonction de répartition est définie par :

Fy(t) = { 0 sit <0

1 —exp(—at) sit=0.

ol exp(y) désigne I'exponentielle du réel y c’est-a-dire que : exp(y) = €.

On considére une suite (Xn)ner\«'* de variables aléatoires mutuellemcent indépen-
dantes suivant la méme loi exponentielle de parametre 1. Pour tout entier naturel

n non nul, on note Y;, et Z, les deux variables aléatoires définies respectivement
par :

Y, = max (X Xy.... X,) = max X,

1<isn
X, X X =X
Zp = S Eaatt oy
1 2 n z
1=1
on max(X.... X, ) désigne le maximum des valeurs de X;.... X,,.

Pour finir. on désigne par f, la fonction définie sur R par :

folt)y =081t <0
{ f-,l(t) = n.eXp(_t) (1 — eXp(——t))”'"] st 0.

1. On considére un tablean X de nombres réels de taille 2011 (c¢’est-a-dire « X
= arrayf1...2011] of real») préalablement rempli.

(a) Eerire un programme en Pascal calculant et affichant les réels :

max (X [1]. X [2]) et max(X [1].X[2]. X [3]}.

Tournez la page s.v.p.

Page 1/1



‘e ecricome

(b) Ecrire un programme en Pascal calculant et affichant le réel :

max (X [1]. X [2],... X [2011}) = max (X [ij).

142011

2. (a) Pour tout réel £, exprimer le réel Fy, (t) a I'aide des réels Fx, (¢), ... .
P“.-Xn (t) '
(b) Pour tout réel ¢. donner alors 'expression de Fy, (t) en fonction de 7 et
t en distinguant le cas £ < O et le cas t = 0.

(¢) Verifier alors que la fonction f, est une densité de probabilite de la
variable aléatoire Y,

3. (a) Préciser la fonction de répartition de la variable aléatoire —
i+

-1

X
(b) Démontrer gue nt!
n+

une densité d,.;.

est une variable aléatoire a densit¢ et proposer

. Pour tout réel ». vérifier que : /n. exp (nt) (1 —exp (—t))" ' dt = (exple) — 1)".

0

L8

ot

. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul. 7, est une
variable aléatoire a densité dont f, est une densité. Indication : Pour
n+1

Uhérédité. on remarquera que Zn,41 = £y + ey
n

PARTIE II. Existence et unicité de la solution
d’une équation différentielle.

On désigne par I 'ensemble des fonctions f continues de [0. +o¢] dans R telles
+oc
que l'intégrale [ | f(£)| dt converge. On admet que E est un R-cspace vectoriel.

0
Pour toute fonction f appartenant & £. on considére I'équation différentielle

(Di):y—y =1

dont I'inconnue est la fonction y : R, — R qui est dérivable sur R,.. On fixe dans
cette partie une fonction f appartenant & £. Pour tout réel positif 2. on note :

+oc

ki(r) = exp(x) /exp(—t) f(t)dt.

T
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1. Soient .1 deux fonctions appartenant & F. dérivables sur R, et vérifiant

Iéquation (Dy). On introduit la fouction i définie sur R, par :
VreeR,. h(r)=(glr)—v{r))exp(—r)

(a) Prouver que la fonction h est constante sur R.,.

b) En utilisant le fait que la fonction » — ?) appartient a £, montrer que
¥ q

s e gt

o .

Nous avons ainsi établi qu’il existe au plus une solution dans E &

Iéquation (Dy) lorsque f € E.

+oc

2. Pour tout réel positif z. justifier la convergence de l'intégrale / exp (—t) f(t)dt.

aF

o

3. Btablir que la fonction ks : 2 — exp (2) / exp (—1} f(t)df est dérivable sur

K. et que : ’
Yre Ry kp(r) — Ke(z) = flx).

4. On supposc uniquement dans cette question que f est a valeurs dans Ry

c'est-a~dire que :

Vee Ry, flx) 20

{a) Verifier les relations suivantes :

() + VeeRy. O0<kflx) < /f(t)dt,

A
(3) : YAeR,. /k‘.f(;rr)a’,r = ky(A) — ks (0) + /f(;{i)d.’l,'

+oc
(b) Prouver que 'intégrale / kf(x)dr converge et que :

0

/l ki(z)de = / (1 —exp(—x}) flr)dzr.
0 0

Tournez la page s.v.p.
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5. On revient au cas général ot f: R, — R prend des valeurs non nécessaire-
ment positives.

+5¢

Montrer que l'intégrale / |k;(z)| dr converge.
0

6. Soit X une variable aléatoire possédant une densité f avec f continue sur
R, et f nulle sur R*.

Justifier qu’il n'existe aucune densité g dérivable sur R*, nulle sur R” et
verifiant g — ¢’ = f sur R..

PARTIE III. Etude de ’application f — k;.

A la partie IT, on a établi que si f appartient a E. il existe une unique fonction
oo

ki — exp(z) / exp (—1) f{)di

appartenant & I telle que :
k f— Alf = f
On considere alors Uapplication - définie sur E par :
vieE.  Af) =k
1. Etablir que ¢ est un endomorphisme de £.

Définition : On dit que le réel A est valeur propre de o 8 il existe une
fonction f de E non identiquement nulle telle que ~(f) = Af. On dit que f
est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre A et on appelle sous-
espace propre de i associé 4 A Uespace vectoriel

Eg)={f e E telle que S = Af

La suite de cette partie est consacrée a la détermination des valeurs propres
ct des vecteurs propres de .

9 Pour tout réel a > 0. on considére la fonction f, définie sur R. par :
vre R, fulr)=exp{-ar).

Vérifier que f, appartient a4 F. que f, est un vecteur propre de p et préciser
la, valeur propre associée.

Page 1/1



‘eecricome

3. Soit A une valeur propre de £ et f € E un vecteur propre associé & la valeur
propre A.

(a) Montrer que A est nécessairement non nul.
(b) Etablir que f est dérivable et vérifie 'équation différentielle : f' =
1
1——1/.
(c) Pour tout réel positif . donner U'expression de f(z) en fonction de A.
et d'une certaine constante.

{d) Montrer que A € ]0, 1[.

1. Préciser 'ensemble Sp(y2) des valeurs propres de i et, pour chaque valeur
propre A de . proposer unc base de 'espace propre Ey(yp).
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