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EXERCICE 1

Pour tout entier n > 1, on considére les intégrales :

1

dt y ul/n _ UZ/nd
U = ¢ o= | g
" /1+t+t2+---+tn—1 e Un / 1—a
0

0

1. Convergence de la suite (u,),>1.
(a) Vérifier que :
1 1-1¢)t"
—(1-¢t)= (____2__
L+t+e24 - tnd 1—tn

1 1
En déduire que : Vn >1, 0<u,— = < .
2 n+1

Vnz1l, Vtelo,1],

Quelle est la limite de la suite (uy,)n>1 ?

(b) En utilisant le changement de variable u = t*, établir que :
Yn>1, wu,—-=—.

2. Résultats intermédiaires.

In(z))*
(a) Pour tout entier k > 1, calculer la limite suivante : lin{ (In( )1) :
S S A

(b) Soit k un entier naturel non nul.

(i),

1
Prouver la convergence de l'intégrale /
x —

0

(c) On introduit la fonction f définie sur R par: Vz € R, f(z) = e* —e?*.

A T'aide de l'inégalité de Taylor-Lagrange en 0 & Pordre 1 appliquée a
la fonction f, montrer que :

3z

Vz €]-00,0], |e®—e* +z|< -

3. Application.
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(a) En utilisant la question 2, démontrer que :

In(u)
1—-u

(b) On considére Uintégrale I = / du que l'on ne cherchera pas a

o

calculer.

. . . 1 .
Donner alors un équivalent de v,, puis un équivalent de Up— 5 en fonction
de I.

EXERCICE 2

Pour tout entier naturel n, on note R,[X] I'ensemble des polynémes a coeffi-
cients réels de degré au plus n. On considére I'application f qui & un polynéme P
de R, [X] associe le polynome :

f(P)=P'—4XP'.
l 1. Etude de f. Soit » un entier naturel fixé uniquement dans cette question.

(a) Justifier que f est un endomorphisme de R, [X].
(b) Caleuler f(1), f(X) puis f(X*) pour k € {2,..,n}.

Etablir alors que la matrice 4,, de f dans la base canonique de R, [X]
est triangulaire.

(c) Prouver que f est diagonalisable et que chacun de ses espaces propres
est de dimension 1.

(d) Soit P un vecteur propre de f associé a la valeur propre .
Etablir que : A = —4deg(P).
En déduire qu'il existe un unique polynome unitaire H,, de degré n tel

que
| (&) : f(H,) = —4nH,,.

Rappel : un polynome unitaire est un polynéme dont le coefficient do-
minant vaut 1.
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<e ecricome

2. Etude de la suite (H,)nen-

(a) En dérivant la relation (£,), démontrer que :
V21, f(H,)=—4n-1)H,
En déduire que :

(’I’L - 1)Hn_2

Vn>1, H,=nH,, e Vn>2, H,—XH, 1+ 1

= 0.

(b) Pourquoi peut-on affirmer que Hy = 1 et Hy = X7
Calculer alors H, et Hs.
(c) D’aprés ce qui précede, la suite u, = Hn(1) satisfait & la relation de
récurrence :
n—1)u,_
uw=1, w=1, Vn>=2, unzun_l—g—%”—z
Ecrire un programme en Pascal calculant wugo10.

3. Application aux points critiques d’une fonction & trois variables.

On note U Touvert de R? défini par :
U:{(x,y,z) eR® telque z#yety#zetz#zx)

ainsi que la fonction V' définie sur U par :

Y(z,y,2) €U, V(z,y,2)=2"+y*+2°—In|z —y|-Inly — z| —Iln|z — z|.
Soit (o, 8,7) € U.

(a) Etablir que (, 3,) est un point critique de V' si et seulement si (e, 3, 7)
est solution du systéeme :

2a (o — )
(S): 25(5—04;

(b) On introduit le polynome Q(X) = (X — a)(X — B)(X — 7).

Montrer que (a, 3,7) est solution de (S) si et seulement si Q" — 4X Q'
admet pour racines «, 3, 7.

(c) Prouver que si (a, 3,7) est un point critique de V' alors
Q' —4XQ = —12Q
puis que Q = H; (cf. question 2.b).

Donner alors les points critiques de V.
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PROBLEME

Soit 7 un entier naturel supérieur ou égal & 2. Une urne contient 7 boules
numérotées 1, 2, ..,r. On pioche indéfiniment les boules avec remise, chaque boule
pouvant étre piochée de fagon équiprobable.

Pour tout entier i € {1,2,..,7}, on note Y; la variable aléatoire égale au « nombre
de pioches nécessaires pour obtenir ; boules distinctes ». On convient que Y; = 1.

On désigne par X, la variable aléatoire égale au « nombre de pioches nécessaires
pour obtenir les r boules numérotées 1,2, ..,r ». Il est immédiat que X, =Y.

Par exemple, en supposant que r = 4, si les boules piochées successivement portent
les numéros :

alorsona:Yi =1, Yo=4, Y3=8 Y,=X,=11.
La partie I établit certains résultats préliminaires qui seront utilisés dans d’autres
parties.

La partie II se consacre & ’étude de la loi des variables discrétes Yiy1 = Y; afin
d’en déduire 'espérance et la variance de la variable discréte X,

La partie ITI détermine la loi de la variable X, puis étudie la distribution asymp-
totique de la variable X, autour de sa moyenne.

On note exp la fonction exponentielle définie par :

Ve € R, exp(r)=_¢€".

PARTIE I : Résultats préliminaires.

1. Etude d’une suite.

n
1
On introduit la suite (u,),>; définie par : Vn > 1, wu, = Z e In(n).
=1

(a) Ecrire un programme Pascal permettant de calculer u,, pour un entier
. n 2 1 donné.

1
(b) A Taide d’un développement limité, justifier que u, — Upyg ™ o o2
N-—1+0C
En déduire la nature de la série Z(un — Up41) puis démontrer la
n=1
convergence de la suite (u,)n>1.
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n
1
(c) Montrer que la suite ( —_5) converge (on ne demande pas le calcul
=1 t nx1
de la limite).

2. Loi de Gumbel.

Soit Z une variable aléatoire continue. On suppose que Z suit la loi de
Gumbel, c’est-a-dire que sa fonction de répartition F est définie par :

YVt € R, Fz(t) =exp(—exp(—t)).

(a) Vérifier que la fonction F est bien une fonction de répartition puis que
Z posséde une densité que 1'on précisera.

(b) On considére la variable aléatoire W = exp(—2).
Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire W.

En déduire que la variable aléatoire W suit une loi usuelle dont on
précisera le ou les parametres.

+00

(c) Pour tout entier k, montrer que I'intégrale / (In(x))*e~"dx est absolu-
0

ment convergente.

(d) En justifiant le changement de variable x = exp(—t), démontrer que la
variable Z admet un moment d’ordre k valant :
+o00

E(Z%) = /(-—ln(x))ke_‘”da:.
0
PARTIE 1I : Etude de la variable X,
1. Etude du cas r = 3.

On suppose uniquement dans cette question que r = 3, c’est-a-dire que
1'urne ne contient que trois boules numérotées respectivement 1, 2, 3 chacune

1
pouvant étre piochée avec la probabilité 3

(a) Soit n un entier naturel non nul.

Comparer les événements (Y2 > n) et C, : «les n premieres pioches
fournissent des boules portant toutes le méme numéro».

Calculer la probabilité P (C,). En déduire la probabilité P (Y > n)
puis donner la loi de la variable Y.
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(b) Justifier que :
Vnxl, P(Y;-Yy=n)=> P(Ys=n+kn[Y,=k)

puis que :
Vn>1, Vk>2, P(m:mk]mm:k])zi(?)n.

En déduire la loi de la variable Y5 — Y5.

[Dans toute la suite du probléme, r désignera un entier supérieur ou égal & 2.

2. Loide Y, — Y, pouri€ {1,2,..,r —1}.

(a) Justifier que :
i) ={i,i+1,i+2,.} =N\{0,1,2,..,i — 1} et (Yip1 —Y))(Q) =N\ {0}.

(b) Démontrer que :

-\ n—1 .
Vn = 1, Vk 2 ’L P(Yi:k) (Y;—H — }/z = n) = (1) (1 — _i_) .
r

(c) En déduire que Y;;; — Y; suit une loi usuelle dont on précisera le ou les
parametres puis établir que :

,
E(Yi+1"Yz'):;—:—Z. et V(Yin-Y)= =i

3. Espérance et variance de X,.

r—1
(a) Justifier que : X, =1+ Z (Yo_ini —Y,)).
i=1
En admettant que les variables Y, — Y;, Y3 — Y5, ..., Y, — Y,_; sont
indépendantes, vérifier que :

ZT 1 3 1
E(Xr) =T 'Z‘ et V(Xr) - T2 ’—l-é -7 -.
=1 . —

(b) A T’aide de la question I.1, prouver l'existence de deux réels o et 3 tels
que :

E(X,) = rln(r)+ar+o(r) et V(X,) ~ Bre

400 r——+00
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PARTIE III : Loi de X, et de sa déviation asymptotique par
rapport & sa moyenne.

Pour tout entier k£ € {1,2,..,7} et tout entier naturel m > 1, on consideére 1'évé-
nement Ay, : «le numéro k n’a pas été pioché durant les m premiéres pioches».

1. Loi de X,.

Soit m un entier naturel non nul.

(a) Pour tout entier k£ € {1,2,..,r}, calculer successivement :
— la probabilité de ’événement Ay ,,

— la probabilité de I’événement «k numéros n’ont pas été piochés au
cours des m premiéres pioches».

(b) Justifier que :
PX,>m)=P(AmUAsnU---UA.n)

puis, en utilisant la formule du crible de Poincaré, démontrer que :

poiem = () (=5) - () (-5 e ()05
- R

En déduire la loi de X,.

2. Comportement de X, au dela de sa moyenne.

(a) Alaide d’une récurrence sur m, montrer que, pour toute famille (Dy, .., D,,)
d’événements, on a, :

P(D1UDyU---UDp) < P(Dy)+P(Dy)+---+P(Dy).

(b) Démontrer que pour tout réel z, on a : exp(z) > 1+z. En déduire que :

m

Vm e N\{0}, Vke{l,..r}, P(Awm)<exp (—7) .

(¢c) Soit € > 0, on note M, la partie entiere de (1 + ¢) rln(r), c’est-a-dire
I'unique entier relatif tel que :

M, <(1+¢e)rln(r) < M, + 1.
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Comparer les événements « (X, > M,) » et « (X, > (1+¢) rln(r)) ».
En déduire que :

P(X, > (1+¢&)rn(r)) < f—

Ainsi on vient d’établir que :

Ve>0, lim P(X,>(1+¢)rn(r)) =0

r—+00

z

qui peut se traduire ainsi : l'événement « X, est significativement Supé-
rieur 4 sa moyenne » est un événement asymptotiquement rare.

3. Distribution de X, autour de sa moyenne.

On introduit la suite (Z,),>» de variables aléatoires définie par :

X, —rln(r)
- :

Vr>2, Z. =

Soit ¢ un réel fixé, on note m, la partie entiére du réel r In(r)+rt, c’est-a~dire
I'unique entier relatif tel que :

m, < 7n(r) +rt < m, + 1.
(a) Justifier existence d’un rang ro(t) tel que :
Vr 2 ro(t), m,>1
puis prouver 'égalité :
Vr 2 ro(t), P(Z.>t)=P(X,>m,).

(b) Soit k un entier naturel. A I'aide d’un développement limité, établir

que :
k
YJnfl——) = —kl — kt 1
m n( r) e n(r) + o(1)
k
(c) Démontrer que, pour tout entier &, on a : (;) ~ %

En déduire que :

, T k\™  exp(—kt)
vReN,  Im, (k) (1 - ;) TTW
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(d) En admettant que l'on a :

i S () (1-5) 7 - St

k=1

exprimer la valeur de la limite lirJP P(Z, <t) en fonction de Fy(t)

(définie o la question 1.2).

Quel résultat vient-on d’établir sur la suite de variables aléatoires (Z, )52 ?




