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Les candidats sont invités d encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usoge d'aucun document : l'utilisation de toute calculcfrricé et de tout matériel électronique est
interdite. Seule f'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de ['épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre

e Toutes les variables aléatoives qui interviennent dans ce probléme sont réelles et définies sur un méme espace

probabilisé (€, A, P), ol P peunt dépendre de paramétres réels inconnus a, b, o etc; elles admettent toutes
une espérance of une variance : si J désigne Uone de ces variables aléatoirves, on note E{J) son espérance et
V{J} sa variance.
Si Jy, Jo et Jy -+ Jo sont des variables aléatoires & densité, on admet a}ms Vexistence de la covarlance de ;i
et Jy, notée Cov(J1,.h), qui est définie par la formule : Cov(Jy, Ja) = (V (Ji+ o)~ V{J)—- V(. fz))
On admet que les covariances de variables aléatoires & densité vérifient k»s mémes régles de caleul que celles
des variables aléatoires discrétes.
o Pour tout (k, £) de (N*)%, on note M, ¢(R) U'ensemble des matrices & k lignes et £ colonnes & coefficients réels ;
on note M {R) Vensemble des matrices carrées d'ordre k.

e On note @ la transposée d'une matrice Q.

s Dans tout le probléme, n désigne 1 entier supérieur on égal & 3.

L'objet du probléme est Uétude de quelques propriéiés du modéle de régression linéaire élémentaire.

Partie I. Quelques résultats statistiques et algébriques

On considére une population d'individus statistiques dans laguelle on éudie deux caractdres quantitatifs X
et V. On extrait de cette population, un échantillon de n individus sélectionnés selon des valeurs choisies du
caractére X et numérotés de 1 a n.

Pour tout 7 de [1,n], les réels z; et y; sont les observations respectives de X et de Y pour Vindividu i de

Véchantillon. On suppose que les réels a1, 29, . .., T, ne sont pas tous fgaux.
Soit a et b deux parsmetres réels. On pose pour tont ide [1,n] rwi = — (axi+b). ()

1. On note T {tesp. §) et 52 (resp. s*“jj} 1a moyenne empiﬁque et la ’».?arianfe empirique de la série statistigue

(ri)1<icnlresp. (Yi)1<icn): On rappelle que 1 T = — Z.& et s2 = — Z{Jﬁ'@ x)
= z_l
a) Montrer que 52 > 0.
b) Etablir les formules : Z(u ~ Ty = Z('{‘ i) —NEY et Z Z( 22} — nE>
i==1 t==1
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e — T T T
. . i~ , , : 1
¢} On pose pour tout i de 1. n] : a; = —{——1—5—1 Montrer que : E o =0, g o =1 et E ol =
i=1 =1

ns. — ns2’
H1 Uy r; 1
2.0npose: y= ~ & .’Mml(R}, U= LgE Mn’j (R)Q = (2)6 JMQJ(R) et M= : S .M?L2<R)
Un Uy, Tn 1

Les n relations (x) s'écrivent sous la forme matricielle suivante : y = M6 + u.
a) Quel est le rang de la matrice M 7
b) Calculer la matrice "M A et justifier son inversibilité.

3. L'espace vectoriel R” est muni de sa structure euclidienne canonique. Soit F le sous-espace vectoriel engendré
par les vecteurs {21, 22,..., Zn) et (1,1,...,1) de R™. On note K la matrice du projecteur orthogonal de R®

sur F dans la base canonique de R” et G =1 — K, ou [ désigne la matrice identité de M, (R).

k13 kL3
a} On cherche les matrices 6 = ( g) de My 1 {R) qui minimisent Zuf = Z (g — (02 + b))z.
2=l i1
Montrer que ce probléme admet une unique solution § = (Z} et qu'elle vérifie la relation : ‘MM 6 = M Y.
/

5
!

~\
=

T
b) Montrer gque : & = Z ol et b= 7 — G,
i=1

¢} Exprimer K en fonction de M et ‘M.
d) Soit 7 la matrice-colonne de M., 1(R) de composantes iy, is, . . ., 4, définie par @ =y — M.
Montrer que : it = Gy = Gu.
k2
¢} En déduire les égalités : 'ug = E Ef = 'yGy = "uGu.

==k

Partie I1. Le modeéle de régression linéaire

Le contexte el les notations sont cevx de lo partie L Dans cetle partie, on cherche 6 modéliser les fluctuations
aléatoires du caractére ¥ sur Uéchantillon.

Les hypothéses du modele de régression linéaire élémentaire sont les suivantes :

e les réels a et b sont des parameéires inconms ;

e pour tout ¢ de [1,n], la valeur z; du caractére X est conmue et la valeur y; du caractére YV est la réalisation
d’une variable aléatoire Y5 ;

e pour tout 7 de [1,n], ¥; est la somme d'une composante déterministe ax; + b, fonction affine de la valeur
choisie 2, et d’une composante aléatoire U ;

e les variables aléatoires U1, Us, . .., U, sont mutuellement indépendantes, de méme loi, possédent une densité,
et pour tout i de [1,n] : E(U;) = 0 et V{U;) = ¢?, ol le paramétre inconnu ¢ est strictement positif.

Le modele de régression linéaire ¢’écrit alors : pour tout 7 de [1,n], Vi = az; + 0+ U; (1)
L’objectif consiste & estimer les paramétres inconnus a, b et ¢2 du modele (1).

o }L 12 _ - 1 T
Onposepourtoutn 23: Y, = — ZY; et U, = — Z U;.
73 4 7 4
j=1 i==1
Tt
4. On note 4, et B, les deux variables aléatoires définies par : 4, = Z a;Y; et B, =Y, — A.T, ou le réel o
is=1

a 6té défini dans la guestion 1.¢).

a) Montrer que A, et B, sont des estimateurs sans biais de a et b respectivement.

2 =2\ 42
b) Etablir les formules suivantes : V{4,) = ? 5 et V(By)= (1 + x_{)) z.
ns2 s2)n

¢) Caleuler Cov{Ay, By).
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5, Dans cette question uniquement, Uentier n n'est plus fixé. On suppose Vexistence de A = lim E r; et
N—rE0G 7Y
i=1

R 1w .
po= lim — Z(tz —7)% avec (A, p) ER x RY.

n—y+oc 11
i=1
Montrer que les deux suites (A, )n>3 et (B, )nzs convergent en probabilité vers ¢ et b respectivement.
6.2) On pose pour tout ¢ de [1, n]j U =Y, — A,z — B,,. Calculer E(a}
13
b) Etablir Iégalité : Z U? z U; = Un)? — ns2(An — a)>.

T
¢} Caleuler E ( E Uf) . En déduire un estimateur sans biais de o,
=1

Partie IT1. Hypothése de normalité et prévision

Le contexte et les notations de cette partie sont ceur des porties I et II. De plus, on suppose dans cette partic
que pour tout i de [1,n], la variable aléatoire U; suit une loi normale N'(0, 0%).

Yi U
Onpose:Y = | © JetlU=1| ! ].Lemodele (1) de lapartie Il 5'¢crit alors matriciellement 1 Y = M+1J.
Yo Un

Soit Wi, Wa, ..., W, (g € N¥), ¢ variables aléatoirves réelles définies sur (9 A, P). On définit le vecteur aléatoire
(W1, W, ..., W,) & valeurs dans RY, en associant & tout w de € le vecteur (L‘V; (w), Wolw), ..., W, (u}) de R4,

On dit que le vecteur aléatoire (Wi, Wo, ..., W,) est normal si pour tout g-uplet {(p1, p2,....py) de nombres
q

réels, différent de (0,0, ...,0), la variable aléatoire E p:W; suit une loi normale de variance non nulle.
=1
Dans le cas on le vecteur (Wi, Wy, ..., W,) est normal, on admet que les variables aléatoires Wi, Wa, ..., W,
sont mutuellement indépendantes si et seulement si pour tout (4, §) de [1, ¢]* avec i # j, Cov(W;., Wy) =10
7.a) Montrer ¢ue le vecteur aléatoive (¥1,Y5, ..., Y, ) est normal mais que le vecteur (¥ -, VoY, ... , an?n)
ne Vest pas.
b) Déterminer la loi de chacune des variables aléatoires A, et B,. Le vecteur aléatoire (A, B,,) est-il normal 7

3. Soit § une matrice inversible de M,,(R). On note T la matrice-colonne des composantes du vecteur aléatoire
(T, To, ..., 1) telle que T = SU.
a) Montrer que le vecteur (13,75, ...,T,) est normal.
b) On suppose gue la matrice S est orthogonale. Montrer que T1, To, . . ., T,, sont mutuellement indépendantes.

9. Soit Uy, {7, ..., U, les variables aléatoires qui ont été déﬁ}ﬁ(;&s dans la question 6.

= . A
On note U la matrice-colonne de composantes Uy D 3y ..., Uy définie par U — M ( B"’ )
¥

a) Montrer que U = GU, ot la matrice G a été définie dans la question 3.
b} Justifier Pexistence d’une matrice orthogonale R de M, (R) et d'une matrice diagonale D de M, (R), telles
que G = RD'R. Quels sont les éléments diagonaux de D ?
n—2
¢) Soit Z la matrice-colonne de composantes Zy, Zo, . . ., Z, définie par Z = RU. Quelle est 1a loi de E Z 2 7
i1

13
\ s . . e L . 5 2 —2
d) En déduire que la variable aléatoire Z U2 suit 1a loi I‘(Qa{ 2 )
=1
e) Soit p un réel donné vérifiant 0 < p < 1. Etablir Vexistence d'un réel ¢, ne dépendant pas des paramétres

k23
inconnus a, b et 02, tel que P ({Z Uf P cnaﬂ> = p.

i=1
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Dans les questions 10 et 11, on suppose qu'une (n+1)-idme valeur de X, notée x,+1, est choisie mais que la valeur
correspondante y,1 de Y est inconnue. On suppose que Y, est la réalisation d'une variable aléatoire Y, 11 qui
vérifie Y11 = axpa1 + b+ Usoq, o1t les variables aléatoires Uh, Us, . . ., U,41 sont mutuellemient indépendantes
et de méme loi N(0, 0%).

n

A e (
10. On pose pour tout n-uplet r = {r1, 7o, ...,7,) de R™: [;i)l = ng}’};.
=1

L’ensemble {Yi'_)l 7 €R"™} est P'ensemble des "prédicteurs linéaires” de V1.

S

a) Soit g la fonction définie sur R™ & valeurs réelles, telle que pour tout 7 = (r1,72,...,7,) de R™,

ki3 —
. {o; —F
glri.r2,...,7p) = E rZ. On rappelle que pour tout i de [1,7] : a5 = ~—~)—}
=1 8,
I T
Montrer que la fonction ¢ admet un minimum absolu sous les contraintes E r; =1 et E TiTs = Tpad,
i=1 i=1

. s . N . 1 =
atteint en Punique point % = (], 7r3,...,7%), olt powr tout i de [1,n], 7 = — + (w1 — Do,
n

X ; (s oo O . P Gir
b) Montrer que parmi les prédictewrs lnéaires }“n‘fr)l de Yo+, qui vérifient £ (Yn:é) = E(Y,+1) pour tout
{a,b) de B, Kfi{ est celui qui a la plus petite variance.

P ita P
Vérifier que Y, +1> = A, 2per + By

11.a) Déterminer 1a loi de la variable aléatoire Y, 11 — (Apnzypy + Bo )

b) On note @ la fonction de répartition de la loi N(0, 1). Soit p un réel donné vérifiant % <p<Ll
Justifier Vexistence d'un réel d,, que U'on exprimera & aide de ® %, ne dépendant pas de a, b et ¢, tel
e P( (Yns1 — (Antprr + Byl < dnol) = p.

¢) En déduire, & Paide de la question 9.¢), un intervalle dont les bornes ne dépendent que des (¥i)1<icn,
des (1) 1gign+1. de oy et dy, gul contienne Y41 avec une probabilité supérieure on égale & 2p — 1.

Stagit-il d'un intervalle de confiance au sens usuel du terme ?
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